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В работе рассматриваются минимальные проекции пространства 𝑙9∞ на
некоторые подпространства коразмерности 3. Для них найдены отно-
сительные прекционные константы, а в случае минимальной проекции
с единичной нормой найдено максимальной значение константы силь-
ной единственности. Найденые проекционные константы могут найти
применение в вычислительной математике, в частности, для оценки
сходимости проекционных методов решения операторных уравнений и
в оценках ошибки алгоритма Ремеза.
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1. Введение

Пусть 𝑌 – замкнутое подпространство банахова пространства 𝑋.

Определение 1. Линейный ограниченный оператор 𝜋 : 𝑋 → 𝑌 называется опе-
ратором проектирования (проекцией) пространства 𝑋 на 𝑌 , если 𝜋𝑦 = 𝑦 для
любого 𝑦 ∈ 𝑌 .

Множество всех операторов проектирования пространства 𝑋 на подпростран-
ство 𝑌 будем обозначать через 𝜋(𝑋,𝑌 ).

Определение 2. Относительной проекционной константой подпространства
𝑌 в пространстве 𝑋 называется число 𝜆(𝑌,𝑋) = inf{‖𝜋‖, 𝜋 ∈ 𝜋(𝑋,𝑌 )}.

Среди операторов проектирования особый интерес представляют те, для кото-
рых выполняется равенство ‖𝜋‖ = 𝜆(𝑌,𝑋). Такие проекции, если они существуют,
называются минимальными.

Множество минимальных проекций из 𝑋 на 𝑌 будем обозначать ∆(𝑋,𝑌 ).

Определение 3. Если множество ∆(𝑋,𝑌 ) состоит ровно из одного элемента,
то говорят, что пара (𝑋,𝑌 ) обладает свойством единственности.
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Условия единственности для некоторых минимальных проекций в простран-
ствах 𝑙𝑛∞ и 𝑙𝑛1 можно найти, например, в [1], [5], [9], [17] и [20].

Пусть 𝑌6 есть 6-мерное подпространство пространства 𝑋 = 𝑙9∞, 9-мерного ли-
нейного нормированного пространства элементов 𝑥 = (𝑥𝑖)

9
1 с нормой

‖𝑥‖ = max
16𝑖69

|𝑥𝑖|.

Предложение 1. [1] Любой оператор проектирования 𝜋 : 𝑙9∞ → 𝑌6 имеет вид
𝜋𝛼, где

𝜋𝛼𝑥 = 𝑥−
3∑︁

𝑖=1

𝛼𝑖𝑓𝑖(𝑥),

𝛼𝑖 = (𝛼𝑖𝑗)
9
𝑗=1 – элементы пространства 𝑙9∞, а 𝑓𝑖 = (𝑓𝑖𝑗)

9
𝑗=1 ̸= 0 – линейные функ-

ционалы, определенные в 𝑙9∞, причем

𝑓𝑖(𝛼𝑗) =

9∑︁
𝑘=1

𝛼𝑗𝑘𝑓𝑖𝑘 = 𝛿𝑖𝑗 (𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3). (1.1)

Гиперплоскости пространства 𝑙9∞ имеют вид

𝑓−1
𝑖 (0) =

{︃
𝑥 ∈ 𝑙9∞ | 𝑓𝑖(𝑥) =

9∑︁
𝑘=1

𝑓𝑖𝑘𝑥𝑘 = 0

}︃
(𝑖 = 1, 2, 3),

и в силу линейной независимости функционалов 𝑓𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3) , которая следует
из формул (1.1), пространство 𝑌6 = ∩3

𝑖=1𝑓
−1
𝑖 (0) является подпространством про-

странства 𝑙9∞ коразмерности 3.

Определение 4. Оператор проектирования 𝜋0 ∈ ∆(𝑙9∞, 𝑌6) называется сильно
единственным, если для любого 𝜋 ∈ 𝜋(𝑙9∞, 𝑌6) справедливо неравенство

‖𝜋0‖ + 𝑘 · ‖𝜋 − 𝜋0‖ 6 ‖𝜋‖ (1.2)

где 𝑘 не зависит от 𝜋 и 𝑘 ∈ (0; 1].

Число 𝑘 называется константой сильной единственности, а через 𝑘0 обознача-
ется максимальное значение 𝑘, при котором выполняется неравенство (1.2).

Очевидно, что сильно единственный оператор 𝜋0 имеет минимальную норму, а
пара (𝑙9∞, 𝑌6) обладает свойством единственности.

Предложение 2. [1] Нормы операторов 𝜋 и 𝜋 − 𝜋0 вычисляются по формулам

‖𝜋‖ = max
16𝑖69

𝑇𝑖, ‖𝜋 − 𝜋0‖ = max
16𝑖69

𝐵𝑖,

где

𝑇𝑖 =

9∑︁
𝑗=1

⃒⃒⃒⃒
⃒𝛿𝑖𝑗 −

3∑︁
𝑘=1

𝛼𝑘𝑖𝑓𝑘𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒ , 𝐵𝑖 =

9∑︁
𝑗=1

⃒⃒⃒⃒
⃒

3∑︁
𝑘=1

(︁
𝛼𝑘𝑖 − 𝛼

(0)
𝑘𝑖

)︁
𝑓𝑘𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒ ,

а оператор 𝜋0 имеет вид 𝜋
(0)
𝛼 , где

𝜋(0)
𝛼 𝑥 = 𝑥−

3∑︁
𝑘=1

𝛼
(0)
𝑘 𝑓𝑘(𝑥).
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Определение 5. Абсолютной проекционной константой порядков 𝑘, 𝑛 называ-
ется число

𝜆(𝑘, 𝑛) = sup{𝜆(𝑌𝑘, 𝑋𝑛) : 𝑌𝑘 ⊂ 𝑋𝑛},
где 𝑋𝑛 и 𝑌𝑘 – любые пространства размерности 𝑛 и их подпространства раз-
мерности 𝑘 сответственно, 𝑘, 𝑛 ∈ N, 𝑘 < 𝑛.

Как отмечено в [16], теория аппроксимации является как «заказчиком», так и
«поставщиком» новых идей при изучении минимальных проекций и проекционных
констант. В частности, с теорией аппроксимации связано появление понятия силь-
ной единственности, введенное Ньюменом и Шапиро в 1963-64 годах ( [14], [15]).

Напомним, что элемент 𝑣0 ∈ 𝑉 ⊂ 𝑍 называется сильно единственным элемен-
том наилучшего приближения к 𝑧 ∈ 𝑍, если существует вещественное число 𝑘 > 0
такое, что для любого 𝑣 ∈ 𝑉 справедливо неравенство

‖𝑧 − 𝑣0‖ + 𝑘 · ‖𝑣 − 𝑣0‖ 6 ‖𝑧 − 𝑣‖.

Если в этом определении положить 𝑍 = 𝜋(𝑙9∞, 𝑌6), 𝑧 = 0, 𝑣 = 𝜋 и 𝑣0 = 𝜋0, то придем
к определению 4.

Вычисление проекционных констант (или их оценок) находит примене-
ние в вычислительной математике. В частности, для оценки сходимости про-
екционных методов решения линейных и нелинейных операторных уравне-
ний удобно использовать абсолютные проекционные константы 𝜆(𝑘, 𝑛) или
их оценки. Известно [20], что суть проекционных методов состоит в сле-
дующем. Пусть 𝑋 – бесконечномерное банахово пространство, 𝑌 – другое
банахово пространство. Пусть 𝐴 – линейный (вообще говоря, неограничен-
ный) оператор с областью определения 𝐷(𝐴) ⊂ 𝑋 и областью значений
𝐼𝑚(𝐴) ⊂ 𝑌 . Пусть также заданы две последовательности подпространств (𝑋𝑛)
и (𝑌𝑛) : 𝑋𝑛 ⊂ 𝐷(𝐴), 𝑌𝑛 ⊂ 𝑌 (𝑛 = 1, 2, . . .) и последовательность операторов проек-
тирования: (𝜋𝑛) : 𝑌 → 𝑌𝑛, 𝜋𝑛(𝑌 ) = 𝑌𝑛 (𝑛 = 1, 2, . . .). Пусть дано линейное уравне-
ние 𝐴𝑥 = 𝑦 (здесь 𝑥 ∈ 𝐷(𝐴), 𝑦 ∈ 𝐼𝑚(𝐴)). Заменим это уравнение приближенным:
𝜋𝑛(𝐴𝑥𝑛− 𝑦) = 0, где 𝑥𝑛 ∈ 𝑋𝑛. Отыскание последовательности (𝑥𝑛) и выяснение ее
сходимости и составляет суть проекционных методов.

К числу проекционных методов относят, например, метод Петрова-Галеркина,
метод Ритца, а также метод конечных элементов. Последний можно рассматри-
вать как синтез методов Петрова-Галеркина и конечных разностей. Весьма упро-
щенно можно сказать, что метод конечных элементов это проекционный метод со
специальными координатными функциями, заменяющими базис (𝑒𝑖)

∞
1 .

Константы сильной единственности нашли широкое применение в оценках
ошибки алгоритма Ремеза [18].

При изучении минимальных проекций ставятся две проблемы: 1) вопрос о су-
ществовании таких проекций; 2) вопрос об их единственности.

Для конечномерного пространства 𝑋 актуальной является как проблема един-
ственности минимальной проекции, так и определения точных значений 𝜆(𝑌,𝑋)
или их оценок сверху или снизу.

Для 𝜆(𝑘, 𝑛) известны следующие точные значения:

– 𝜆(1, 𝑛) = 1 [20],

– 𝜆(𝑛− 1, 𝑛) = 2(𝑛−1)
𝑛 [2],
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– 𝜆(3, 5) = 5+4
√
2

7 [3].

Известны [4] оценки для 𝜆(𝑘, 𝑛) сверху, а именно

𝜆(𝑘, 𝑛) 6 𝜙(𝑘, 𝑛) =
𝑘 +

√︀
𝑘(𝑛− 1)(𝑛− 𝑘)

𝑛
.

Что касается оценок снизу, то они известны лишь для частных случаев и по-
лучены, в основном, с помощью относительных проекционных констант. При этом
точность полученных оценок можно определить с помощью неравенств

𝜆(𝑌𝑛−𝑘, 𝑙
𝑛
∞) 6 𝜆(𝑛− 𝑘, 𝑛) 6 𝜙(𝑛− 𝑘, 𝑛), 𝜆(𝑌𝑛−𝑘, 𝑙

𝑛
1 ) 6 𝜆(𝑛− 𝑘, 𝑛) 6 𝜙(𝑛− 𝑘, 𝑛).

В работах [1], [5] определены относительные проекционные константы гипер-
плоскостей в пространствах 𝑙1, 𝑙

𝑛
1 , 𝑙∞, 𝑙𝑛∞. В работе Локтя [7] были получены оценки

снизу для 𝜆(𝑛−2, 𝑛) и 𝜆(𝑛−3, 𝑛). Для получения этих оценок были найдены отно-
сительные проекционные константы 𝜆(𝑌𝑛−2, 𝑙

𝑛
1 ), 𝜆(𝑌𝑛−2, 𝑙

𝑛
∞), 𝜆(𝑌𝑛−3, 𝑙

𝑛
1 ) для неко-

торых классов подпространств. Дальнейшее развитие этих результатов для оценок
снизу констант 𝜆(𝑛− 4, 𝑛) и 𝜆(𝑛− 5, 𝑛) можно найти в [9].

С проблемой единственности тесно связана проблема сильной единственности
минимальных проекций.

В [5] Левицким было найдено максимальное значение константы сильной един-
ственности операторов проектирования с единичной нормой на гиперплоскость в
пространствах 𝑙𝑛∞ и 𝑙𝑛1 . Там же получены некоторые оценки констант сильной
единственности операторов проектирования с нормой, большей единицы, опять
же для случая гиперплоскости. Локтем [8] получено максимальное значение кон-
станты сильной единственности оператора проектирования с неединичной нормой
на гиперплоскость в пространстве 𝑙𝑛∞. В работах [10], [11] найдены максимальные
значения констант сильной единственности проекций на подпространства кораз-
мерности 2 и 3 пространства 𝑙4∞. Позднее результат работы [11] был обобщен для
пространств размерности 𝑛 > 3 [19], а дальнейшее продвижение было получено
в [6]. Также, в [12], [13] были найдены константы сильной единственности для
операторов проектирования с единичной нормой на некоторые подпространства
коразмерности 2 в пространстве 𝑙2𝑛∞ .

Найдем проекционные константы для операторов проектирования простран-
ства 𝑙9∞ на некоторый класс подпространств коразмерности 3.

2. Относительные проекционные константы

Функционалы 𝑓𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3) зададим следующим образом:

𝑓𝑖 = (𝑓𝑖𝑗)
9
𝑗=1, где 𝑓𝑖𝑗 =

⎧⎪⎨⎪⎩
1, если 𝑗 = 𝑖, 𝑗 = 𝑖 + 6;

𝑟, если 𝑗 = 𝑖 + 3;

0, если 𝑗 ̸= 𝑖, 𝑗 ̸= 𝑖 + 3, 𝑗 ̸= 𝑖 + 6.

(2.1)

где 𝑟 > 0. В этом случае, если 𝑌6 = ∩3
𝑖=1𝑓

−1
𝑖 (0), то для проекций 𝜋𝛼 ∈ 𝜋(𝑙9∞, 𝑌6)

соотношения (1.1) примут вид

𝑓𝑖(𝛼𝑗) = 𝛼𝑗𝑖 + 𝑟𝛼𝑗𝑖+3 + 𝛼𝑗𝑖+6 = 𝛿𝑖𝑗 (𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3). (2.2)
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Теорема 1. Пусть 𝜋
(0)
𝛼 – минимальный оператор проектирования пространства

𝑙9∞ на подпространство 𝑌6, определяемое функционалами (2.1). Тогда

(1) 𝜆(𝑌6, 𝑙
9
∞) = ‖𝜋(0)

𝛼 ‖ = 1, если 𝑟 > 2;

(2) 𝜆(𝑌6, 𝑙
9
∞) = ‖𝜋(0)

𝛼 ‖ =
4

𝑟2 − 2𝑟 + 4
, если 0 < 𝑟 < 2.

Доказательство. Найдем значения 𝑇
(0)
𝑖 =

∑︀9
𝑗=1 |𝛿𝑖𝑗 −

∑︀3
𝑘=1 𝛼

(0)
𝑘𝑖 𝑓𝑘𝑗 | (𝑖 = 1, · · · , 9).

Имеем

𝑇
(0)
1 =

9∑︁
𝑗=1

⃒⃒⃒⃒
⃒𝛿1𝑗 −

3∑︁
𝑘=1

𝛼
(0)
𝑘1 𝑓𝑘𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒ = |1 − 𝛼

(0)
11 | + (1 + 𝑟)|𝛼(0)

11 | + (2 + 𝑟)
(︁
|𝛼(0)

21 | + |𝛼(0)
31 |

)︁
,

𝑇
(0)
2 = |1−𝛼

(0)
22 |+(1+𝑟)|𝛼(0)

22 |+(2+𝑟)
(︁
|𝛼(0)

12 | + |𝛼(0)
32 |

)︁
, 𝑇

(0)
3 = |1−𝛼

(0)
33 |+(1+𝑟)|𝛼(0)

33 |

+(2 + 𝑟)
(︁
|𝛼(0)

13 | + |𝛼(0)
23 |

)︁
, 𝑇

(0)
4 = |1 − 𝑟𝛼

(0)
14 | + 2|𝛼(0)

14 | + (2 + 𝑟)
(︁
|𝛼(0)

24 | + |𝛼(0)
34 |

)︁
,

𝑇
(0)
5 = |1 − 𝑟𝛼

(0)
25 | + 2|𝛼(0)

25 | + (2 + 𝑟)
(︁
|𝛼(0)

15 | + |𝛼(0)
35 |

)︁
, 𝑇

(0)
6 = |1 − 𝑟𝛼

(0)
36 | + 2|𝛼(0)

36 |

+(2 + 𝑟)
(︁
|𝛼(0)

16 | + |𝛼(0)
26 |

)︁
, 𝑇

(0)
7 = |1 − 𝛼

(0)
17 | + (1 + 𝑟)|𝛼(0)

17 | + (2 + 𝑟)
(︁
|𝛼(0)

27 | + |𝛼(0)
37 |

)︁
,

𝑇
(0)
8 = |1−𝛼

(0)
28 |+(1+𝑟)|𝛼(0)

28 |+(2+𝑟)
(︁
|𝛼(0)

18 | + |𝛼(0)
38 |

)︁
, 𝑇

(0)
9 = |1−𝛼

(0)
39 |+(1+𝑟)|𝛼(0)

39 |

+(2 + 𝑟)
(︁
|𝛼(0)

19 | + |𝛼(0)
29 |

)︁
.

Рассмотрим два случая.
(1) 𝑟 > 2. В равенствах, полученных для 𝑇𝑖 (𝑖 = 1, · · · , 9), по-

ложим 𝛼
(0)
14 = 𝛼

(0)
25 = 𝛼

(0)
36 = 1

𝑟 , все остальные 𝛼𝑖𝑗 пусть бу-
дут равны нулю. При этом условия (2.2) выполняются. Тогда

𝑇
(0)
1 = 𝑇

(0)
2 = 𝑇

(0)
3 = 𝑇

(0)
7 = 𝑇

(0)
8 = 𝑇

(0)
9 = 1, 𝑇

(0)
4 = 𝑇

(0)
5 = 𝑇

(0)
6 = 2

𝑟 6 1.
Следовательно,

𝜆(𝑌6, 𝑙
9
∞) = ‖𝜋(0)

𝛼 ‖ = max
16𝑖69

𝑇
(0)
𝑖 = 1.

(2) 0 < 𝑟 < 2. Очевидно, что ‖𝜋(0)
𝛼 ‖ > 𝑇

(0)
𝑖 (𝑖 = 1, · · · , 9). Оценим выражения для

𝑇
(0)
𝑖 (𝑖 = 1, · · · , 9) снизу. Для этого воспользуемся тем, что |𝑥 − 𝑦| > |𝑥| − |𝑦| и
очевидными неравенствами |𝛼(0)

𝑖𝑗 | > 0. Тогда

‖𝜋(0)
𝛼 ‖ > 𝑇

(0)
1 > 1 − |𝛼(0)

11 | + (1 + 𝑟)|𝛼(0)
11 | = 1 + 𝑟|𝛼11|.

Аналогично получим

‖𝜋(0)
𝛼 ‖ > 𝑇

(0)
2 > 1 + 𝑟|𝛼22|, ‖𝜋(0)

𝛼 ‖ > 𝑇
(0)
3 > 1 + 𝑟|𝛼33|, ‖𝜋(0)

𝛼 ‖ > 𝑇
(0)
4 > 1 + (2− 𝑟)|𝛼14|,

‖𝜋(0)
𝛼 ‖ > 𝑇

(0)
5 > 1 + (2 − 𝑟)|𝛼25|, ‖𝜋(0)

𝛼 ‖ > 𝑇
(0)
6 > 1 + (2 − 𝑟)|𝛼36|,

‖𝜋(0)
𝛼 ‖ > 𝑇

(0)
7 > 1 + 𝑟|𝛼17|, ‖𝜋(0)

𝛼 ‖ > 𝑇
(0)
8 > 1 + 𝑟|𝛼28|, ‖𝜋(0)

𝛼 ‖ > 𝑇
(0)
9 > 1 + 𝑟|𝛼39|.
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Из соотношений (2.2) следует, что

𝛼14 =
1

𝑟

(︁
1 − 𝛼

(0)
11 − 𝛼

(0)
17

)︁
, 𝛼25 =

1

𝑟

(︁
1 − 𝛼

(0)
22 − 𝛼

(0)
28

)︁
, 𝛼36 =

1

𝑟

(︁
1 − 𝛼

(0)
33 − 𝛼

(0)
39

)︁
.

Используя эти равенства, умножим неравенства для 𝑇
(0)
𝑖 (𝑖 = 4, 5, 6) на 𝑟2

2−𝑟 > 0 и

сложим все неравенства для 𝑇
(0)
𝑖 (𝑖 = 1, · · · , 9) почленно. Получим(︂

6 +
3𝑟2

2 − 𝑟

)︂
‖𝜋(0)

𝛼 ‖ > 6 +
3𝑟2

2 − 𝑟
+ 𝑟

(︁
|𝛼(0)

11 | + |𝛼(0)
22 | + |𝛼(0)

33 | + |𝛼(0)
17 | + |𝛼(0)

28 | + |𝛼(0)
39 |

)︁
+𝑟2

(︁
|𝛼(0)

14 | + |𝛼(0)
25 | + |𝛼(0)

36 |
)︁

= 6 +
3𝑟2

2 − 𝑟
+ 𝑟

(︁
|𝛼(0)

11 | + |𝛼(0)
22 | + |𝛼(0)

33 | + |𝛼(0)
17 | + |𝛼(0)

28 |

+|𝛼(0)
39 |

)︁
+ 𝑟

(︁
|1 − 𝛼

(0)
11 − 𝛼

(0)
17 | + |1 − 𝛼

(0)
22 − 𝛼

(0)
28 | + |1 − 𝛼

(0)
33 − 𝛼

(0)
39 |

)︁
> 6 +

3𝑟2

2 − 𝑟

+𝑟
(︁
|𝛼(0)

11 | + |𝛼(0)
22 | + |𝛼(0)

33 | + |𝛼(0)
17 | + |𝛼(0)

28 | + |𝛼(0)
39 |

)︁
+ 𝑟

(︁
3 − |𝛼(0)

11 | − |𝛼(0)
17 | − |𝛼(0)

22 |

−|𝛼(0)
28 | − |𝛼(0)

33 | − |𝛼(0)
39 |

)︁
= 6 +

3𝑟2

2 − 𝑟
+ 3𝑟 =

12

2 − 𝑟
.

Таким образом, (︂
2 +

𝑟2

2 − 𝑟

)︂
‖𝜋(0)

𝛼 ‖ >
4

2 − 𝑟
.

Следовательно,

𝜆(𝑌6, 𝑙
9
∞) = ‖𝜋(0)

𝛼 ‖ >
4

𝑟2 − 2𝑟 + 4
.

Покажем, что эта оценка снизу точная. Для этого найдем 𝛼
(0)
𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3) такие,

что

𝑇
(0)
𝑖 =

4

𝑟2 − 2𝑟 + 4
(𝑖 = 1, ..., 9).

Положим
𝛼
(0)
14 = 𝛼

(0)
25 = 𝛼

(0)
36 =

𝑟

𝑟2 − 2𝑟 + 4
,

𝛼
(0)
11 = 𝛼

(0)
17 = 𝛼

(0)
22 = 𝛼

(0)
28 = 𝛼

(0)
33 = 𝛼

(0)
39 =

2 − 𝑟

𝑟2 − 2𝑟 + 4
.

Остальные 𝛼𝑖𝑗 положим равными нулю. Условия (2.2) при этом выполняются.
Тогда

𝑇
(0)
1 = 𝑇

(0)
2 = 𝑇

(0)
3 = 𝑇

(0)
7 = 𝑇

(0)
8 = 𝑇

(0)
9 = |1−𝛼

(0)
11 |+(1+ 𝑟)|𝛼(0)

11 | =

⃒⃒⃒⃒
1 − 2 − 𝑟

𝑟2 − 2𝑟 + 4

⃒⃒⃒⃒

+
(1 + 𝑟)(2 − 𝑟)

𝑟2 − 2𝑟 + 4
=

𝑟2 − 𝑟 + 2

𝑟2 − 2𝑟 + 4
+

2 + 𝑟 − 𝑟2

𝑟2 − 2𝑟 + 4
=

4

𝑟2 − 2𝑟 + 4
,

𝑇
(0)
4 = 𝑇

(0)
5 = 𝑇

(0)
6 = |1 − 𝑟𝛼

(0)
14 | + 2|𝛼(0)

14 | =

⃒⃒⃒⃒
1 − 𝑟2

𝑟2 − 2𝑟 + 4

⃒⃒⃒⃒
+

2𝑟

𝑟2 − 2𝑟 + 4

=
4 − 2𝑟

𝑟2 − 2𝑟 + 4
+

2𝑟

𝑟2 − 2𝑟 + 4
=

4

𝑟2 − 2𝑟 + 4
.
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Таким образом,

𝜆(𝑌6, 𝑙
9
∞) = ‖𝜋(0)

𝛼 ‖ =
4

𝑟2 − 2𝑟 + 4
.

Очевидно, что 4
𝑟2−2𝑟+4 > 1, так как это неравенство равносильно условию

0 < 𝑟 < 2.

Пусть теперь функционалы 𝑓𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3) имеют вид :

𝑓𝑖 = (𝑓𝑖𝑗)
9
𝑗=1, где 𝑓𝑖𝑗 =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑟, если 𝑗 = 𝑖, 𝑗 = 𝑖 + 6;

1, если 𝑗 = 𝑖 + 3;

0, если 𝑗 ̸= 𝑖, 𝑗 ̸= 𝑖 + 3, 𝑗 ̸= 𝑖 + 6.

(2.3)

где 𝑟 > 0. Тогда справедливо следующее утверждение.

Теорема 2. Пусть ̃︀𝜋(0)
𝛼 – минимальный оператор проектирования пространства

𝑙9∞ на подпространство ̃︀𝑌6, определяемое функционалами (2.3). Тогда

(1) 𝜆(̃︀𝑌6, 𝑙
9
∞) = ‖̃︀𝜋(0)

𝛼 ‖ = 1, если 0 < 𝑟 6
1

2
;

(2) 𝜆(̃︀𝑌6, 𝑙
9
∞) = ‖̃︀𝜋(0)

𝛼 ‖ =
4𝑟2

4𝑟2 − 2𝑟 + 1
, если 𝑟 >

1

2
.

Доказательство. Для доказательства утверждения теоремы 2 можно провести
рассуждения аналогичные тем, которые были приведены при доказательстве тео-
ремы 1. Поступим иначе. Рассмотрим функционалы ̂︀𝑓𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3), которые опре-
деляются так:

̂︀𝑓𝑖 =
𝑓𝑖
𝑟

= ( ̂︀𝑓𝑖𝑗)9𝑗=1, где
̂︀𝑓𝑖𝑗 =

⎧⎪⎨⎪⎩
1, если 𝑗 = 𝑖, 𝑗 = 𝑖 + 6;

1/𝑟, если 𝑗 = 𝑖 + 3;

0, если 𝑗 ̸= 𝑖, 𝑗 ̸= 𝑖 + 3, 𝑗 ̸= 𝑖 + 6.

(2.4)

Очевидно, что подпространство ̂︀𝑌6 = ∩3
𝑖=1

̂︀𝑓−1
𝑖 (0) совпадает с подпространством ̃︀𝑌6

и при 𝑠 = 1/𝑟 для функционалов (2.4) справедлива теорема 1. Это значит, что

(1) 𝜆(̂︀𝑌6, 𝑙
9
∞) = 1, если 𝑠 > 2; (2) 𝜆(̂︀𝑌6, 𝑙

9
∞) =

4

𝑠2 − 2𝑠 + 4
, если 0 < 𝑠 < 2.

Заменив в полученных константах 𝑠 на 1/𝑟, получим относительные проекционные
константы из условия теоремы 2.

3. Константы сильной единственности

Лемма 1. Значение константы сильной единствености 𝑘 из неравенства (1.2)

для оператора проектирования 𝜋
(0)
𝛼 , который определяется функционалами (2.1),

удовлетворяет условию

𝑘 6
𝑟

𝑟 + 2
,

если 𝑟 > 2.
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Доказательство. Для получения оценки константы 𝑘 сверху рассмотрим опера-
тор 𝜋𝑥 = 𝑥 −

∑︀3
𝑘=1 𝛼𝑘𝑓𝑘(𝑥). Значения 𝛼𝑘 (𝑘 = 1, 2, 3) определим следующим об-

разом: 0 < 𝛼11 6 1, 𝛼11 = 𝛼22 = 𝛼33 = 𝛼17 = 𝛼28 = 𝛼39, 𝛼14 = 𝛼25 = 𝛼36 > 0.
Значения всех остальных 𝛼𝑖𝑗 положим равными нулю.

Вычислим нормы операторов 𝜋 и 𝜋 − 𝜋(0).
Имеем

‖𝜋‖ = max
16𝑖69

𝑇 𝑖 = max
𝑖

9∑︁
𝑗=1

⃒⃒⃒⃒
⃒𝛿𝑖𝑗 −

3∑︁
𝑘=1

𝛼𝑘𝑖𝑓𝑘𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒ .

Найдем значения 𝑇 𝑖, учитывая, что 1 − 𝛼11 > 0, 1 − 𝑟𝛼14 = 𝛼11 + 𝛼17 > 0.

𝑇 1 = 𝑇 2 = 𝑇 3 = 𝑇 7 = 𝑇 8 = 𝑇 9 = 1 − 𝛼11 + (1 + 𝑟)𝛼11 = 1 + 𝑟𝛼11 > 1,

𝑇 4 = · · · = 𝑇 5 = 𝑇 6 = 1 − 𝑟𝛼14 + 2𝛼14 = 1 − 𝑟𝛼2 + (1 + (𝑛− 2)𝑟)𝛼2

= 1 + (2 − 𝑟)𝛼14 6 1.

Таким образом,

max
16𝑖69

𝑇 𝑖 = 𝑇 1 = 1 + 𝑟𝛼11.

Далее

‖𝜋 − 𝜋(0)
𝛼 ‖ = max

16𝑖69
𝐵𝑖 = max

16𝑖69

9∑︁
𝑗=1

⃒⃒⃒⃒
⃒

3∑︁
𝑘=1

(︁
𝛼𝑘𝑖 − 𝛼

(0)
𝑘𝑖

)︁
𝑓𝑘𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒

= max

⎧⎨⎩
9∑︁

𝑗=1

|𝛼11𝑓1𝑗 |;
9∑︁

𝑗=1

|𝛼22𝑓2𝑗 |;
9∑︁

𝑗=1

|𝛼33𝑓3𝑗 |;
9∑︁

𝑗=1

⃒⃒⃒⃒(︂
𝛼14 −

1

𝑟

)︂
𝑓1𝑗

⃒⃒⃒⃒
;

9∑︁
𝑗=1

⃒⃒⃒⃒(︂
𝛼25 −

1

𝑟

)︂
𝑓2𝑗

⃒⃒⃒⃒
;

9∑︁
𝑗=1

⃒⃒⃒⃒(︂
𝛼36 −

1

𝑟

)︂
𝑓3𝑗

⃒⃒⃒⃒
;

9∑︁
𝑗=1

|𝛼17𝑓1𝑗 |;
9∑︁

𝑗=1

|𝛼28𝑓2𝑗 |;

9∑︁
𝑗=1

|𝛼39𝑓3𝑗 |

⎫⎬⎭ = max

{︂
(𝑟 + 2)|𝛼11|; (𝑟 + 2)|𝛼22|; (𝑟 + 2)|𝛼33|; (𝑟 + 2)

⃒⃒⃒⃒
𝛼14 −

1

𝑟

⃒⃒⃒⃒
;

(𝑟 + 2)

⃒⃒⃒⃒
𝛼25 −

1

𝑟

⃒⃒⃒⃒
; (𝑟 + 2)

⃒⃒⃒⃒
𝛼36 −

1

𝑟

⃒⃒⃒⃒
; (𝑟 + 2)|𝛼17|; (𝑟 + 2)|𝛼28|; (𝑟 + 2)|𝛼39|

}︂

= (𝑟 + 2) · max

{︂
|𝛼11|;

⃒⃒⃒⃒
𝛼14 −

1

𝑟

⃒⃒⃒⃒}︂
= (𝑟 + 2) · max

{︂
|𝛼11|;

1

𝑟
|1 − 𝑟𝛼14|

}︂

= (𝑟 + 2) · max

{︂
|𝛼11|;

1

𝑟
|𝛼11 + 𝛼17|

}︂
= (𝑟 + 2) · max

{︂
|𝛼11|;

2

𝑟
|𝛼11|

}︂
= (𝑟 + 2)𝛼11,

так как 𝑟 > 2.
Найдем для 𝑘 оценку сверху. Неравенство (1.2) примет вид

1 + 𝑘 · (𝑟 + 2)𝛼11 6 1 + 𝑟𝛼11, откуда получим, что 𝑘 6 𝑟
𝑟+2 . Очевидно, что

𝑘 ∈ (0, 1].
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Теорема 3. Оператор проектирования 𝜋
(0)
𝛼 пространства 𝑙9∞ на подпростран-

ство 𝑌6, определяемое функционалами (2.1), является сильно единственным и
максимальное значение константы сильной единственности 𝑘0 равно

𝑟
𝑟+2 , если

𝑟 > 2.

Доказательство. Имеем

𝑇1 =

9∑︁
𝑗=1

⃒⃒⃒⃒
⃒𝛿1𝑗 −

3∑︁
𝑘=1

𝛼𝑘1𝑓𝑘𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒ = |1 − 𝛼11| + (1 + 𝑟)|𝛼11| + (2 + 𝑟) (|𝛼21| + |𝛼31|) ,

𝑇2 = |1 − 𝛼22| + (1 + 𝑟)|𝛼22| + (2 + 𝑟) (|𝛼12| + |𝛼32|) , 𝑇3 = |1 − 𝛼33| + (1 + 𝑟)|𝛼33|

+(2 + 𝑟) (|𝛼13| + |𝛼23|) , 𝑇4 = |1 − 𝑟𝛼14| + 2|𝛼14| + (2 + 𝑟) (|𝛼24| + |𝛼34|) ,

𝑇5 = |1 − 𝑟𝛼25| + 2|𝛼25| + (2 + 𝑟) (|𝛼15| + |𝛼35|) , 𝑇6 = |1 − 𝑟𝛼36| + 2|𝛼36|

+(2 + 𝑟) (|𝛼16| + |𝛼26|) , 𝑇7 = |1 − 𝛼17| + (1 + 𝑟)|𝛼17| + (2 + 𝑟) (|𝛼27| + |𝛼37|) ,

𝑇8 = |1 − 𝛼28| + (1 + 𝑟)|𝛼28| + (2 + 𝑟) (|𝛼18| + |𝛼38|) , 𝑇9 = |1 − 𝛼39| + (1 + 𝑟)|𝛼39|

+(2 + 𝑟) (|𝛼19| + |𝛼29|) .

Далее найдем

𝐵𝑖 =

9∑︁
𝑗=1

⃒⃒⃒⃒
⃒

3∑︁
𝑘=1

(︁
𝛼𝑘𝑖 − 𝛼

(0)
𝑘𝑖

)︁
𝑓𝑘𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒ (𝑖 = 1, · · · , 9).

Для 𝑖 = 1, 2, 3, 7, 8, 9 получим 𝐵𝑖 = (2 + 𝑟)
∑︀3

𝑘=1 |𝛼𝑘𝑖|. Остальные 𝐵𝑖 будут иметь
вид:

𝐵4 = (2 + 𝑟)

(︂⃒⃒⃒⃒
𝛼14 −

1

𝑟

⃒⃒⃒⃒
+ |𝛼24| + |𝛼34|

)︂
, 𝐵5 = (2 + 𝑟)

(︂
|𝛼15| +

⃒⃒⃒⃒
𝛼25 −

1

𝑟

⃒⃒⃒⃒
+ |𝛼35|

)︂
,

𝐵6 = (2 + 𝑟)

(︂
|𝛼16| + |𝛼26| +

⃒⃒⃒⃒
𝛼36 −

1

𝑟

⃒⃒⃒⃒)︂
.

Покажем, что 𝑘0 = 𝑟
𝑟+2 (𝑟 > 2) – максимально возможное значение константы

сильной единственности. Для этого надо доказать, что неравенство

‖𝜋(0)
𝛼 ‖ + 𝑘0 · max

16𝑖69
𝐵𝑖 6 max

16𝑖69
𝑇𝑖 (3.1)

выполняется при любых значениях 𝛼𝑖, (𝑖 = 1, 2, 3).
Сравним значения 𝐵𝑖. Докажем неравенство

𝐵1 + 𝐵7 > 2𝐵4. (3.2)

Оно равносильно неравенству

3∑︁
𝑘=1

|𝛼𝑘1| +

3∑︁
𝑘=1

|𝛼𝑘7| > 2

(︂⃒⃒⃒⃒
𝛼14 −

1

𝑟

⃒⃒⃒⃒
+ |𝛼24| + |𝛼34|

)︂
.
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Теперь достаточно доказать два неравенства:

3∑︁
𝑘=2

|𝛼𝑘1| +

3∑︁
𝑘=2

|𝛼𝑘7| > 2

3∑︁
𝑘=2

|𝛼𝑘4| и |𝛼11| + |𝛼17| > 2

⃒⃒⃒⃒
𝛼14 −

1

𝑟

⃒⃒⃒⃒
.

Так как |𝛼𝑘1|+ |𝛼𝑘7| > |𝛼𝑘1 +𝛼𝑘1|, |𝛼𝑘4| = (1/𝑟)|𝛼𝑘1 +𝛼𝑘1| (𝑘 = 2, 3) и 2/𝑟 6 1, то

3∑︁
𝑘=2

|𝛼𝑘1| +

3∑︁
𝑘=2

|𝛼𝑘7| >
3∑︁

𝑘=2

|𝛼𝑘1 + 𝛼𝑘7| >
2

𝑟

3∑︁
𝑘=2

|𝛼𝑘1 + 𝛼𝑘7| = 2

3∑︁
𝑘=2

|𝛼𝑘4|,

что доказывает первое неравенство. Для доказательства второго неравенства вос-
пользуемся тем, что 𝛼11 + 𝛼17 = 1 − 𝑟𝛼14. Получим

|𝛼11| + |𝛼17| > |𝛼11 + 𝛼17| = |1 − 𝑟𝛼14| = 𝑟

⃒⃒⃒⃒
1

𝑟
− 𝛼14

⃒⃒⃒⃒
> 2

⃒⃒⃒⃒
𝛼14 −

1

𝑟

⃒⃒⃒⃒
.

Таким образом, неравенство (3.2) доказано.
Если 𝐵𝑖 < 𝐵4 (𝑖 = 1, 7), то неравенство (3.2) не выполняется. Следовательно,

или 𝐵1 > 𝐵4, или 𝐵7 > 𝐵4 (или справедливы оба неравенства). Значит,

max
𝑖=1,4,7

𝐵𝑖 = max
𝑖=1,7

𝐵𝑖.

Аналогично доказывается,что

max
𝑖=2,5,8

𝐵𝑖 = max
𝑖=2,8

𝐵𝑖, max
𝑖=3,6,9

𝐵𝑖 = max
𝑖=3,9

𝐵𝑖. (3.3)

Пусть

max
16𝑖69

𝐵𝑖 = max
𝑖=1,7

𝐵𝑖.

Для доказательства неравенства (3.1) достаточно доказать неравенства

1 +
𝑟

𝑟 + 2
·𝐵𝑖 6 𝑇𝑖 (𝑖 = 1, 7).

т.е.

1 + 𝑟

3∑︁
𝑘=1

|𝛼𝑘𝑖| 6 |1 − 𝛼1𝑖| + (1 + 𝑟)|𝛼1𝑖| + (2 + 𝑟)

3∑︁
𝑘=2

|𝛼𝑘𝑖|.

Так как |1 − 𝛼1𝑖| + (1 + 𝑟)|𝛼1𝑖| > 1 − |𝛼1𝑖| + (1 + 𝑟)|𝛼1𝑖| = 1 + 𝑟|𝛼1𝑖|, то остается
доказать неравенство 𝑟

∑︀3
𝑘=2 |𝛼𝑘𝑖| 6 (2 + 𝑟)

∑︀3
𝑘=2 |𝛼𝑘𝑖|, которое очевидно, так как

𝑟 < 2 + 𝑟.
Случаи (3.3) доказываются аналогично.

Теорема 4. Оператор проектирования ̃︀𝜋(0)
𝛼 пространства 𝑙9∞ на подпростран-

ство ̃︀𝑌6, определяемое функционалами (2.3), является сильно единственным и
максимальное значение константы сильной единственности 𝑘0 равно

1
2𝑟+1 , если

0 < 𝑟 6 1
2 .
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Доказательство. Снова от функционалов (2.3) перейдем к функционалам (2.4).
Обозначив 𝑠 = 1/𝑟, легко заметить, что для функционалов (2.4) выполняется тео-
рема 3. Тогда 𝑘0 = 𝑠

𝑠+2 = 1
2𝑟+1 , если 𝑠 > 2 (или 0 < 𝑟 6 1

2 ).

Замечание 1. Вопрос о сильной единственности минимальных проекций с нееди-
ничной нормой, найденных в теоремах 1 и 2 при 0 < 𝑟 < 2 и 𝑟 > 1/2 соответственно,
остается нерешенным.

Заключение

В работе найдены проекционные константы для минимальных операторов про-
ектирования на на некоторый класс подпространств коразмерности 3 в простран-
стве 𝑙9∞. Подпространства образованы с помощью гиперплоскостей рассматривае-
мого конечномерного пространства. Относительные проекционные константы вы-
числены как для минимальных проекций с единичной нормой, так и для мини-
мальных проекций с нормой больше единицы. Максимальные значения констант
сильной единственности найдены только для минимальных операторов проекти-
рования с единичной нормой.
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