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Приводится доказательство PSPACE-полноты проблемы равенства
слов в классе всех нуль-порождённых модальных алгебр, или, эквива-
лентно, проблемы равенства константных слов в классе всех модальных
алгебр. Также рассматривается вопрос о сложности равенства слов в
произвольном многообразии модальных алгебр. Доказывается, что уже
проблема равенства константных слов в многообразии модальных ал-
гебр может быть сколь угодно трудной (включая как классы сложно-
сти, так и степени неразрешимости). Показано, как построить соответ-
ствующие многообразия.
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Введение

Проблема равенства слов состоит в следующем: пусть имеется сигнатура Σ,
состоящая из конечноместных функциональных знаков, множество свободных об-
разующих 𝑉 , класс алгебр C сигнатуры Σ; требуется по любой паре термов, по-
строенных из образующих множества 𝑉 с помощью функциональных знаков из Σ
выяснить, справедливо ли равенство этих термов в каждой алгебре из C . То есть,
под словами понимаются термы в некоторой сигнатуре, а под равенством слов —
равенство значений этих слов как термов при любой возможной оценке в любой
из алгебр некоторого класса.

Известно, что эта проблема может быть очень трудной уже, казалось бы,
в простой ситуации. Так, А.Туэ поставил проблему равенства слов в ассоциа-
тивных алгебрах [18], которая, как было доказано независимо А.А.Марковым и
Э.Л.Постом, оказалась алгоритмически неразрешимой [3, 11]; позже были най-
дены и другие примеры неразрешимых проблем равенства слов, в частности, в
группах и полугруппах [1].
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Мы будем рассматривать проблему равенства слов в различных многообразиях
модальных алгебр, и акцент будет сделан на равенстве константных слов, или,
эквивалентно, на равенстве произвольных слов в нуль-порождённых модальных
алгебрах.

Известно, что для многообразия всех модальных алгебр проблема равенства
слов разрешима и, как следует из результатов Р.Ладнера [9], является PSPACE-
полной (по вопросам вычислительной сложности см. [10]). Фактически Р.Ладнер
доказал PSPACE-полноту других проблем — проблем выводимости формул в мо-
дальных системахK,T и S4; но проблема выводимости формул вK эквивалентна1

проблеме равенства термов в многообразии всех модальных алгебр. В предложен-
ном доказательстве существенно использовался тот факт, что в языке имеется
бесконечно много переменных. Позже было показано [8, 17], что можно обойтись
одной переменной, а ещё позже — что только константными формулами [6]. Из по-
следнего результата следует, что проблема равенства константных термов в клас-
се всех модальных алгебр и проблема равенства произвольных термов в классе
нуль-порождённых модальных алгебр являются PSPACE-полными, и здесь будет
приведено короткое алгебраическое доказательство этого факта.

Другой вопрос, который будет здесь рассмотрен, — это вопрос о том, насколько
сложной в принципе может оказаться проблема равенства константных термов в
многообразиях модальных алгебр. Используя идеи, изложенные в [5,15,17], пока-
жем, что эта проблема может быть сколь угодно сложной, более того, может иметь
сколь угодно высокую степень неразрешимости. Этот факт будет справедлив даже
при условии, что любое выполнимое (опровержимое) в соответствующем многооб-
разии равенство слов выполнимо (опровержимо) и в некоторой конечной алгебре
из этого многообразия, число элементов которой не превосходит экспоненты от
суммы длин этих слов.

Работа устроена следующим образом. В разделе 1 приводятся основные поня-
тия, связанные с модальными алгебрами, в разделе 2 описываются реляционные
представления модальных алгебр, известные как шкалы Крипке, в разделе 3 опи-
саны основные понятия, связанные с классами сложности и степенями неразреши-
мости. Раздел 4 содержит техническую конструкцию, которая является ключевой
для получения результатов, представленных в работе. В разделе 5 приводится до-
казательство PSPACE-полноты проблемы равенства константных термов в классе
всех модальных алгебр и проблемы равенства произвольных термов в классе нуль-
порождённых модальных алгебр. Раздел 6 содержит описание способа построения
многообразий модальных алгебр с проблемой равенства константных термов лю-
бой заранее заданной сложности. Заключение содержит некоторые комментарии
к представленным здесь результатам.

1. Модальные алгебры

Пусть 𝐵 = ⟨𝐵,∧,∨,¬,⊥,⊤⟩ — алгебра с бинарными операциями ∧ и ∨, унар-
ной операцией¬, выделенными элементами⊥ и⊤. Алгебра𝐵 называется булевой,

1Причём алгоритмы, сводящие эти проблемы друг к другу, линейны по затратам времени.
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если для всяких 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐵

𝑎∧ 𝑏 = 𝑏∧ 𝑎; 𝑎∨ 𝑏 = 𝑏∨ 𝑎;
𝑎∧ (𝑏∧ 𝑐) = (𝑎∧ 𝑏) ∧ 𝑐; 𝑎∨ (𝑏∨ 𝑐) = (𝑎∨ 𝑏) ∨ 𝑐;
(𝑎∧ 𝑏) ∨ 𝑏 = 𝑏; (𝑎∨ 𝑏) ∧ 𝑏 = 𝑏;
𝑎∧ (𝑏∨ 𝑐) = (𝑎∨ 𝑏) ∧ (𝑎∨ 𝑐); 𝑎∨ (𝑏∧ 𝑐) = (𝑎∧ 𝑏) ∨ (𝑎∧ 𝑐);

𝑎∧¬𝑎 = ⊥; 𝑎∨¬𝑎 = ⊤.

Алгебра 𝐴 = ⟨𝐴,∧,∨,¬,⊥,⊤,���⟩ называется модальной, если ⟨𝐴,∧,∨,¬,⊥,⊤⟩ —
булева алгебра, а ��� — унарная операция на 𝐴, причём для всяких 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴

���(𝑎∧ 𝑏) = ���𝑎∧���𝑎;
���⊤ = ⊤.

Пусть 𝑉 — счётное множество переменных; термом называем выражение, по-
строенное стандартным способом из переменных множества 𝑉 и констант ⊥ и ⊤
с помощью знаков ∧, ∨, ¬ и �.

Пусть 𝑣 — функция, которая каждой переменной 𝑥 ∈ 𝑉 сопоставляет элемент
𝑣(𝑥) ∈ 𝐴. Расширим 𝑣 на множество всех термов:

𝑣(𝑡 ∧ 𝑠) = 𝑣(𝑡) ∧ 𝑣(𝑠);
𝑣(𝑡 ∨ 𝑠) = 𝑣(𝑡) ∨ 𝑣(𝑠);
𝑣(¬𝑡) = ¬𝑣(𝑡);
𝑣(⊥) = ⊥;
𝑣(⊤) = ⊤;
𝑣(�𝑡) = ���𝑣(𝑡).

Функцию 𝑣 будем называть оценкой термов в алгебре 𝐴 = ⟨𝐴,∧,∨,¬,⊥,⊤,���⟩, а
элемент 𝑣(𝑡) — значением терма 𝑡 в 𝐴 при оценке 𝑣.

Говорим, что в𝐴 истинно равенство термов 𝑡 = 𝑠 при оценке 𝑣, если 𝑣(𝑡) = 𝑣(𝑠);
этот факт обозначаем как 𝐴 |=𝑣 𝑡 = 𝑠. Говорим, что в 𝐴 истинно равенство термов
𝑡 = 𝑠, если 𝐴 |=𝑣 𝑡 = 𝑠 для любой оценки 𝑣 в 𝐴; этот факт обозначаем как
𝐴 |= 𝑡 = 𝑠. Говорим, что равенство 𝑡 = 𝑠 истинно в классе классе C алгебр, если
оно истинно в каждой алгебре класса C ; в этом случае пишем C |= 𝑡 = 𝑠.

Введём сокращения для записи термов: если 𝑡, 𝑠 — термы, то 𝑡 → 𝑠 = ¬𝑡 ∨ 𝑠,
𝑡 ↔ 𝑠 = (𝑡 → 𝑠) ∧ (𝑠 → 𝑡); ♦𝑡 = ¬�¬𝑡. Эти сокращения естественным образом
определяют операции ¬, ↔ и ♦♦♦ на 𝐴.

2. Реляционные представления модальных алгебр

По техническим причинам нам понадобятся реляционные представления мо-
дальных алгебр. Приведём необходимые определения и факты.

Пара F = ⟨𝑊,𝑅⟩ называется шкалой Крипке, если 𝑊 ̸= ∅ и 𝑅 — бинарное
отношение на 𝑊 ; элементы множества 𝑊 называют мирами шкалы F, а отноше-
ние 𝑅 — отношением достижимости. Если миры 𝑤 и 𝑤′ находятся в отноше-
нии 𝑅, то пишут ⟨𝑤,𝑤′⟩ ∈ 𝑅 или 𝑤𝑅𝑤′ и говорят, что 𝑤′ достижим из 𝑤. Для
каждого 𝑤 ∈ 𝑊 определим множество 𝑅(𝑤) миров, достижимых из 𝑤, положив
𝑅(𝑤) = {𝑤′ ∈𝑊 : 𝑤𝑅𝑤′}.
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На шкалу Крипке F = ⟨𝑊,𝑅⟩ можно смотреть как на ориентированный граф
с множеством вершин 𝑊 и множеством дуг 𝑅.

Пусть F = ⟨𝑊,𝑅⟩ — шкала Крипке; сопоставим шкале F модальную алгебру
F+ = ⟨P(𝑊 ),∩,∪, · ,∅,𝑊,���⟩, где

P(𝑊 ) = {𝑋 : 𝑋 ⊆𝑊};
���𝑋 = {𝑤 ∈𝑊 : 𝑅(𝑤) ⊆ 𝑋},

а ∩, ∪, · — обычные теоретико-множественные операции пересечения, объедине-
ния и дополнения на P(𝑊 ).

Оценкой в шкале Крипке F называется оценка в модальной алгебре F+.
Равенство термов 𝑡 = 𝑠 считаем истинным в шкале Крипке F, если F+ |= 𝑡 = 𝑠;

равенство 𝑡 = 𝑠 считаем истинным в классе C шкал Крипке, если 𝑡 = 𝑠 истинно в
каждой шкале Крипке из класса C .

Если 𝑣 — оценка в шкале Крипке F = ⟨𝑊,𝑅⟩, то нетрудно проверить, что для
неё справедливы следующие свойства:

𝑤 ∈ 𝑣(�𝑠) ⇐⇒ ∀𝑤′ (𝑤′ ∈ 𝑅(𝑤) ⇒ 𝑤′ ∈ 𝑣(𝑠));
𝑤 ∈ 𝑣(♦𝑠) ⇐⇒ ∃𝑤′ (𝑤′ ∈ 𝑅(𝑤) & 𝑤′ ∈ 𝑣(𝑠)).

(*)

Отметим, что для каждой конечной модальной алгебры 𝐴 существует пред-
ставляющая её шкала Крипке F, т.е. такая, что F+ = 𝐴, см. [7, раздел 7.5], откуда,
в частности, следует, что равенство термов истинно в классе всех модальных ал-
гебр тогда и только тогда, когда оно истинно в классе всех шкал Крипке.

3. Классы сложности и степени неразрешимости

Нам понадобятся понятия, связанные со сложностью задач и двумя видами
сводимости одних задач к другим.

Под задачей понимаем множество слов в некотором конечном алфавите. Пусть
𝑋 и 𝑌 — задачи в алфавитах 𝒜 и ℬ соответственно. Говорим, что функ-
ция 𝑓 : 𝒜* → ℬ* сводит задачу 𝑋 к задаче 𝑌 , если для каждого слова 𝑥 ∈ 𝒜*

𝑥 ∈ 𝑋 ⇐⇒ 𝑓(𝑥) ∈ 𝑌 ;

функцию 𝑓 : 𝒜* → ℬ* в этом случае называем сводящей. Задача 𝑋 называется
полиномиально сводимой к задаче 𝑌 , если существует полиномиально вычисли-
мая (по затратам времени) функция, сводящая 𝑋 к 𝑌 , и задача 𝑋 называется
m-сводимой2 к задаче 𝑌 , если существует вычислимая функция, сводящая 𝑋 к 𝑌 ;
пишем 𝑋 6p 𝑌 и 𝑋 6m 𝑌 , соответственно.

Под классом сложности понимаем любой класс 𝑆 разрешимых задач, замкну-
тый относительно полиномиальной сводимости3 (т.е. если 𝑋 ∈ 𝑆 и 𝑌 6p 𝑋, то
𝑌 ∈ 𝑆), а под степенью неразрешимости понимаем любой класс 𝑆 неразреши-
мых задач, замкнутый относительно m-сводимости (т.е. если 𝑋 ∈ 𝑆 и 𝑌 6m 𝑋,
то 𝑌 ∈ 𝑆). Для класса сложности 𝑆 задачу 𝑋 называем 𝑆-полной, если 𝑋 ∈ 𝑆 и

2Буква «m» — от английского «many-one reducible».
3Вообще говоря, это довольно грубое условие, но для целей работы такое допущение прием-

лемо.
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𝑤0 𝑤1 𝑤2
· · ·

𝑤⋆

𝑤𝑛+1 𝑤𝑛+2

Рис. 1: Шкала Крипке F𝑛

любая задача 𝑌 из 𝑆 полиномиально сводима к 𝑋; для степени неразрешимости 𝑆
задачу 𝑋 называем 𝑆-полной, если 𝑋 ∈ 𝑆 и любая задача 𝑌 из 𝑆 m-сводима к 𝑋.

В контексте задач и классов задач натуральные числа отождествляем с их дво-
ичными записями. Отметим, что символы любого конечно алфавита можно поли-
номиально закодировать двоичными записями натуральных чисел, поэтому мож-
но, не теряя общности, ограничиться рассмотрением задач, определяемых множе-
ствами натуральных чисел.

Более детальную информацию о классах сложности читатель может найти
в [10], а по степеням неразрешимости — в [16].

4. Основная техническая конструкция

Введём следующие сокращения: ♦0𝑡 = 𝑡, ♦𝑛+1𝑡 = ♦♦𝑛𝑡, где 𝑛 ∈ N. Пусть для
каждого 𝑛 ∈ N+

𝑎𝑛 = ♦�⊥ ∧ ♦𝑛+2�⊥, 𝑏𝑛 = ♦𝑎𝑛. (**)

Заметим, что термы 𝑎𝑛 и 𝑏𝑛 являются константными, и их значения в модальной
алгебре никак не зависят от оценки.

Нам будут важны некоторые свойства этих термов, и чтобы их показать, опре-
делим специальные шкалы Крипке. Пусть для каждого 𝑛 ∈ N+

𝑊𝑛 = {𝑤⋆, 𝑤0, 𝑤1, . . . , 𝑤𝑛+2};
𝑅𝑛 = {⟨𝑤𝑖, 𝑤𝑖+1⟩ : 𝑖 ∈ {0, 1, . . . , 𝑛+ 1}} ∪ {⟨𝑤0, 𝑤

⋆⟩};
F𝑛 = ⟨𝑊𝑛, 𝑅𝑛⟩.

Шкала F𝑛 представлена в виде графа на рис. 1: миры изображены в виде за-
крашенных кружков, а отношению достижимости соответствуют стрелки между
ними.

Следующее утверждение носит технический характер, но оно будет ключевым
для всех дальнейших построений.

Лемма 1. Пусть 𝑘,𝑚 ∈ N+ и 𝑣 — произвольная оценка в F𝑚. Тогда для всякого
мира 𝑤 шкалы F𝑚 справедлива следующая эквивалентность:

𝑤 ∈ 𝑣(𝑎𝑘) ⇐⇒ 𝑤 = 𝑤0 и 𝑘 = 𝑚.

Доказательство. Воспользуемся эквивалентностями (*). Согласно определению
оценки в шкалах Крипке, 𝑣(⊥) = ∅, поэтому, по (*), 𝑣(�⊥) = {𝑤⋆, 𝑤𝑚+2}, откуда,
снова по (*), получаем, что 𝑣(♦�⊥) = {𝑤0, 𝑤𝑚+1} и

𝑣(♦𝑘+2�⊥) =

{︂
{𝑤𝑚−𝑘}, если 𝑚 > 𝑘;

∅, если 𝑚 < 𝑘.
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Но тогда

𝑣(𝑎𝑛) = 𝑣(♦�⊥) ∩ 𝑣(♦𝑘+2�⊥) =

{︂
{𝑤0}, если 𝑚 = 𝑘;

∅, если 𝑚 ̸= 𝑘,

что и даёт справедливость доказываемого утверждения.

5. Равенство константных слов в классе всех алгебр

Пусть 𝐴 = ⟨𝐴,∧,∨,¬,⊥,⊤,���⟩ — модальная алгебра и 𝑋 ⊆ 𝐴. Наимень-
шая подалгебра алгебры 𝐴, содержащая все элементы множества 𝑋, называ-
ется подалгеброй алгебры 𝐴, порождённой множеством 𝑋; в этом случае 𝑋
называется множеством, порождающим эту подалгебру. Алгебра 𝐴 называется
𝑛-порождённой, где 𝑛 ∈ N, если существует 𝑛-элементное множество 𝑋, порож-
дающее алгебру 𝐴; в частности, если 𝑋 = ∅, то 𝐴 называется 0-порождённой
алгеброй.

Пусть 𝑡 — некоторый терм, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 — список всех переменных, входящих
в 𝑡, и 𝑥 — некоторая переменная. Определим рекурсивно 𝑥-релятивизацию 𝜌𝑥𝑡
терма 𝑡:

𝜌𝑥𝑠 = 𝑠, если 𝑠 ∈ {⊥,⊤, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛};
𝜌𝑥(𝑠 ∧ 𝑠′) = 𝜌𝑥𝑠 ∧ 𝜌𝑥𝑠′;
𝜌𝑥(𝑠 ∨ 𝑠′) = 𝜌𝑥𝑠 ∨ 𝜌𝑥𝑠′;
𝜌𝑥¬𝑠 = ¬𝜌𝑥𝑠;
𝜌𝑥�𝑠 = �(𝑥→ 𝜌𝑥𝑠).

Пусть Call — класс всех модальных алгебр.

Лемма 2. Пусть 𝑥 — переменная, не входящая ни в терм 𝑡, ни в терм 𝑠. Тогда

Call |= 𝑡 = 𝑠 ⇐⇒ Call |= 𝜌𝑥𝑡 = 𝜌𝑥𝑠.

Доказательство. Пусть 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 — список всех переменных, каждая из которых
входит в 𝑡 или в 𝑠.

(⇒) Пусть Call ̸|= 𝜌𝑥𝑡 = 𝜌𝑥𝑠. Тогда существует шкала Крипке F = ⟨𝑊,𝑅⟩ и
оценка 𝑣 в этой шкале, для которых F+ ̸|=𝑣 𝜌𝑥𝑡 = 𝜌𝑥𝑠. В этом случае существует
𝑢 ∈ (𝑣(𝜌𝑥𝑡) ∖ 𝑣(𝜌𝑥𝑠)) ∪ (𝑣(𝜌𝑥𝑠) ∖ 𝑣(𝜌𝑥𝑡)).

Пусть 𝑊 ′ = 𝑣(𝑥) ∪ {𝑢} и 𝐴 = ⟨P(𝑊 ′),∩,∪, · ,∅,𝑊 ′,���⟩ — подалгебра ал-
гебры F+. Пусть 𝑣′ — оценка в алгебре 𝐴, определяемая следующим условием:
𝑣′(𝑥𝑖) = 𝑣(𝑥𝑖) ∩𝑊 ′ для каждого 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛}. Индукцией по сложности терма 𝑟,
не содержащего переменных, отличных от 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, несложно показать, что для
всякого 𝑤 ∈𝑊 ′

𝑤 ∈ 𝑣′(𝑟) ⇐⇒ 𝑤 ∈ 𝑣(𝜌𝑥𝑟).

Но тогда 𝑢 ∈ (𝑣′(𝑡) ∖ 𝑣′(𝑠)) ∪ (𝑣′(𝑠) ∖ 𝑣′(𝑡)), а значит, Call ̸|= 𝑡 = 𝑠.
(⇐) Пусть Call ̸|= 𝑡 = 𝑠. Тогда существует шкала Крипке F = ⟨𝑊,𝑅⟩ и оценка

𝑣 в этой шкале, для которых F+ ̸|=𝑣 𝑡 = 𝑠. Рассмотрим оценку 𝑣′, при которой
𝑣′(𝑥𝑖) = 𝑣(𝑥𝑖) для каждого 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛} и 𝑣′(𝑥) = 𝑊 ; такая оценка существует,
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поскольку 𝑥 ̸∈ {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛}. Тогда F+ |=𝑣′
𝑥 = ⊤. Осталось заметить, что равен-

ство ⊤ → 𝑟 = 𝑟 справедливо в любой модальной алгебре для любого терма 𝑟,
откуда получаем, что F+ |=𝑣′

𝑟 = 𝜌𝑥𝑟, а значит, F+ ̸|=𝑣′
𝜌𝑥𝑡 = 𝜌𝑥𝑠, и поэтому

Call ̸|= 𝜌𝑥𝑡 = 𝜌𝑥𝑠.

Замечание 1. Из приведённого доказательства следует, что если Call ̸|= 𝑡 = 𝑠,
то существуют такие шкала Крипке F = ⟨𝑊,𝑅⟩ и оценка 𝑣 в F, что 𝑣(𝑥) = 𝑊
и 𝑣(𝜌𝑥𝑡) ̸= 𝑣(𝜌𝑥𝑠).

Для дальнейших построений зафиксируем термы 𝑡 и 𝑠. Пусть 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 — спи-
сок всех переменных, каждая из которых входит в 𝑡 или 𝑠. Для каждого терма
𝑟, не содержащего переменных, отличных от 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, через 𝑟

* обозначим терм,
получающийся из 𝜌𝑥𝑛+1𝑟 подстановкой термов 𝑏1, . . . , 𝑏𝑛+1 (см. (**)) вместо пере-
менных 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛+1 соответственно.

Лемма 3. Call |= 𝜌𝑥𝑛+1
𝑡 = 𝜌𝑥𝑛+1

𝑠 ⇐⇒ Call |= 𝑡* = 𝑠*.

Доказательство. (⇒) Пусть Call ̸|= 𝑡* = 𝑠*. Тогда равенство 𝑡* = 𝑠* опровергается
в некоторой модальной алгебре𝐴 при некоторой оценке 𝑣. Достаточно взять такую
оценку 𝑣′, что 𝑣′(𝑥𝑖) = 𝑣(𝑏𝑖) для каждого 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛 + 1}, и тогда должно быть
ясно, что 𝐴 ̸|=𝑣′

𝜌𝑥𝑛+1𝑡 = 𝜌𝑥𝑛+1𝑠.
(⇐) Пусть Call ̸|= 𝜌𝑥𝑛+1𝑡 = 𝜌𝑥𝑛+1𝑠. Тогда, согласно замечанию 1, су-

ществуют такие шкала Крипке F = ⟨𝑊,𝑅⟩ и оценка 𝑣 в шкале F, что
𝑣(𝑥𝑛+1) = 𝑊 и 𝑣(𝜌𝑥𝑛+1

𝑡) ̸= 𝑣(𝜌𝑥𝑛+1
𝑠). Последнее условие означает, что существует

𝑢 ∈ (𝑣(𝜌𝑥𝑛+1
𝑡) ∖ 𝑣(𝜌𝑥𝑛+1

𝑠)) ∪ (𝑣(𝜌𝑥𝑛+1
𝑠) ∖ 𝑣(𝜌𝑥𝑛+1

𝑡)).
Переобозначим элементы шкал Крипке F1, . . . ,F𝑛+1 так, чтобы никакой из них

не был сразу в двух шкалах из этого списка: вместо элементов 𝑤⋆, 𝑤0, . . . , 𝑤𝑘+2

множества 𝑊𝑘 возьмём элементы 𝑤⋆
𝑘, 𝑤

𝑘
0 , . . . , 𝑤

𝑘
𝑘+2, соответственно, и вместо

шкалы F𝑘 будем рассматривать изоморфную ей шкалу F′ = ⟨𝑊 ′
𝑘, 𝑅

′
𝑘⟩, где

𝑊 ′
𝑘 = {𝑤⋆

𝑘, 𝑤
𝑘
0 , . . . , 𝑤

𝑘
𝑘+2}, а 𝑅′

𝑘 получается из 𝑅𝑘 с помощью того же переобо-
значения. Будем также считать, что 𝑊 ∩𝑊 ′

𝑘 = ∅ для каждого 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑛+ 1}.
Пусть теперь

𝑊 * = 𝑊 ∪𝑊 ′
1 ∪ . . . ∪𝑊 ′

𝑛+1;
𝑅* = 𝑅 ∪𝑅′

1 ∪ . . . ∪𝑅′
𝑛+1 ∪ {⟨𝑤,𝑤𝑘

0 , ⟩ : 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑛+ 1} & 𝑤 ∈ 𝑣(𝑥𝑘)};
F* = ⟨𝑊 *, 𝑅*⟩.

По построению шкалы Крипке F*, с учётом леммы 1, справедливо следующее:
для любого 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑛 + 1} и любой оценки 𝑣′ в F* выполняется равенство
𝑣′(𝑏𝑘) = 𝑣(𝑥𝑘), в частности, 𝑣′(𝑏𝑛+1) = 𝑊 . Используя это наблюдение, индукци-
ей по построению терма 𝑟, не содержащего переменных, отличных от 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛,
нетрудно доказать, что для всякого 𝑤 ∈𝑊 и любой оценки 𝑣′ в F*

𝑤 ∈ 𝑣′(𝑟*) ⇐⇒ 𝑤 ∈ 𝑣(𝜌𝑥𝑛+1
𝑟),

откуда сразу же получаем, что 𝑢 ̸∈ (𝑣′(𝑡*) ∖ 𝑣′(𝑠*)) ∪ (𝑣′(𝑠*) ∖ 𝑣′(𝑡*)), а значит,
F*+ ̸|=𝑣′

𝑡* = 𝑠*.

В качестве следствия доказанных лемм получаем две теоремы.

Теорема 1. Проблема равенства константных термов в классе всех модальных
алгебр является PSPACE-полной.
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Доказательство. Проблема равенства термов в классе модальных алгебр поли-
номиально (линейно) эквивалентна проблеме выводимости формул в модальной
логике K, которая PSPACE-полна [9], поэтому проблема равенства константных
термов находится в PSPACE. Как мы показали, проблема равенства произволь-
ных термов полиномиально сводится к проблеме равенства константных термов,
поэтому проблема равенства константных термов PSPACE-трудна.

Теорема 2. Проблема равенства термов в классе всех нуль-порождённых мо-
дальных алгебр является PSPACE-полной.

Доказательство. Следует из теоремы 1.

6. Равенство константных слов в произвольном классе алгебр

Для произвольного непустого подмножества 𝐼 множества N определим класс
шкал

𝒞(𝐼) = {F𝑘 : 𝑘 ∈ N ∖ 2 · 𝐼}.

Пусть C𝐼 — многообразие алгебр, в которых истинны все равенства термов, кото-
рые истинны в классе 𝒞(𝐼). Нетрудно видеть, что 𝒞(𝐼) ⊂ C𝐼 , и поэтому в классах
𝒞(𝐼) и C𝐼 истинны одни и те же равенства термов.

Следующая лемма устанавливает связь между термами 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, . . . (см. (**)),
многообразием C𝐼 и множеством 𝐼.

Лемма 4. Для любого 𝑛 ∈ N справедлива следующая эквивалентность:

C𝐼 |= ¬𝑎2𝑛 = ⊤ ⇐⇒ 𝑛 ∈ 𝐼.

Доказательство. Следует из леммы 1.

Под длиной терма 𝑟 понимаем суммарное число вхождений символов в терм 𝑟
как в слово в конечном алфавите, при этом длину переменной считаем равной
единице4; длину терма 𝑟 будем обозначать |𝑟|.

Лемма 5. Для любых термов 𝑡 и 𝑠 справедливо следующее: C𝐼 ̸|= 𝑡 = 𝑠 тогда и
только тогда, когда существует такое 𝑛 ∈ N, что

∙ 𝑛 не превосходит удвоенной суммарной длины термов 𝑡 и 𝑠;

∙ F𝑛 ∈ 𝒞(𝐼);

∙ F+
𝑛 ̸|= 𝑡 = 𝑠.

Доказательство. (⇒) Пусть C𝐼 ̸|= 𝑡 = 𝑠. Тогда F+
𝑘 ̸|=𝑣 𝑡 = 𝑠 для некоторого

𝑘 ∈ N∖2 ·𝐼 и некоторой оценки 𝑣 в F𝑘. Тогда существует 𝑢 ∈ (𝑣(𝑡)∖(𝑠))∪(𝑣(𝑠)∖(𝑡)).
Пусть 𝑚 — наибольшее число вложенных модальностей в термах 𝑡 и 𝑠. Соглас-
но (*), на принадлежность мира 𝑢 множеству (𝑣(𝑡)∖(𝑠))∪(𝑣(𝑠)∖(𝑡)) влияют только

4Возможно и другое определение, когда длина переменной считается равной количеству сим-
волов в записи этой переменной с учётом числа символов в индексе. Для наших целей такое
определение длины тоже подходит.
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те миры из 𝑊𝑘, которые достижимы из 𝑢 по отношению 𝑅𝑘 не более чем за 𝑚 ша-
гов. И если 𝑘 > 𝑚, то вместо F𝑘 можно взять шкалу F2𝑚+1: в этом случае несложно
убедиться, что F2𝑚+1 ̸|= 𝑡 = 𝑠, причём F2𝑚+1 ∈ 𝒞(𝐼). Осталось заметить, что число
2𝑚+ 1 не превосходит удвоенной суммарной длины термов 𝑡 и 𝑠.

(⇐) Если C𝐼 |= 𝑡 = 𝑠, то равенство 𝑡 = 𝑠 истинно, в частности, в любой шкале
из 𝒞(𝐼), а значит, указанного в условии 𝑛 не существует.

Замечание 2. Таким образом, если некоторое равенство термов опровергается
в C𝐼 , то оно опровергается в некоторой нуль-порождённой алгебре из C𝐼 , число эле-
ментов которой не превосходит числа подмножеств множества миров шкалы F𝑛,
т.е. 22(|𝑡|+|𝑠|).

Из этих двух лемм получаем следующую теорему.

Теорема 3. Пусть 𝑆 — класс сложности или степень неразрешимости, при-
чём coNP ⊆ 𝑆 и для 𝑆 существует 𝑆-полная задача. Тогда существует много-
образие алгебр, для которого проблема равенства термов и проблема равенства
константных термов в нём являются 𝑆-полными.

Доказательство. Пусть множество 𝐼 натуральных чисел — 𝑆-полная задача. Из
леммы 4 следует 𝑆-трудность проблемы равенства константных термов в много-
образии C𝐼 . Покажем, что из леммы 5 следует принадлежность этой проблемы
классу 𝑆.

Нетрудно понять, что существует полиномиальный недетерминированный ал-
горитм, который по числу 𝑛 и термам 𝑡 и 𝑠 выясняет, опровергается ли равенство
𝑡 = 𝑠 в шкале F𝑛: соответствующий алгоритм сначала «угадывает» оценку 𝑣 пере-
менных, входящих в 𝑡 или 𝑠, и мир 𝑤 в F𝑛, а затем, используя (*), выясняет, верно
ли, что 𝑤 ∈ (𝑣(𝑡) ∖ 𝑣(𝑠)) ∪ (𝑣(𝑠) ∖ 𝑣(𝑡)). Запустив этот алгоритм последовательно
на числах от 0 до 2(|𝑡| + |𝑠|), мы получим конечное множество 𝐽 номеров шкал,
не превосходящих числа 2(|𝑡| + |𝑠|), в которых опровергается равенство 𝑡 = 𝑠. Но
тогда, с учётом леммы 5,

C𝐼 ̸|= 𝑡 = 𝑠 ⇐⇒ 𝐽 ∩ (N ∖ 2 · 𝐼) ̸= ∅,

откуда следует, что проблема опровержимости термов в многообразии C𝐼 при-
надлежит классу co𝑆, а значит, проблема равенства термов в многообразии C𝐼

принадлежит классу 𝑆.

Заключение

Результаты, касающиеся PSPACE-полноты проблемы равенства константных
термов в классе всех модальных алгебр, следуют из [6], но здесь представлено
более компактное и менее зависимое5 доказательство. Кроме того, в [6] строится
погружение лишь специального PSPACE-полного фрагмента модальной логики K
в её константный фрагмент, а здесь мы предлагаем полиномиальный алгоритм,
сводящий равенство любых двух термов к равенству константных термов; такой

5В [6] существенно использовалось построение, возникающее в доказательстве PSPACE-
трудности логики K, здесь же мы этого избежали.
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подход был использован в [4,12–14] для доказательства EXPTIME- и 2EXPTIME-
полноты константных фрагментов некоторых логик, а в [14] ещё и для доказа-
тельства неразрешимости константного фрагмента некоторой логики. Результаты,
касающиеся вопроса существования многообразий модальных алгебр с проблема-
ми равенства термов и константных термов, имеющими любую заранее заданную
алгоритмическую сложность, имеют взаимосвязь с работой [5] и представленными
недавно результатами [15].

Из кажущихся автору интересных вопросов стоит отметить следующий: верно
ли, что любое равенство модальных термов, опровергающееся в некоторой алгебре,
опровергается и в некоторой нуль-порождённой алгебре? Если ответ на этот во-
прос положителен, то, скорее всего, в приведённых выше доказательствах можно
было бы обойтись без построений типа 𝑥-релятивизации термов. Кроме того, это
означало бы, что класс всех модальных алгебр порождается нуль-порождёнными
модальными алгебрами.
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The paper deals with the word problem for modal algebras. It is proved
that, for the variety of all modal algebras, the word problem is PSPACE-
complete if only constant modal terms or only 0-generated modal algebras
are considered. We also consider the word problem for different varieties
of modal algebras. It is proved that the word problem for a variety of
modal algebras can be 𝐶-hard, for any complexity class or unsolvability
degree 𝐶 containing a 𝐶-complete problem. It is shown how to construct
such varieties.
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