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Введение

В математической литературе уравнения вида

𝑢𝑡 −𝐴𝑢𝑡 −𝐵𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑡)

принято называть псевдопараболическими уравнениями, где А и В − операторы
второго или более высокого порядка по пространственным переменным.

Краевые задачи для псевдопараболического уравнения третьего порядка воз-
никают при изучении движения почвенной влаги [1]-[2], фильтрации жидкости в
пористых телах [3]-[4].

Краевые задачи для различных классов уравнений третьего порядка изучались
в работах [5]-[8]. Краевые задачи с общим нелокальным условием Самарского А.А.
для псевдопароболических уравнений высокого порядка изучена в работе [9]. Чис-
ленным методам решения краевых задач для псевдопараболических уравнений
посвящены работы [10], [11]. Данная работа посвящена построению экономичных
факторизованных схем для псевдопараболических уравнений третьего порядка.

1Исследование выполнено при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных
исследований и ГФЕН Китая в рамках научного проекта №20-51-53007.
© Бештоков М.Х., 2021
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При построении разностных схем воспользовались уравнением с искусственной
вязкостью [12], [13]. Заметим, что подобные уравнения можно использовать для
реализации некорректно поставленных для параболических уравнений краевых
задач [14].

1. Постановка задачи А

В цилиндре 𝑄𝑇 = 𝐺 × [0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 ], ос-
нованием которого служит 𝑝−мерный параллелепипед
𝐺 = {𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝛼−1, 𝑥𝛼, 𝑥𝛼+1, ..., 𝑥𝑝) : 0 < 𝑥𝛼 < 𝑙𝛼, 𝛼 = 1, 2, ..., 𝑝} с гра-
ницей Γ, рассматривается первая краевая задача для псевдопараболического
уравнения

𝑢𝑡 = 𝐿𝑢+ 𝜇𝐿𝑢𝑡 + 𝑓(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄𝑇 , (1)

𝑢
⃒⃒⃒
Γ

= 0, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇, (2)

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), �̄� = 𝐺+ Γ, (3)

где 𝐿𝑢 =
𝑝∑︀

𝛼=1
𝐿𝛼𝑢, 𝐿𝛼𝑢 =

𝜕

𝜕𝑥𝛼

(︂
𝑘𝛼(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝛼

)︂
, 0 < 𝑐0 ≤ 𝑘𝛼(𝑥, 𝑡) ≤ 𝑐1, 𝜇 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0.

Как отмечено в работе [2] второе слагаемое в правой части уравнения (1) мало
при впитывании и велико при испарении.

Пространственную сетку выберем равномерной по каждому направлению
𝑂𝑥𝛼 с шагом ℎ𝛼, ℎ𝛼 = 𝑙𝛼/𝑁𝛼, 𝛼 = 1, 2, ..., 𝑝. Совокупность 𝜔ℎ точек(︀
𝑥
(𝑖1)
1 , 𝑥

(𝑖2)
2 , ..., 𝑥

(𝑖𝛼)
𝛼 , ..., 𝑥

(𝑖𝑝)
𝑝

)︀
пересечения этих плоскостей назовем узлами разност-

ной сетки.

𝜔ℎ =

𝑝∏︁
𝛼=1

𝜔ℎ𝛼
, 𝜔ℎ𝛼

= {𝑥(𝑖𝛼)
𝛼 = 𝑖𝛼ℎ𝛼, 𝑖𝛼 = 0, 1, ..., 𝑁𝛼, 𝑁𝛼ℎ𝛼 = 𝑙𝛼, 𝛼 = 1, 2, ..., 𝑝},

Множество узлов, принадлежащих границе Г, назовем граничными узлами,
𝛾ℎ =

(︀
𝑥𝑖 ∈ Г

)︀
, где 𝛾−𝛼 − левый граничный узел 𝑥𝛼 = 0, 𝛾+𝛼 − правый граничный

узел 𝑥𝛼 = 𝑙𝛼.
На отрезке [0, 𝑇 ] введём равномерную сетку 𝜔𝜏 = {𝑡𝑗 = 𝑗𝜏, 𝑗 = 0, 1, ..., 𝑗0} с

шагом 𝜏 = 𝑇/𝑗0.
Пусть 𝐻ℎ− пространство сеточных функций, определенных на 𝜔ℎ и равных

нулю на границе (при 𝑥𝛼 = 0, 𝑥𝛼 = 𝑙𝛼).
Задаче (1) поставим в соответствие двухслойную разностную схему:

𝑦𝑗+1 − 𝑦𝑗

𝜏
= Λ

(︁
𝜎𝑦𝑗+1 + (1 − 𝜎)𝑦𝑗

)︁
+ 𝜇Λ𝑦𝑡 + 𝜙𝑗 , (4)

𝑦
⃒⃒⃒
𝛾,ℎ

= 0, 𝑦(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), (5)

где

Λ𝑦 =

𝑝∑︁
𝛼=1

Λ𝛼𝑦, Λ𝛼𝑦 = (𝑎𝛼𝑦�̄�𝛼)𝑥𝛼 =
1

ℎ𝛼

[︁
𝑎𝛼,𝑖𝛼+1

𝑦𝑖𝛼+1 − 𝑦𝑖𝛼
ℎ𝛼

− 𝑎𝛼,𝑖𝛼
𝑦𝑖𝛼 − 𝑦𝑖𝛼−1

ℎ𝛼

]︁
,
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𝑦 = 𝑦𝑗 , 𝑎𝛼,𝑖𝛼 = 𝑘𝛼(𝑥𝑖𝛼− 1
2
, 𝑡), 𝜙𝑗

𝑖 = 𝑓(𝑥𝑖, 𝑡), 𝑡 = 𝑡𝑗+ 1
2
, 𝑦𝑡 =

𝑦𝑗+1 − 𝑦𝑗

𝜏
, 𝛼 = 1, 2, ..., 𝑝.

Приведем разностную схему (4) к каноническому виду, тогда с учетом
𝑦𝑗+1 = 𝑦𝑗 + 𝜏𝑦𝑗𝑡 получим

𝐵
𝑦𝑗+1 − 𝑦𝑗

𝜏
+𝐴𝑦𝑗 = 𝜙𝑗 , 0 ≤ 𝑡 = 𝑗𝜏 < 𝑡0, 𝑗 = 0, 1, 2, ..., 𝑗0,

где 𝐵 = 𝐸 + �̄�𝜏𝐴 ≥ 0.5𝜏𝐴 при �̄� = 𝜎 +
𝜇

𝜏
≥ 0.5, если 𝜎 ≥ 0, 𝜇 = 𝜇(𝜏) стремится к

нулю как и 𝜏 (т.е. 𝜇 = 𝑂(𝜏), 𝜇 ∈ (0, 𝜏 ]), Λ = −𝐴, 𝐴 =
𝑝∑︀

𝛼=1
𝐴𝛼, −𝐴𝛼𝑦 = (𝑎𝛼𝑦�̄�𝛼)𝑥𝛼 ,

𝐸− единичный оператор.
Отметим, что для двухслойных схем в канонической форме 𝐵𝑦𝑡 + 𝐴𝑦𝑗 = 𝜙𝑗

условия устойчивости следующие [см. 15, стр. 602]:

𝐵 > 0, 𝐴 = 𝐴* > 0, 𝐵 ≥ 0.5𝜏𝐴.

Пусть известно значение 𝑦 = 𝑦𝑗 на 𝑗−м слое, требуется найти 𝑦𝑗+1. Для этого
получаем уравнение

𝐵𝑦𝑗+1 = 𝐹 𝑗 , 𝐹 𝑗 = (𝐵 − 𝜏𝐴) 𝑦𝑗 + 𝜏𝜙𝑗 , 𝑗 = 0, 1, ... (6)

𝑦𝑗
⃒⃒
𝛾ℎ

= 0, 𝑦0 = 𝑢0(𝑥),

где 𝐹 𝑗− известная правая часть, 𝛾ℎ− граница сетки �̄�ℎ.
Факторизуем оператор 𝐵 = 𝐸 + 𝜏 �̄� (𝐴1 +𝐴2 + ...+𝐴𝑝), т.е. запишем его фак-

торизованным оператором̃︀𝐵 = 𝐵1 ·𝐵2 · · ·𝐵𝑝, 𝐵𝛼 = 𝐸 + �̄�𝜏𝐴𝛼.

и перейдем от исходной схемы (6) к факторизованной схеме

𝐵1 ·𝐵2 · · ·𝐵𝑝𝑦𝑡 +𝐴𝑦 = 𝜙𝑗 , (7)

где ̃︀𝐵 = 𝐵1 ·𝐵2 · · ·𝐵𝑝 =
(︀
𝐸 + �̄�𝜏 (𝐴1 +𝐴2 + ...+𝐴𝑝) + 𝜏2𝑄𝑝

)︀
= 𝐵 + 𝜏2𝑄𝑝 ≥ 𝐵,

𝑄*
𝑝 = 𝑄𝑝 ≥ 0.

Таким образом, ̃︀𝐵 ≥ 𝐵 ≥ 𝐸+ 0.5𝜏𝐴, т.е. факторизованная схема (7) устойчива,

если �̄� = 𝜎 +
𝜇

𝜏
≥ 0.5, 𝜎 ≥ 0, 𝜇 = 𝑂(𝜏), 𝐴(𝑡) = 𝐴*(𝑡) > 0 для всех 𝑡 ∈ �̄�𝜏 , 𝐴(𝑡) –

непрерывен по Липшицу по 𝑡, 𝐵(𝑡) > 0 для всех 𝑡 ∈ �̄�𝜏 , 𝐵(𝑡) ≥ 0.5𝜏𝐴(𝑡) для всех
𝑡 ∈ 𝜔𝜏 и существует оператор 𝐵

−1(𝑡).
Справедлива следующая [15, стр. 349].

Теорема 1. Если выполнены условия 0 < 𝑐0 ≤ 𝑘𝛼(𝑥, 𝑡) ≤ 𝑐1, 𝜇 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0,

𝜇 = 𝑂(𝜏), �̄� = 𝜎 +
𝜇

𝜏
≥ 0.5, 𝜎 ≥ 0, существует оператор 𝐴−1(𝑡), то для схемы

(4)-(5) верна оценка

‖𝑦(𝑡+𝜏)‖𝐴(𝑡𝑗) ≤𝑀

⎛⎝‖𝑦0‖𝐴(0) + ‖𝜙0‖𝐴−1(0) + ‖𝜙𝑗‖𝐴−1(𝑡𝑗) +

𝑗∑︁
𝑗 ′=0

‖
(︀
𝐴−1𝜙

)︀
𝑡𝑗 ′

‖𝐴(𝑡𝑗 ′ )𝜏

⎞⎠ ,

где ‖𝑦‖𝐴 = ‖𝑦‖𝐴(𝑡) =
√︀

(𝐴(𝑡)𝑦, 𝑦), 𝑀, 𝑐0, 𝑐1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0.
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Очевидно, что 𝐵𝛼𝑦
𝑗+1 = 𝐸 + �̄�𝜏𝐴𝛼− трехточечные разностные операторы с

переменными коэффициентами. Они являются экономичными так как уравнения

𝐵𝛼𝑦
𝑗+1 = (𝐸 + �̄�𝜏𝐴𝛼) 𝑦𝑗+1 = 𝐹 𝑗 , 𝛼 = 1, 2, ..., 𝑝.

могут быть решены методом прогонки.
Факторизованная схема (7) сходится с первым порядком точности по 𝜏 , т.е. со

скоростью 𝑂 (𝜏).

2. Постановка задачи Б

Вместо уравнения (1) рассмотрим следующее псевдопараболическое уравнение

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝐿𝑢+

𝜕

𝜕𝑡
𝐿𝑢− 𝑢+ 𝑓(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄𝑇 , (8)

где 𝐿𝑢 =
𝑝∑︀

𝛼=1
𝐿𝛼𝑢, 𝐿𝛼𝑢 =

𝜕

𝜕𝑥𝛼

(︂
𝑘𝛼(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝛼

)︂
, 0 < 𝑐0 ≤ 𝑘𝛼(𝑥, 𝑡) ≤ 𝑐1, 𝛼 = 1, 2, ..., 𝑝.

Преобразуем уравнение (8), тогда умножая обе части уравнения (8) на 𝑒𝑡 и
интегрируя затем от 0 до 𝑡 по 𝜏 , получаем

𝐿𝑢− 𝑢 = −𝐹, (9)

где 𝐹 =
𝑡�
0

𝑒𝜏−𝑡𝑓(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏 − (𝐿𝑢0(𝑥) − 𝑢0(𝑥)) 𝑒−𝑡.

В той же области вместо уравнения (9) будем рассматривать следующее урав-
нение с малым параметром 𝜀

𝜀𝑢𝑡 = �̄�𝑢+ 𝐹, (10)

с краевыми и начальными условиями

𝑢
⃒⃒⃒
Γ

= 0, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇,

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), �̄� = 𝐺+ Γ,

где �̄�𝑢 = 𝐿𝑢− 𝑢.
В виду того, что при 𝑡 = 0 начальные условия для уравнения (8) и (10) сов-

падают, поэтому в окрестности 𝑡 = 0 у производной 𝑢𝜀𝑡 не возникает особенности
типа пограничного слоя [11], (см. [12], стр. 120).

Покажем теперь, что 𝑢𝜀 → 𝑢 в некоторой норме при 𝜀 → 0. Обозначим для
этого через 𝑧 = 𝑢𝜀 − 𝑢 и подставим 𝑢𝜀 = 𝑧 + 𝑢 в задачу (10):

𝜀𝑧𝑡 = �̄�𝑧 + 𝑓(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄𝑇 , (11)

𝑧
⃒⃒⃒
Γ

= 0, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇,

𝑧(𝑥, 0) = 0, 𝑥 ∈ 𝐺, 𝐺 = 𝐺+ Г,

где 𝑓(𝑥, 𝑡) = −𝜀𝜕𝑢
𝜕𝑡
.
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Для получения априорной оценки воспользуемся методом энергетических нера-
венств. Получим энергетическое тождество, для чего умножим уравнение (11) ска-
лярно на 𝑧: (︂

𝜀𝑧𝑡, 𝑧

)︂
=

(︂
�̄�𝑧, 𝑧

)︂
+

(︂
𝑓(𝑥, 𝑡), 𝑧

)︂
. (12)

Будем пользоваться скалярным произведением и нормой

(︀
𝑢, 𝑣
)︀

=

�
𝐺

𝑢𝑣𝑑𝑥, (𝑢, 𝑢) = ‖𝑢‖20, ‖𝑢‖2𝐿2(0,𝑙𝑘)
=

� 𝑙𝑘

0

𝑢2(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥𝑘.

Далее через 𝑀𝑖, 𝑖 = 1, 2, ... обозначаются положительные постоянные, завися-
щие только от входных данных рассматриваемой задачи.

Оценим слагаемые, входящие в (12):(︂
𝜀𝑧𝑡, 𝑧

)︂
=
𝜀

2

𝜕

𝜕𝑡
‖𝑧‖20, (13)

(︂
�̄�𝑧, 𝑧

)︂
=

𝑝∑︁
𝛼=1

(︂
�̄�𝛼𝑧, 𝑧

)︂
=

𝑝∑︁
𝛼=1

(︀
(𝑘𝛼(𝑥, 𝑡)𝑧𝑥𝛼

)𝑥𝛼
, 𝑧
)︀
−

𝑝∑︁
𝛼=1

(𝑧, 𝑧) =

= −
𝑝∑︁

𝛼=1

(𝑘𝛼(𝑥, 𝑡)𝑧𝑥𝛼
, 𝑧𝑥𝛼

) −
𝑝∑︁

𝛼=1

(︀
1, 𝑧2

)︀
≤ −𝑐0‖𝑧𝑥‖20 − ‖𝑧‖20, (14)

(︂
𝑓(𝑥, 𝑡), 𝑧

)︂
≤ 1

2
‖𝑧‖20 +

1

2
‖𝑓‖20. (15)

Учитывая преобразования (13)-(15), из ((12) получаем неравенство

𝜀
𝜕

𝜕𝑡
‖𝑧‖20 + ‖𝑧‖20 + 2𝑐0‖𝑧𝑥‖20 ≤ ‖𝑓‖20. (16)

Проинтегрируем (16) по 𝜏 от 0 до 𝑡, тогда получим

𝜀‖𝑧‖20 + ‖𝑧‖22,𝑄𝑡
+ ‖𝑧𝑥‖22,𝑄𝑡

≤𝑀

� 𝑡

0

‖𝑓‖20𝑑𝜏 = 𝜀2𝑀

� 𝑡

0

‖𝑢𝜏‖20𝑑𝜏, (17)

где 𝑀− зависит только от входных данных задач (11), ‖𝑧𝑥‖22,𝑄𝑡
=

𝑡�
0

‖𝑧𝑥‖20𝑑𝜏 .

Будем предполагать, что 𝑢𝑡 есть ограниченная функция при 𝑡→ 0, т.е. в классе

достаточно гладких функций 𝜀2
𝑡�
0

‖𝑢𝜏‖20𝑑𝜏 = 𝑂(𝜀2). Тогда из априорной оценки

(17) следует сходимость 𝑢𝜀 к 𝑢 при 𝜀→ 0 в норме ‖𝑧‖21 = 𝜀‖𝑧‖20 +‖𝑧‖22,𝑄𝑡
+‖𝑧𝑥‖22,𝑄𝑡

.
Поэтому при малом 𝜀 решение задачи (10) будем принимать за приближенное
решение первой краевой задачи для псеводопараболического уравнения (8).

Построим для задачи (10) двухслойную разностную схему:

𝜀
𝑦𝑗+1 − 𝑦𝑗

𝜏
+𝐴(𝜎𝑦𝑗+1 + (1 − 𝜎)𝑦𝑗) = 𝜙𝑗 , (18)

𝑦𝑗
⃒⃒
𝛾ℎ

= 0, 𝑦0 = 𝑢0(𝑥),
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где 𝐴 > 0− самосопряженный оператор.
Приведем разностную схему (18) к каноническому виду, тогда с учетом

𝑦𝑗+1 = 𝑦𝑗 + 𝜏𝑦𝑗𝑡 получим

𝐵𝑦𝑡 +𝐴𝑦𝑗 = 𝜙𝑗 ,

где 𝐵 = 𝜀𝐸 + 𝜎𝜏𝐴 ≥ 0.5𝜏𝐴 при 𝜎 ≥ 0.5, 𝜀 > 0, 𝐸− единичный оператор, Λ = −𝐴,
𝐴 =

𝑝∑︀
𝛼=1

𝐴𝛼, −𝐴𝛼𝑦 = (𝑎𝛼𝑦�̄�𝛼)𝑥𝛼 , 𝑎𝛼,𝑖𝛼 = 𝑘𝛼(𝑥𝑖𝛼− 1
2
, 𝑡), 𝜙𝑗

𝑖 = 𝑓(𝑥𝑖, 𝑡), 𝑡 = 𝑡𝑗+ 1
2
.

Пусть известно значение 𝑦 = 𝑦𝑗 на 𝑗−м слое, требуется найти 𝑦𝑗+1, тогда по-
лучаем уравнение

𝐵𝑦𝑗+1 = 𝐹 𝑗 , 𝐹 𝑗 = (𝐵 − 𝜏𝐴) 𝑦𝑗 + 𝜏𝜙, 𝑗 = 0, 1, ... (19)

𝑦𝑗
⃒⃒
𝛾ℎ

= 0, 𝑦0 = 𝑢0(𝑥),

где 𝐹 𝑗− известная правая часть, 𝛾ℎ− граница сетки 𝜔ℎ.
Факторизуем оператор 𝐵 = 𝜀

(︀
𝐸 + 𝜏

𝜀𝜎 (𝐴1 +𝐴2 + ...+𝐴𝑝)
)︀
, т.е. запишем его

факторизованным оператором

̃︀𝐵 = 𝐵1 ·𝐵2 · · ·𝐵𝑝, 𝐵𝛼 = 𝜀𝐸 + 𝜎𝜏𝐴𝛼

и перейдем от исходной схемы (19) к факторизованной схеме

𝐵1 ·𝐵2 · · ·𝐵𝑝𝑦𝑡 +𝐴𝑦 = 𝜙, (20)

где

̃︀𝐵 = 𝐵1 ·𝐵2 · · ·𝐵𝑝 = 𝜀

(︂
𝐸 + 𝜎

𝜏

𝜀
(𝐴1 +𝐴2 + ...+𝐴𝑝) +

𝜏2

𝜀2
𝑄𝑝

)︂
= 𝐵 +

𝜏2

𝜀
𝑄𝑝 ≥ 𝐵,

𝑄*
𝑝 = 𝑄𝑝 ≥ 0.

Таким образом, ̃︀𝐵 ≥ 𝐵 ≥ 𝜀𝐸 + 0.5𝜏𝐴, т.е. факторизованная схема (20) устой-
чива, если 𝜎 ≥ 0.5, 𝐴(𝑡) = 𝐴*(𝑡) > 0 для всех 𝑡 ∈ �̄�𝜏 , 𝐴(𝑡)− липшиц-непрерывен по
𝑡, 𝐵(𝑡) > 0 для всех 𝑡 ∈ �̄�𝜏 , 𝐵(𝑡) ≥ 𝜀𝐸 + 0.5𝜏𝐴(𝑡) для всех 𝑡 ∈ 𝜔𝜏 , 0 < 𝜀 ≤ 1.

Итак справедлива следующая [15, стр. 349]

Теорема 2. Если выполнено условие 0 < 𝑐0 ≤ 𝑘𝛼(𝑥, 𝑡) ≤ 𝑐1, 𝜎 ≥ 0.5, то для схемы
(18) верна оценка

‖𝑦(𝑡+ 𝜏)‖2𝐴(𝑡) ≤𝑀

⎛⎝‖𝑦0‖2𝐴(0) +
1

2𝜀

𝑗∑︁
𝑗 ′=0

‖𝜙𝑗 ′
‖2𝜏

⎞⎠ ,

где ‖𝑦‖𝐴 = ‖𝑦‖𝐴(𝑡) =
√︀

(𝐴(𝑡)𝑦, 𝑦), 𝑀, 𝑐0, 𝑐1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0.

Факторизованная схема (20) сходится со скоростью 𝑂
(︁𝜏
𝜀

+ 𝜀
)︁
.

Следствие 1. Если выбрать 𝜀 =
√
𝜏 , тогда факторизованная схема (20) сходится

со скоростью 𝑂(
√
𝜏), т.е. с порядком точности 1

2 по 𝜏 .
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3. Постановка задачи B

Уравнение (1) перепишем в виде уравнения с искусственной вязкостью [12]:

𝜀𝑢𝑡𝑡 + 𝑢𝑡 = 𝐿𝑢+ 𝜇𝐿𝑢𝑡 + 𝑓(𝑥, 𝑡), (21)

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥),
𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 𝑢1(𝑥), (22)

𝑢
⃒⃒⃒
Γ

= 0, (23)

где 𝐿𝑢 =
𝑝∑︀

𝛼=1
𝐿𝛼𝑢, 𝐿𝛼𝑢 =

𝜕

𝜕𝑥𝛼

(︂
𝑘𝛼(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝛼

)︂
, 0 < 𝑐0 ≤ 𝑘𝛼(𝑥, 𝑡) ≤ 𝑐1,

|𝑘𝛼𝑡(𝑥, 𝑡)| ≤ 𝑐2, 𝜀 > 0.
Покажем теперь, что решение 𝑢𝜀 задачи (21)-(23) стремится к решению 𝑢 за-

дачи (1)-(3) в некоторой норме при 𝜀 → 0. Обозначим для этого через 𝑧 = 𝑢𝜀 − 𝑢
и подставим 𝑢𝜀 = 𝑧 + 𝑢 в задачу (21)-(23):

𝜀𝑧𝑡𝑡 + 𝑧𝑡 = 𝐿𝑧 + 𝜇𝐿𝑧𝑡 + 𝑓(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄𝑇 , (24)

𝑧(𝑥, 0) = 0, 𝑧𝑡(𝑥, 0) = 0, 𝑥 ∈ 𝐺, 𝐺 = 𝐺+ Г,

𝑧
⃒⃒⃒
Γ

= 0, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇,

где 𝑓(𝑥, 𝑡) = −𝜀𝜕
2𝑢

𝜕𝑡2
.

Методом энергетических неравенств получим априорную оценку, для этого
умножим уравнение (24) скалярно на 𝑍 = 𝑧 + 𝑧𝑡:(︂

𝜀𝑧𝑡𝑡, 𝑍

)︂
+

(︂
𝑧𝑡, 𝑍

)︂
=

(︂
𝐿𝑧, 𝑍

)︂
+ 𝜇

(︂
𝐿𝑧𝑡, 𝑍

)︂
+

(︂
𝑓(𝑥, 𝑡), 𝑍

)︂
. (25)

Оценим слагаемые, входящие в (25):(︂
𝜀𝑧𝑡𝑡, 𝑍

)︂
= (𝜀𝑧𝑡𝑡, 𝑧 + 𝑧𝑡) = (𝜀𝑧𝑡𝑡, 𝑧)+(𝜀𝑧𝑡𝑡, 𝑧𝑡) = 𝜀

𝜕

𝜕𝑡
(𝑧𝑡, 𝑧)−𝜀‖𝑧𝑡‖20+

𝜀

2

𝜕

𝜕𝑡
‖𝑧𝑡‖20, (26)

(︂
𝑧𝑡, 𝑍

)︂
= (𝑧𝑡, 𝑧 + 𝑧𝑡) = (𝑧𝑡, 𝑧) + (𝑧𝑡, 𝑧𝑡) =

1

2

𝜕

𝜕𝑡
‖𝑧‖20 + ‖𝑧𝑡‖20, (27)

(︂
𝐿𝑧, 𝑍

)︂
=

(︂
𝐿𝑧, 𝑧 + 𝑧𝑡

)︂
=

𝑝∑︁
𝛼=1

(︂
𝐿𝛼𝑧, 𝑧 + 𝑧𝑡

)︂
=

𝑝∑︁
𝛼=1

(︂
(𝑘𝛼𝑧𝑥𝛼

)𝑥𝛼
, 𝑧 + 𝑧𝑡

)︂
=

= −
𝑝∑︁

𝛼=1

(︂
𝑘𝛼𝑧𝑥𝛼 , 𝑧𝑥𝛼 + 𝑧𝑥𝛼𝑡

)︂
≤ −𝑐0‖𝑧𝑥𝛼‖20 −

1

2

𝜕

𝜕𝑡
‖
√︀
𝑘𝛼𝑧𝑥𝛼

‖20 +𝑀1‖𝑧𝑥𝛼
‖20, (28)

𝜇

(︂
𝐿𝑧𝑡, 𝑍

)︂
= 𝜇

(︂
𝐿𝑧𝑡, 𝑧 + 𝑧𝑡

)︂
= 𝜇

𝑝∑︁
𝛼=1

(︂
𝐿𝛼𝑧𝑡, 𝑧 + 𝑧𝑡

)︂
= 𝜇

𝑝∑︁
𝛼=1

(︂
(𝑘𝛼𝑧𝑥𝛼𝑡)𝑥𝛼

, 𝑧 + 𝑧𝑡

)︂
=

= −𝜇
𝑝∑︁

𝛼=1

(︂
𝑘𝛼𝑧𝑥𝛼,𝑡, 𝑧𝑥𝛼 + 𝑧𝑥𝛼𝑡

)︂
≤ −𝜇𝑐0‖𝑧𝑥𝛼𝑡‖20 −

𝜇

2

𝜕

𝜕𝑡
‖
√︀
𝑘𝛼𝑧𝑥𝛼‖20 +𝑀2‖𝑧𝑥𝛼‖20, (29)
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𝑓(𝑥, 𝑡), 𝑍

)︂
=

(︂
𝑓(𝑥, 𝑡), 𝑧 + 𝑧𝑡

)︂
≤ 1

2
‖𝑧𝑡‖20 + ‖𝑧‖20 +𝑀1‖𝑓‖20. (30)

Учитывая преобразования (26)-(30), из (25) получаем неравенство

𝜀
𝜕

𝜕𝑡
‖𝑧𝑡‖20 +

𝜕

𝜕𝑡
‖𝑧‖20 + (1− 2𝜀)‖𝑧𝑡‖20 + 2𝑐0‖𝑧𝑥𝛼

‖20 + 2𝜇𝑐0‖𝑧𝑥𝛼𝑡‖20 +
𝜇+ 1

2

𝜕

𝜕𝑡
‖
√︀
𝑘𝛼𝑧𝑥𝛼

‖20 ≤

≤ −𝜀 𝜕
𝜕𝑡

(𝑧𝑡, 𝑧) +𝑀2

(︀
‖𝑧𝑥𝛼

‖20 + ‖𝑧‖20
)︀

+𝑀3‖𝑓‖20. (31)

Проинтегрируем (31) по 𝜏 от 0 до 𝑡, тогда получим

𝜀‖𝑧𝑡‖20 + ‖𝑧‖20 +
𝜇+ 1

2
𝑐0‖𝑧𝑥‖20 + 2𝑐0‖𝑧𝑥‖22,𝑄𝑡

+ (1 − 2𝜀)‖𝑧𝑡‖22,𝑄𝑡
+ 2𝜇𝑐0‖𝑧𝑥𝑡‖22,𝑄𝑡

≤

≤ −𝜀 (𝑧𝑡, 𝑧) +𝑀2

� 𝑡

0

(︀
‖𝑧𝑥𝛼

‖20 + ‖𝑧‖20
)︀
𝑑𝜏 +𝑀3

� 𝑡

0

‖𝑓‖20𝑑𝜏 ≤

≤ 𝜀

2
‖𝑧𝑡‖20 +

1

2
‖𝑧‖20 +𝑀2

� 𝑡

0

(︀
‖𝑧𝑥𝛼

‖20 + ‖𝑧‖20
)︀
𝑑𝜏 +𝑀3

� 𝑡

0

‖𝑓‖20𝑑𝜏,

где ‖𝑧𝑥‖22,𝑄𝑡
=

𝑡�
0

‖𝑧𝑥‖20𝑑𝜏 .

Из последнего получаем

𝜀‖𝑧𝑡‖20 + ‖𝑧‖20 + ‖𝑧𝑥‖20 + ‖𝑧𝑥‖22,𝑄𝑡
+ ‖𝑧𝑡‖22,𝑄𝑡

+ ‖𝑧𝑥𝑡‖22,𝑄𝑡
≤

≤𝑀4

� 𝑡

0

(︀
‖𝑧𝑥𝛼‖20 + ‖𝑧‖20

)︀
𝑑𝜏 +𝑀5

� 𝑡

0

‖𝑓‖20𝑑𝜏. (32)

На основании леммы Гронуолла [16] из (32) получаем оценку

𝜀‖𝑧‖20 + ‖𝑧‖20 + ‖𝑧𝑥‖20 + ‖𝑧𝑥‖22,𝑄𝑡
+ ‖𝑧𝑡‖22,𝑄𝑡

+ ‖𝑧𝑥𝑡‖22,𝑄𝑡
≤

≤𝑀

� 𝑡

0

‖𝑓‖20𝑑𝜏 = 𝜀2𝑀

� 𝑡

0

‖𝑢𝜏𝜏‖20𝑑𝜏, (33)

где 𝑀− зависит только от входных данных задачи (24).
Будем предполагать, что 𝑢𝑡𝑡 есть ограниченная функция при 𝑡 → 0,

т.е. в классе достаточно гладких функций 𝜀2
𝑡�
0

‖𝑢𝜏𝜏‖20𝑑𝜏 = 𝑂(𝜀2). Тогда из

априорной оценки (33) следует сходимость 𝑢𝜀 к 𝑢 при 𝜀 → 0 в норме
‖𝑧‖21 = 𝜀‖𝑧‖20 + ‖𝑧‖20 + ‖𝑧𝑥‖20 + ‖𝑧𝑥‖22,𝑄𝑡

+ ‖𝑧𝑡‖22,𝑄𝑡
+ ‖𝑧𝑥𝑡‖22,𝑄𝑡

. Поэтому при малом
𝜀 решение задачи (21)-(23) будем принимать за приближенное решение первой
краевой задачи для псеводопараболического уравнения (1)-(3).

Соответствующая разностная схема для задачи (21)-(23) имеет вид:

𝜀𝑦𝑡𝑡 + 𝑦𝑡 = Λ
(︁
𝜎1𝑦

𝑗+1 + (1 − 𝜎1 − 𝜎2)𝑦 + 𝜎2𝑦
𝑗−1
)︁

+ 𝜇Λ𝑦𝑡 + 𝜙𝑗 , (34)

𝑦(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), 𝑦𝑡(𝑥, 0) = 𝑢1(𝑥), (35)

𝑦
⃒⃒⃒
𝛾,ℎ

= 0, 𝑦 = 𝑦𝑗+1, 𝑦 = 𝑦𝑗 , 𝑦 = 𝑦𝑗−1, (36)



52 БЕШТОКОВ М.Х.

где

𝑦𝑡 =
𝑦𝑗+1 − 𝑦𝑗−1

2𝜏
, 𝑦𝑡𝑡 =

𝑦𝑗+1 − 2𝑦𝑗 + 𝑦𝑗−1

𝜏2
,

Λ𝑦 =

𝑝∑︁
𝛼=1

Λ𝛼𝑦, Λ𝛼𝑦 = (𝑎𝛼𝑦�̄�𝛼
)𝑥𝛼

=
1

ℎ𝛼

[︁
𝑎𝛼,𝑖𝛼+1

𝑦𝑖𝛼+1 − 𝑦𝑖𝛼
ℎ𝛼

− 𝑎𝛼,𝑖𝛼
𝑦𝑖𝛼 − 𝑦𝑖𝛼−1

ℎ𝛼

]︁
,

𝑎𝛼,𝑖𝛼 = 𝑘𝛼(𝑥𝑖𝛼− 1
2
, 𝑡), 𝜙𝑗

𝑖 = 𝑓(𝑥𝑖, 𝑡), 𝑡 = 𝑡𝑗+ 1
2
.

Уравнение (34) перепишем в виде:

𝐵𝑦𝑡 + 𝜏2𝑅𝑦𝑡𝑡 +𝐴𝑦 = 𝜙𝑗 , (37)

𝑦(0) = 𝑢0(𝑥), 𝑦(𝜏) = 𝑢1(𝑥),

где 𝐵 = 𝐸 + (𝜎1 − 𝜎2)𝜏𝐴 + 𝜇𝐴, 𝑅 =
(︁𝜎1 + 𝜎2

2
𝐴 +

𝜀

𝜏2
𝐸
)︁
> 1

4𝐴, 𝐸− единичный

оператор, 𝜎1 ≥ 𝜎2 − 1
𝜏‖𝐴‖ , 𝜎1 + 𝜎2 > 0, 5, Λ = −𝐴, 𝐴 =

𝑝∑︀
𝛼=1

𝐴𝛼, −𝐴𝛼𝑦 = (𝑎𝛼𝑦�̄�𝛼)𝑥𝛼 .

Разрешая (37) относительно 𝑦𝑗+1, находим(︁
𝐵 + 2𝜏𝑅

)︁
𝑦𝑗+1 = 2𝜏(2𝑅−𝐴)𝑦𝑗 + (𝐵 − 2𝜏𝑅)𝑦𝑗−1 + 2𝜏𝜙𝑗 .

Отсюда видно, что для экономичности трехслойной схемы (37) надо,чтобы опера-
тор 𝐵 + 2𝜏𝑅 на верхнем слое был факторизован. Найдем оператор 𝐵 + 2𝜏𝑅

𝐵 + 2𝜏𝑅 = 𝐸 + 2𝜎1𝜏𝐴+
(︁
𝜇𝐴+

2𝜀

𝜏
𝐸
)︁
. (38)

Положим в (38) 𝜀 = −0.5𝜇𝜏𝐴, 𝜇 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, тогда получим

𝐵 + 2𝜏𝑅 = 𝐸 + �̄�𝜏𝐴, �̄�1 = 2𝜎1.

Пусть теперь 𝐴 = 𝐴1 + 𝐴2 (т. е. случай, когда 𝑝 = 2), заменим тогда 𝐵 + 2𝜏𝑅
факторизованным оператором

�̃� + 2𝜏�̃� =
(︁
𝐸 + �̄�1𝜏𝐴1

)︁(︁
𝐸 + �̄�1𝜏𝐴2

)︁
= 𝐸 + �̄�1𝜏𝐴+ �̄�2

1𝜏
2𝐴1𝐴2.

Таким образом, если 𝐴 = 𝐴(𝑡) = 𝐴*(𝑡) > 0, 𝑅 = 𝑅(𝑡) = 𝑅*(𝑡) > 0− переменные
операторы, 𝐴(𝑡), 𝑅(𝑡) липшиц-непрерывные по 𝑡:

|((𝐴(𝑡) −𝐴(𝑡− 𝜏)) 𝑣, 𝑣)| ≤ 𝜏𝑐3 (𝐴(𝑡− 𝜏)𝑣, 𝑣) ,

|((𝑅(𝑡) −𝑅(𝑡− 𝜏)) 𝑣, 𝑣)| ≤ 𝜏𝑐4 (𝑅(𝑡− 𝜏)𝑣, 𝑣) ,

для всех 𝑣 из конечномерного вещественного гильбертово пространства 𝐻,
0 < 𝑡 < 𝑗0𝜏 , где 𝑐3, 𝑐4 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, не зависящие от ℎ и 𝜏 , тогда условия

𝐵 = 𝐵(𝑡) ≥ 0, для всех 𝑡 ∈ �̄�𝜏 ,

𝑅(𝑡) ≥ 1

4
𝐴(𝑡),

𝜎1 ≥ 𝜎2 −
1

𝜏‖𝐴‖
, 𝜎1 + 𝜎2 > 0, 5

достаточны для устойчивости схемы (37) по начальным данным и правой части.
Итак, имеет место следующая (см. Теорема 6, [15, стр. 363])



ЭКОНОМИЧНЫЕ ФАКТОРИЗОВАННЫЕ СХЕМЫ ДЛЯ... 53

Теорема 3. Если 0 < 𝑐0 ≤ 𝑘𝛼(𝑥, 𝑡) ≤ 𝑐1, 𝜇 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0,
𝜎1 ≥ 𝜎2 − 1

𝜏‖𝐴‖ , 𝜎1 + 𝜎2 > 0, 5 и существует оператор 𝐴−1(𝑡), тогда для схе-

мы (34)-(36) имеет место оценка

‖𝑌 (𝑡+ 𝜏)‖(𝑡) ≤𝑀1‖𝑌 (𝜏)‖(0) +𝑀2 max
𝜏<𝑡′≤𝑡

(︀
‖𝜙(𝑡 ′)‖𝐴−1(𝑡′) + ‖𝜙𝑡(𝑡

′)‖𝐴−1(𝑡′)

)︀
,

где 𝑀1,𝑀2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, не зависящие от ℎ и 𝜏 и выбора начальных данных 𝑦0, 𝑦1

и правой части 𝜙(𝑡), 𝑐0, 𝑐1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0,

‖𝑌 (𝑡+ 𝜏)‖2(𝑡) =
1

4

(︁
𝐴(𝑡)(𝑦(𝑡+ 𝜏) + 𝑦(𝑡)), 𝑦(𝑡+ 𝜏) + 𝑦(𝑡)

)︁
+ 𝜏2

(︁(︁
𝑅(𝑡) − 1

4
𝐴(𝑡)

)︁
𝑦𝑡, 𝑦𝑡

)︁
,

‖𝑌 (𝜏)‖2(0) =
1

4

(︁
𝐴(0)(𝑦(𝜏) + 𝑦(0)), 𝑦(𝜏) + 𝑦(0)

)︁
+ 𝜏2

(︁(︁
𝑅(0) − 1

4
𝐴(0)

)︁
𝑦𝑡(0), 𝑦𝑡(0)

)︁
,

𝜙𝑡(𝑡
′) =

𝜙(𝑡′) − 𝜙(𝑡′ − 𝜏)

𝜏
.

Замечание 1. Если в (38) выбрать 𝜀 = 0.5𝜏 , тогда, выбирая 𝜇 = 𝑂(𝜏), 𝜇 ∈ (0, 𝜏 ],
получаем

𝐵 + 2𝜏𝑅 = 2(𝐸 + �̄�𝜏𝐴),

где �̄�1 = 𝜎1 +
𝜇

2𝜏
≥ 0.5.

Заключение

В работе изучены экономичные факторизованные схемы для псевдопараболи-
ческих уравнений третьего порядка с переменными коэффициентами. При постро-
ении некоторых разностных схем воспользовались уравнением с искусственной
вязкостью. На основе общей теории устойчивости для двухслойных и трехслойных
разностных схем А.А. Самарского доказаны устойчивость и сходимость предлага-
емых в работе разностных схем.
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