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В статье рассматриваются стационарные распределения числа требо-
ваний в системах массового обслуживания 𝑀𝜆|𝐺|𝑛|∞ и 𝐺𝐼𝜈𝜆 |𝑀𝜇|1|∞, и
показывается, что введение в данные системы массового обслуживания
вспомогательных распределений с понятным вероятностным смыслом
вместе с их производящими функциями позволяет упростить как до-
казательство так и его восприятие, а также приводит к новой записи
полученных результатов. В первой системе рассматривается усечённое
распределение искомого стационарного распределения для вложенной
цепи Маркова. Данное усечение связано с количеством каналов 𝑛 и опи-
сывает вероятностные веса состояний системы, когда существует хотя
бы один незанятый канал. Во второй системе для описания результа-
тов используется распределение, связанное с распределением количе-
ства заявок во входящей группе требований: определяются вероятности
хвостов описанного распределения, а потом для получения вспомога-
тельного вероятностного распределения берётся их удельный вес между
собой.
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Введение

При нахождении стационарных распределений числа требований в системах
массового обслуживания часто используется метод вложенных цепей Маркова.
Рассмотрим на двух примерах некоторые вопросы, связанные с данным методом,
которые существенно (см. доказательство для системы 𝑀𝜆|𝐺|𝑛|∞ здесь и в [1],
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где оно проводится на стр. 320-322) упрощают доказательство, привнося в него
дополнительный вероятностный смысл.

Пусть 𝜉(𝑡) — число требований в системе в момент 𝑡. В рамках данной систе-
мы в [2, стр. 171-175] (подробнее см. [3, стр. 97-108]) было найдено стационарное
распределение процесса

P(𝑧) = lim
𝑡→∞

𝑀𝑧𝜉(𝑡) =

∞∑︁
𝑛=0

𝑝𝑛𝑧
𝑛 ,

в котором искомое распределение определялось через стационарное распределение
вложенной однородной цепи Маркова

𝜉𝑛 = 𝜉(𝑡𝑛 − 0), 𝑛 = 1, 2, ... , 𝜉1 = 0

с производящей функцией

𝜋(𝑧) = lim
𝑡→∞

𝑀𝑧𝜉𝑛 =

∞∑︁
𝑘=0

𝜋𝑘𝑧
𝑘 . (1)

Почти всегда выражения для P(𝑧) и 𝜋(𝑧) носят чисто аналитический харак-
тер. Однако оказывается, что в ряде случаев данной взаимосвязи можно придать
вероятностную интерпретацию, а из доказательств убрать некоторые чисто техни-
ческие моменты путем переориентации их от применения аналитических методов
в сторону формальной алгебры.

1. О вложенной цепи Маркова системы 𝑀𝜆|𝐷|𝑛|∞

Система массового обслуживания 𝑀𝜆|𝐷|𝑛|∞ представляет собой частный слу-
чай системы 𝑀𝜆|𝐺|𝑛|∞. Она характеризуется тем, что каждая заявка обслужива-
ется постоянное неслучайное время, которое для определенности здесь считается
равным 1. При этом времена обслуживания заявок независимы в совокупности,
не зависят от моментов их поступления. Обслуживание происходит с помощью 𝑛
одинаковых приборов, и каждая заявка может обслуживаться на любом из них.
Можно считать, что заявки на обслуживание выбираются из очереди в порядке
их поступления в систему. Интенсивность входящего пуассоновского потока будет
обозначаться через 𝜆.

Как хорошо известно, распределение вероятностей 𝜋 = (𝜋0, 𝜋1, ...), определяе-
мое равенством (1), может быть найдено как решение системы уравнений равно-
весия [1, стр. 31]

𝜋 = 𝜋P , (2)

которая для системы массового обслуживания 𝑀𝜆|𝐷|𝑛|∞ записывается в виде [1,
стр. 320]

(𝜋0, 𝜋1, ...) = (𝜋0, 𝜋1, ...)

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝛾0 𝛾1 𝛾2 𝛾3 .....
𝛾0 𝛾1 𝛾2 𝛾3 .....

........ ........ ........ ........ .....
𝛾0 𝛾1 𝛾2 𝛾3 .....
0 𝛾0 𝛾1 𝛾2 .....
0 0 𝛾0 𝛾1 .....
0 0 0 𝛾0 .....

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (3)
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где стохастический вектор 𝛾 = (𝛾0, 𝛾1, ...) задает переходные вероятности вложен-
ной цепи Маркова. Данный вектор можно описать с помощью производящей функ-
ции

𝛾 (𝑧) =

∞∑︁
𝑘=0

𝛾𝑘𝑧
𝑘 . (4)

Поскольку в матрице P первые 𝑛 + 1 строк полностью совпадают, то оказыва-
ется удобным ввести величину

Γ =

𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝜋𝑘 ,

с помощью которой определить компоненты

𝛼𝑘 =
𝜋𝑘

Γ
, 𝑘 ∈ N0

вектора 𝛼 с производящей функцией

Λ (𝑧) =

∞∑︁
𝑘=0

𝛼𝑘𝑧
𝑘 .

При этом очевидно, что

𝛼 (𝑧) =

𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝛼𝑘𝑧
𝑘

является производящей функцией некоторого дискретного распределения. Данное
распределение является усечением распределения 𝜋 = (𝜋0, 𝜋1, ...) .

Из (2) следует справедливость представления производящей функции

𝜋 (𝑧) =

∞∑︁
𝑘=0

𝜋𝑘𝑧
𝑘

в виде произведения матриц

𝜋 (𝑧) = (𝜋0, 𝜋1, ...)

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝛾0 𝛾1 𝛾2 𝛾3 .....
𝛾0 𝛾1 𝛾2 𝛾3 .....

........ ........ ........ ........ .....
𝛾0 𝛾1 𝛾2 𝛾3 .....
0 𝛾0 𝛾1 𝛾2 .....
0 0 𝛾0 𝛾1 .....
0 0 0 𝛾0 .....

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1
𝑧1

𝑧2

𝑧3

........

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Откуда

𝜋 (𝑧) = (𝜋0, 𝜋1, ...)

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝛾 (𝑧)
........
𝛾 (𝑧)
𝑧1𝛾 (𝑧)
𝑧2𝛾 (𝑧)
𝑧3𝛾 (𝑧)
........

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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и далее

𝜋 (𝑧) = 𝛾 (𝑧)

𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝜋𝑘 + 𝛾 (𝑧) 𝑧−𝑛
∞∑︁

𝑘=𝑛

𝜋𝑘𝑧
𝑘 ,

что, в свою очередь, может быть записано через производящие функции

Λ (𝑧) = 𝛾 (𝑧) + 𝛾 (𝑧) 𝑧−𝑛 (Λ (𝑧) − 𝛼 (𝑧)) . (5)

Аналогично рассуждениям из [1, стр. 322] легко показать, что уравнение

𝛾 (𝑧) = 𝑧𝑛

в единичном круге |𝑧| ≤ 1 при 𝜌 = 𝜆
𝑛 < 1 имеет ровно 𝑛 корней. Это непосред-

ственно следует из теоремы Руше. Обозначим эти корни через 𝜆1, ...,𝜆𝑛.
Равенства

𝛾 (𝜆𝑖) = 𝜆𝑛
𝑖 (6)

вместе с соотношением (5) позволяют выписать справедливые при любом
𝑖 = 1, ..., 𝑛 соотношения

Λ (𝜆𝑖) = 𝜆𝑛
𝑖 + (Λ (𝜆𝑖) − 𝛼 (𝜆𝑖)) ,

или, что то же самое
𝛼 (𝜆𝑖) = 𝜆𝑛

𝑖 . (7)

Напомним, что 𝛼 (𝑧) есть производящая функция усечённого (см. [4, Т. 1,
стр. 252]) распределения 𝜋 = (𝜋0, 𝜋1, ...), связанного со значениями 𝜉𝑛 равными
0, 1, ..., 𝑛 − 1 , т.е. с количеством каналов и распределением их занятости. Допол-
нительно отметим, что в матричной записи системы уравнений равновесия (3)
данным значениям соответствуют полностью совпадающие начальные строки мат-
рицы P, и если их удалить, то матрица станет верхнетреугольной.

Таким образом, доказана следующая теорема.

Теорема 1. Если выполнено условие 𝜌 = 𝜆/𝑛 < 1, то стационарные вероятности
𝜋0, 𝜋1, ..., 𝜋𝑛−1 находятся из системы (7). После чего остальные 𝜋𝑘 вычисляются
из (5).

Замечание 1. В заключении этой части обратим внимание на то, что данное выше
доказательство верно для любой системы массового обслуживания, вложенная
цепь Маркова которой удовлетворяет системе (3), поскольку явный вид

𝛾𝑘 =
𝜆𝑘

𝑘!
𝑒−𝜆

вероятностей 𝛾0, 𝛾1, ... использовался только при вычислении значения 𝜌 = 𝜆
𝑛 .

2. О стационарных вероятностях в системе 𝐺𝐼𝜈𝜆 |𝑀𝜇|1|∞

В системе массового обслуживания 𝐺𝐼𝜈 |𝑀𝜇|1|∞ моменты поступления требо-
ваний 𝑡0 = 0, 𝑡0 < 𝑡1 < 𝑡2 < ... < 𝑡𝑛 < ... образуют процесс восстановления [5] с
функцией распределения P {𝑋𝑛 < 𝑡} = 𝐺(𝑡), где 𝑋𝑛 = 𝑡𝑛 − 𝑡𝑛−1, 𝑛 > 1.
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В каждый момент 𝑡𝑛 поступает группа из 𝜈𝑛 требований, причем величины 𝜈𝑛
независимы, одинаково распределены и ограничены. Величины 𝜈𝑛 независимы от
величин 𝑋𝑛.

В системе имеется один обслуживающий прибор, время обслуживания распре-
делено по показательному закону с интенсивность обслуживания 𝜇 и функцией
распределения 𝐹 (𝑡) = 1 − 𝑒−𝜇𝑡, а число мест для ожидания неограниченно.

Определим 𝑇 как среднее время между поступлениями групп заявок в систему

𝑇 = M𝑋𝑛 =

� ∞

0

𝑡𝑑𝐺(𝑡) . (8)

Пусть
𝛼(𝑧) = M𝑧𝜈𝑛 = 𝛼1𝑧 + 𝛼2𝑧

2 + ... + 𝛼𝑚𝑧𝑚 , 𝛼𝑚 ̸= 0 (9)

производящая функция вероятностей 𝛼𝑘 = P {𝜈𝑛 = 𝑘} , 𝑘 = 1, 2, ...,𝑚 .
Тогда

𝜈 = M𝜈𝑛 = 𝛼′(𝑧)|𝑧=1 =

𝑚∑︁
𝑘=1

𝑘𝛼𝑘 (10)

— это среднее число заявок в поступающей группе.
Для входящей группы требований можно определить [4, т. 1, стр. 271] вероят-

ности хвоста распределения, которые при 𝑘 = 0, ...,𝑚 обозначим через

𝐴𝑘 = P {𝜈𝑛 > 𝑘} = P {𝜈𝑛 > 𝑘 − 1} =

𝑚∑︁
𝑘=0

𝛼𝑙 .

В силу равенства

𝑚∑︁
𝑘=0

𝐴𝑘 =

𝑚∑︁
𝑘=0

(𝛼𝑘 + ... + 𝛼𝑚) = (𝛼1 + 2𝛼2 + ... + 𝑚𝛼𝑚) = 𝜈

скалярные величины

𝑞𝑘 =
𝐴𝑘

𝜈
, 𝑘 = 1, ...,𝑚,

представляют собой распределение вероятностей с производящей функцией

𝐴 (𝑧) =
1

𝜈

𝑚∑︁
𝑘=0

𝐴𝑘𝑧
𝑘 =

𝑚∑︁
𝑘=0

𝑞𝑘𝑧
𝑘 . (11)

Пусть случайная величина 𝑌𝑛 обозначает время обслуживания 𝑛-ой заявки. Ве-
личины 𝑌𝑛 независимы друг от друга и от величин 𝑋𝑛, а также имеют одинаковое
распределение.

В этом случае среднее время обслуживания 𝑛-ой заявки 𝜏 конечно и равно

𝜏 = M𝑌𝑛 =

� ∞

0

𝑥𝑑𝐹 (𝑥) =

� ∞

0

𝑥𝜇𝑒−𝜇𝑥𝑑𝑥.

Пусть 𝜂𝑛 — это число точек пуассоновского потока, с параметром 𝜇, приходя-
щих на интервале (𝑡𝑛, 𝑡𝑛+1). Поскольку в системе имеется один обслуживающий
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прибор, а время обслуживания распределено по показательному закону с пара-
метром 𝜇, то величину 𝜂𝑛 можно интерпретировать как количество заявок обслу-
женных за время 𝑋𝑛+1 = 𝑡𝑛+1 − 𝑡𝑛. Среднее число обслуженных на интервале
(𝑡𝑛, 𝑡𝑛+1) требований равно

M𝜂𝑛 = 𝜇𝑇 =
1

𝜌0
=

𝜇

𝜆
.

Тогда нагрузка рассматриваемой системы массового обслуживания может быть
найдена по формуле

𝜌 = 𝜈𝜌0 . (12)

Для стационарного распределения аналогичными выше рассуждениями можно
получить следующие представления (см. также [6]).

Теорема 2. Если выполнено условие 𝜌 < 1, то стационарное распределение про-
цесса 𝜉(𝑡) существует и задается производящей функцией

𝑃 (𝑧) = 𝜌𝜋(𝑧)𝐴 (𝑧) + 1 − 𝜌 , (13)

где 𝐴 (𝑧) определяется равенством (11), а 𝜌 — это нагрузка данной системы
массового обслуживания (12).

Замечание 2. Формула (13) показывает, что искомое распределение есть смесь
вырожденного распределения и распределения представляющего собой сумму рас-
пределений: стационарного распределения вложенной цепи Маркова с распреде-
лением “хвоста” входящей группы требований.

Следствие 1. Если для системы 𝑀𝜈
𝜆 |𝑀𝜇|1|∞ выполнено условие 𝜌 < 1, то ста-

ционарное распределение процесса 𝜉(𝑡) существует и совпадает со стационарным
распределением последовательности 𝜉(𝑡𝑛 − 0), а для их производящих функцией
справедливо представление

𝑃 (𝑧) = 𝜋(𝑧) =
1 − 𝜌

1 − 𝜌𝐴 (𝑧)
. (14)

Заключение

В системе массового обслуживания 𝑀𝜆|𝐷|𝑛|∞ использование производящей
функции усечённого распределения позволяет в достаточно простой форме за-
писать решение и наглядно объяснить возникновение дополнительной системы
ограничений. При этом ход самого доказательства становится более очевидным.

В системе массового обслуживания 𝐺𝐼𝜈𝜆 |𝑀𝜇|1|∞ для распределения числа тре-
бований во входящей группе вероятностей хвоста данного распределения приме-
нение производящей функции хвостовых вероятностей позволяет представить ис-
комые вероятности 𝑝𝑛 как свёртку двух распределений, одно из которых — рас-
пределение вложенной цепи Маркова, а другое — описанное выше хвостовое рас-
пределение.
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