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В работе построено разрешенное относительно неизвестных уравнение
в свободной группе ранга 2, левая часть которого принадлежит ком-
мутанту (имеет нулевую сумму показателей по каждой переменной), а
правая часть – простейший коммутатор, не имеющее решения в этой
группе, но имеющее решение в любом конечном гомоморфном образе
этой группы.
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Введение

В теории чисел хорошо известен классический локально-глобальный принцип
Минковского-Хассе [1], который допускает различные формулировки. Приведем
три из них по монографии [1], близкие к теме настоящей заметки:

1. «Квадратичная форма с рациональными коэффициентами тогда и толь-
ко представляет нуль в поле рациональных чисел, когда она представляет
нуль в поле вещественных чисел и во всех полях 𝑝-адических чисел (для всех
простых чисел 𝑝) 𝑄𝑝.»

2. «Пусть 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) – квадратическая форма с целыми коэффициентами.
Тогда уравнение 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 0 имеет нетривиальное целочисленное ре-
шение тогда и только тогда, когда 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) – неопределенная форма
и для любого примарного модуля 𝑝𝑚 сравнение 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 𝑝𝑚)
имеет такое решение, в котором хотя бы одна компонента не делится
на 𝑝.»

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 19-52-26006).
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3. «Пусть 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) – неособенная квадратическая форма с рациональными
коэффициентами. Тогда уравнение 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑟, где 𝑟 – произвольное
рациональное число, имеет решение в рациональных числах тогда и только
тогда, когда это уравнение имеет решение в поле вещественных чисел и во
всех полях 𝑝-адических чисел 𝑄𝑝.»

Это дает простой переборный алгоритм для решения вопроса о разрешимости
в рациональных числах уравнения 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑟.

Аналогичное утверждение справедливо и для систем линейных целочисленных
уравнений [1]: система линейных уравнений с целыми коэффициентами

𝑚

&
𝑖=1

𝑛

Σ
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𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗 = 𝑏𝑗

имеет решение в кольце целых чисел Z тогда и только тогда, когда она имеет
решение в любом кольце вычетов Z𝑘.

В то же время, многочлен 𝑥4 + 1 неприводим над кольцом целых чисел Z
(над полем рациональных чисел 𝑄, неразложим в кольцах многочленов Z[𝑥] и
𝑄[𝑥]), но приводим над произвольным конечным полем 𝐺𝐹 (𝑞) (разложим в коль-
це 𝐺𝐹 (𝑞)[𝑥])

Обозначим через 𝐹𝑛 свободную группу ранга 𝑛 со свободными образующими
𝑎1, . . . , 𝑎𝑛. Хорошо известно, что свободная группа 𝐹𝑛 является финитно аппрок-
симируемой [6]. Это означает, что для любого неединичного элемента 𝑔 группы
𝐹𝑛 существует конечная факторгруппа 𝐹𝑛/𝑁 , в которой образ элемента 𝑔 отличен
от единичного элемента. Как пишут авторы монографии [6], А. И. Мальцев [7]
указал на важность изучения финитной аппроксимируемости групп не только от-
носительно предиката равенства, но и относительно предикатов сопряженности,
извлечения корня и вхождения в конечно порожденные подгруппы: из финитной
аппроксимируемости конечно определенной группы относительно этих предика-
тов при условии разрешимости в ней проблемы равенства вытекает разрешимость
указанных предикатов. Пусть 𝐺 – группа, 𝜌 – предикат, определенный на группе
𝐺 и ее гомоморфных образах. Говорят, что группа 𝐺 финитно аппроксимируема
относительно 𝜌, если для любых элементов группы 𝐺, на которых предикат 𝜌
ложен, существует такая конечная факторгруппа 𝐺/𝑁 , что предикат 𝜌 ложен
для образов в 𝐺/𝑁 этих элементов. Изучению финитной аппроксимируемости
групп относительно равенства из различных классов групп посвящены многие ра-
боты Д.И. Молдаванского и его учеников. В ряде работ изучалась финитная ап-
проксимируемость свободных групп относительно предикатов сопряженности эле-
ментов и возможности извлечения корня 𝑛-ой степени. Г. Баумслаг [4] установил
финитную аппроксимируемость свободных групп относительно сопряженности и
возможности извлечения корня простой степени, т.е. относительно разрешимости
уравнений вида 𝑥−1ℎ𝑥 = 𝑔 и 𝑥𝑝 = 𝑔, где ℎ и 𝑔 – элементы свободной группы.

В работе [8] установлена финитная аппроксимируемость свободных групп отно-
сительно разрешимости уравнений вида [𝑥, 𝑦] = 𝑔 и 𝑥𝑛 = 𝑔, где [𝑥, 𝑦] = 𝑥−1𝑦−1𝑥𝑦 –
коммутатор элементов 𝑥 и 𝑦. В этой же работе [8] построено уравнение вида
𝑤(𝑥1, . . . , 𝑥4, 𝑎1, 𝑎2) = 1 такое, что оно не имеет решения в свободной группе 𝐹2

со свободными образующими 𝑎1 и 𝑎2, но уравнение 𝑤(𝑥1, . . . , 𝑥4, 𝑎1, 𝑎2) = 1 имеет
решение в любой конечной факторгруппе 𝐹2/𝑁 , где 𝑎1 и 𝑎2 – образы в факторгруп-
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пе 𝐹2/𝑁 при естественном гомоморфизме свободных образующих 𝑎1 и 𝑎2 группы
𝐹2.

1. Однокоэффициентные коммутантные уравнения

В ряде работ [5, 7–12] рассматривались уравнения вида

𝑤 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 ) = 𝑔( 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚 ),

где 𝑤 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 ) – групповое слово в алфавите неизвестных 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, т. е. не
содержит констант 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚, а 𝑔( 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚 ) – слово в алфавите констант 𝑎1, . . . ,
𝑎𝑚, т. е. не содержит неизвестных. Они получили название уравнений, разрешен-
ных относительно неизвестных, однокоэффициентных уравнений, уравнений с
правой частью. Проблема разрешимости для таких уравнений иногда называется
проблемой подстановки или проблемой сравнения с образцом. Традиционно счи-
талось, что уравнения такого вида являются «более простыми», чем произвольные
уравнения.

В работе [11] построено такое разрешенное относительно неизвестных урав-
нение 𝑤(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = [𝑎, 𝑏] (однокоэффициентное уравнение) с коммутатором в
правой части, что оно не имеет решения в свободной группе 𝐹𝑛, однако уравнение

𝑤(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = [𝑎1, 𝑎2]

имеет решение в любой конечной факторгруппе 𝐹𝑛/𝑁 , где через 𝑎1 и 𝑎2 обозна-
чены образы свободных образующих 𝑎1 и 𝑎2 свободной группы 𝐹𝑛 относительно
ее естественного гомоморфизма на факторгруппу 𝐹𝑛/𝑁 .

В настоящей заметке усиливается и дополняется этот результат – строится
обладающее аналогичным свойством уравнение, разрешенное относительно неиз-
вестных и имеющее вид 𝑤(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) = [𝑎1, 𝑎2], где [𝑎1, 𝑎2] – коммутатор образу-
ющих элементов 𝑎1 и 𝑎2 свободной группы 𝐹2, а 𝑤(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) – групповое слово
только от переменных (не содержит констант) и, более того, оно принадле-
жит коммутанту свободной группы ⟨⟨𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚⟩⟩.

В работе А.Г. Маканина [12] уравнения вида 𝑤(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑔(𝑎, 𝑏), где слово
𝑤(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) принадлежит коммутанту свободной группы ⟨⟨𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚⟩⟩, т.е. в
этом слове сумма показателей любой переменной 𝑥𝑖 равна нулю, получили назва-
ние коммутантных уравнений. В этой работе доказано, что некоммутантные
уравнения в любой конечно порожденной нильпотентной группе финитно ап-
проксимируемы.

Для произвольных натуральных чисел 𝑝, 𝑞 и 𝑚 обозначим через
𝑤𝑝,𝑞,𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡, 𝑢, 𝑣) слово (𝑥2𝑢)2+𝑝(𝑧−1𝑦2𝑣𝑧)2+𝑞𝑡2𝑚+3 и рассмотрим уравнение

([𝑤𝑝,𝑞,𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡, 𝑢, 𝑣), 𝑢]2 [𝑤𝑝,𝑞,𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡, 𝑢, 𝑣), 𝑣])4 [𝑢, 𝑣] = [𝑎1, 𝑎2].

Заметим, что левая часть уравнения принадлежит коммутанту свободной группы
⟨⟨𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡, 𝑢, 𝑣⟩⟩, т.е. это уравнение является коммутантным.

Справедлива следующая теорема.
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Теорема 1. При любом 𝑛 ≥ 2 и любых неотрицательных 𝑚, 𝑝 и 𝑞 уравнение

([𝑤𝑝,𝑞,𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡, 𝑢, 𝑣), 𝑢]2 [𝑤𝑝,𝑞,𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡, 𝑢, 𝑣), 𝑣])4 [𝑢, 𝑣] = [𝑎1, 𝑎2]

не имеет решения в свободной группе 𝐹𝑛, однако уравнение

([𝑤𝑝,𝑞,𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡, 𝑢, 𝑣), 𝑢]2 [𝑤𝑝,𝑞,𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡, 𝑢, 𝑣), 𝑣])4 [𝑢, 𝑣] = [𝑎1, 𝑎2]

имеет решение в любой конечной факторгруппе 𝐹𝑛/𝑁 , где через 𝑎1 и 𝑎2 обозна-
чены образы свободных образующих 𝑎1 и 𝑎2 свободной группы 𝐹𝑛 относительно
ее естественного гомоморфизма на факторгруппу 𝐹𝑛/𝑁 .

Доказательство. Пусть 𝐹𝑛/𝑁 – конечная факторгруппа свободной группы 𝐹𝑛.
Покажем, что уравнение

([𝑤𝑝,𝑞,𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡, 𝑢, 𝑣), 𝑢]2 [𝑤𝑝,𝑞,𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡, 𝑢, 𝑣), 𝑣])4 [𝑢, 𝑣] = [𝑎1, 𝑎2] (1)

имеет решение в 𝐹𝑛/𝑁 .
Полагаем 𝑈 = 𝑎1, 𝑉 = 𝑎2. Покажем, что уравнение

([𝑤𝑝,𝑞,𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡, 𝑎1, 𝑎2), 𝑎1]2 [𝑤𝑝,𝑞,𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡, 𝑎1, 𝑎2), 𝑎2])4 [𝑎1, 𝑎2] = [𝑎1, 𝑎2] (2)

имеет решение. Для этого достаточно доказать разрешимость уравнения
𝑤𝑝,𝑞,𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡, 𝑎1, 𝑎2) = 1: если 𝑋, 𝑌 , 𝑍, 𝑇 – решение этого уравнения, то 𝑋,
𝑌 , 𝑍, 𝑇 – решение уравнения (2), 𝑋, 𝑌 , 𝑍, 𝑇 , 𝑈 , 𝑉 – решение уравнения (1) в
𝐹𝑛/𝑁 .

Так как 𝑤𝑝,𝑞,𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡, 𝑢, 𝑣) – это слово (𝑥2𝑢)2+𝑝(𝑧−1𝑦2𝑣𝑧)2+𝑞𝑡2𝑚+3, остается
показать, что уравнение

(𝑥2𝑎1)2+𝑝(𝑧−1𝑦2𝑎2𝑧)2+𝑞𝑡2𝑚+3 = 1 (3)

имеет решение 𝑋, 𝑌 , 𝑍, 𝑇 в 𝐹𝑛/𝑁 .
Для произвольного элемента 𝑔 факторгруппы 𝐹𝑛/𝑁 через |𝑔| будем обозначать

его порядок.
Пусть |𝑎1| = 2𝑠(2𝑠′ + 1) и |𝑎2| = 2𝑟(2𝑟′ + 1).

Тогда |𝑎12𝑠
′+1| = 2𝑠 и |𝑎22𝑟

′+1| = 2𝑟.
По теореме Силова [6] в конечной группе 𝐹𝑛/𝑁 найдется такой элемент, что эле-

менты 𝑎1
2𝑠′+1 и ℎ−1𝑎2

2𝑟′+1ℎ принадлежат одной и той же силовской 2-подгруппе.
Значит, этой же силовской 2-подгруппе принадлежит и элемент

𝑔 = (𝑎1
2𝑠′+1)2+𝑝(ℎ−1𝑎2

2𝑟′+1ℎ)2+𝑞.

Поэтому |𝑔| = 2𝑙 при некотором 𝑙.
Существуют такие целые числа 𝛼 и 𝛽, что

1 = 2𝑙𝛼 + (2𝑚 + 3)𝛽.

Тогда 𝑔 = 𝑔𝛽(2𝑚+3), а в качестве решения уравнения (2) можно взять 𝑋 = 𝑎1
𝑠′ ,

𝑌 = 𝑎2
𝑟′ , 𝑍 = ℎ, 𝑇 = (𝑔−1)𝛽 .

Поэтому в качестве решения уравнения (1) можно взять, например, 𝑈 = 𝑎1,

𝑉 = 𝑎2, 𝑋 = 𝑎1
𝑠′ , 𝑌 = 𝑎2

𝑟′ , 𝑍 = ℎ, 𝑇 = (𝑔−1)𝛽 .
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Остается показать, что уравнение

([𝑤𝑝,𝑞,𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡, 𝑢, 𝑣), 𝑢]2 [𝑤𝑝,𝑞,𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡, 𝑢, 𝑣), 𝑣])4 [𝑢, 𝑣] = [𝑎1, 𝑎2]

не имеет решения в свободной группе 𝐹𝑛. Предположим противное, т.е. что это
уравнение имеет решение 𝑈 , 𝑉 , 𝑋, 𝑌 , 𝑍, 𝑇 в свободной группе 𝐹2.

В работе [9] А.А. Вдовина доказала гипотезу Эдмундса и Розенберга: если в
свободной группе выполняется равенство [𝑠, 𝑡][𝑢, 𝑣] = 𝑥𝑘 и 𝑥 ̸= 1, то 𝑘 ≤ 3. Поэтому
из равенства

([𝑤𝑝,𝑞,𝑚(𝑋,𝑌, 𝑍, 𝑇, 𝑈, 𝑉 ), 𝑈 ]2 [𝑤𝑝,𝑞,𝑚(𝑋,𝑌, 𝑍, 𝑇, 𝑈, 𝑉 ), 𝑉 ])4 [𝑈, 𝑉 ] = [𝑎1, 𝑎2]

следуют равенства

[𝑤𝑝,𝑞,𝑚(𝑋,𝑌, 𝑍, 𝑇, 𝑈, 𝑉 ), 𝑈 ]2 [𝑤𝑝,𝑞,𝑚(𝑋,𝑌, 𝑍, 𝑇, 𝑈, 𝑉 ), 𝑉 ] = 1 (4)

и [𝑈, 𝑉 ] = [𝑎1, 𝑎2].
А.И. Мальцев в работе [5] доказал, что из последнего равенства следует: 𝑈 и

𝑉 – свободные образующие группы 𝐹2.
Поэтому существует такой автоморфизм 𝜙 группы 𝐹2, что 𝜙(𝑈) = 𝑎 и

𝜙(𝑉 ) = 𝑏.
Введем обозначения 𝜙(𝑋) = 𝑋, 𝜙(𝑌 ) = 𝑌 , 𝜙(𝑍) = 𝑍, 𝜙(𝑇 ) = 𝑇 .
Из равенства (4) получаем

[𝑤𝑝,𝑞,𝑚(𝑋,𝑌 , 𝑍, 𝑇 , 𝑎1, 𝑎2), 𝑎1]2 [𝑤𝑝,𝑞,𝑚(𝑋,𝑌 , 𝑍, 𝑇 , 𝑎1, 𝑎2), 𝑎2] = 1. (5)

Из последнего равенства получаем равенства [11]

[𝑤𝑝,𝑞,𝑚(𝑋,𝑌 , 𝑍, 𝑇 , 𝑎1, 𝑎2), 𝑎1] = 1 & [𝑤𝑝,𝑞,𝑚(𝑋,𝑌 , 𝑍, 𝑇 , 𝑎1, 𝑎2), 𝑎2] = 1, (6)

из которых следует
𝑤𝑝,𝑞,𝑚(𝑋,𝑌 , 𝑍, 𝑇 , 𝑎1, 𝑎2) = 1, (7)

т.е.
(𝑋

2
𝑎1)2+𝑝(𝑍

−1
𝑌

2
𝑎2𝑍)2+𝑞𝑇

2𝑚+3
= 1.

Г. Щютценбергер в работе [15] показал, что из последнего равенства следует: в
свободной группе 𝐹2 найдется такой элемент 𝐴 и такие целые числа 𝛾 и 𝛿, что

𝑋
2
𝑎1 = 𝐴𝛾 , 𝑍

−1
𝑌

2
𝑎2𝑍 = 𝐴𝛿.

Покажем, что это невозможно.
Для произвольного элемента 𝑤 свободной группы 𝐹𝑛 и произвольного 𝑖

(1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛) через |𝑤|𝑎𝑖
обозначим сумму показателей образующего элемента 𝑎𝑖

в выражении 𝑤 через свободные образующие 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛. Тогда, с одной стороны,

2 - |𝑋2
𝑎1|𝑎1

= 𝛾|𝐴|𝑎1
,

2 - |𝑍−1
𝑌

2
𝑎2𝑍|𝑎2

= 𝛿|𝐴|𝑎2
.

Поэтому 2 - 𝛾, 2 - |𝐴|𝑎1
, 2 - 𝛿, 2 - |𝐴|𝑎2

.
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Но, с другой стороны,

2 | |𝑋2
𝑎1|𝑎2

= 𝛾|𝐴|𝑎2
,

2 | |𝑍−1
𝑌

2
𝑎2𝑍|𝑎1

= 𝛿|𝐴|𝑎1
.

Поэтому или 2 | 𝛾, или 2 - |𝐴|𝑎1 , или 2 - 𝛿, или 2 - |𝐴|𝑎2 .
Полученное противоречие завершает доказательство теоремы.

Заключение

Рассмотренное в теореме уравнение имеет вид 𝑤(𝑥1, . . . , 𝑥6) = [𝑎1, 𝑎2]. Пред-
ставляет интерес вопрос о возможности уменьшения числа неизвестных в левой
части уравнения и длины слова в его правой части. Ясно, что число неизвест-
ных в левой части должно быть не меньше двух, так как при 𝑚 = 1 уравнение
𝑤(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) = 𝑔 принимает вид 𝑥𝑛

1 = 𝑔, а в работе [8] показано, что такое урав-
нение имеет решение в свободной группе 𝐹2 тогда и только тогда, когда оно имеет
решение в любой конечной факторгруппе 𝐹2/𝑁 . Длина правой части равна 4.
Можно показать, что ее нельзя уменьшить.
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We construct an equation (resolved with respect to unknowns) such that
(i) it has no solution in 𝐹2 (a free group of rank 2), but (ii) it has a solution
in any finite homomorphic image of 𝐹2. The left-hand-side of this equation
belongs to the derived subgroup (i.e. has zero sum of exponents in each
variable), while its right-hand-side is the commutator of two generators of
𝐹2.

Keywords: free group, equation in a free group, residual finiteness, com-
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