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В работе предложен новый подход, который позволяет провести сравни-
тельный анализ критериев проверки отклонения от нормального зако-
на. Использование в качестве альтернативных гипотез серии распреде-
лений, последовательно сходящихся к нормальному закону, позволило
ввести интервальную шкалу, по которой можно определить не только
какой из сравниваемых критериев лучше, но и насколько лучше.
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Введение

Среди всех типов распределений нормальное распределение играет важней-
шую роль в теории вероятностей и математической статистике. Нормальный за-
кон распределения наиболее часто встречается при решении практических задач.
Теоретическое обоснование нормального закона как предельного закона даёт цен-
тральная предельная теорема: при суммировании большого числа независимых
(слабо зависимых) случайных величин закон распределения суммы неограничен-
но приближается к нормальному [2].

Ряд статистических процедур, таких как проверка параметрических гипотез о
числовых характеристиках случайных величин, дисперсионный анализ и др., ба-
зируются на предположении о том, что выборка извлечена из нормально распреде-
лённой генеральной совокупности; при сглаживании данных методом наименьших
квадратов считается, что ошибки подчиняются нормальному закону распределе-
ния и пр.

Проблеме проверки статистических гипотез об отклонении распределения от
нормального посвящено большое количество публикаций. Предложено большое
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число критериев (тестов), изучаются их свойства, проводятся сравнительные ис-
следования критериев при различных условиях.

При проверке гипотезы о виде распределения выдвигается «нулевая» гипотеза
о том, что функция распределения случайной величины 𝑋 совпадает с некоторой
известной функцией 𝐹0(𝑥, 𝜃):

𝐻0 : 𝐹 (𝑥) = 𝐹0(𝑥, 𝜃), (1)

где 𝜃 – параметр закона распределения (скалярный или векторный) [6].
Задача проверки гипотезы (1) называется задачей проверки согласия. Любой

критерий для (1) называется критерием согласия [4].
При проверке согласия обычно конкурирующая гипотеза не высказывается в

явном виде – под конкурирующей гипотезой подразумевается то, что данные на-
блюдений противоречат высказанной гипотезе [9].

Однако при решении задачи проверки согласия возникает необходимость вы-
бора того или иного критерия согласия, желательно знать, какой из критериев
лучше в тех или иных условиях.

Сравнение критериев согласия проводится по их мощности. Мощность – это ве-
роятность отклонения нулевой гипотезы 𝐻0, когда верна альтернативная гипотеза
𝐻1. Мощность теста рассматривается по отношению к конкретной альтернативной
гипотезе.

Альтернативная гипотеза задаётся в виде:

𝐻1 : 𝐹 (𝑥) = 𝐹1(𝑥, 𝜃).

При проверке статистических гипотез об отклонении распределения от нор-
мального в качестве альтернативных (конкурирующих) гипотез 𝐻1 принимаются
законы распределения, плотность которых достаточно близка к плотности распре-
деления нормального закона. Например, в работах [6–8] в качестве конкурирую-
щих гипотез рассматриваются обобщённое нормальное распределение, распреде-
ление Лапласа, логистическое распределение. В работе [17] – бета-распределение,
𝜒2, логистическое, логнормальное, Стьюдента, нецентральное 𝜒2–распределение и
др. Параметры альтернативных распределений подбираются так, чтобы распреде-
ление не сильно бы отличалось от нормального. Альтернативные распределения
могут быть разбиты на группы: симметричные, несимметричные, модифициро-
ванные нормальные [11,18].

Особенностью получаемых результатов при сравнительной оценке мощности
критериев проверки отклонения распределения от нормального закона являет-
ся то, что ранжирование критериев в порядке предпочтения в сильной степени
зависит от характера альтернативного распределения. Однако исследователь, ко-
торому важен ответ на вопрос: можно ли считать рассматриваемую выборку при-
надлежащей к нормально распределённой генеральной совокупности, не должен
при выборе критерия задаваться вопросом об альтернативном распределении.

Целесообразным является не только ранжирование критериев проверки от-
клонения распределения от нормального закона по мощности безотносительно к
виду альтернативного распределения, но и введение количественной меры степени
отклонения, что позволило бы перейти от ранжирования критериев к их количе-
ственному сравнению.
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Для решения такой задачи предлагается задать упорядоченный набор альтер-
нативных гипотез – последовательность распределений, сходящихся к нормально-
му. В качестве такой последовательности можно рассматривать нормированную
сумму независимых одинаково распределённых случайных величин. Закон рас-
пределения такой случайной величины в соответствие с центральной предельной
теоремой неограниченно приближается к нормальному закону.

1. Постановка задачи

Необходимо провести сравнительный анализ критериев проверки отклоне-
ния от нормального закона с использованием в качестве альтернативных ги-
потез серию распределений, последовательно сходящихся к нормальному зако-
ну. В качестве такой последовательности могут служить законы распределения
𝐺1(𝑥), 𝐺2(𝑥), . . . , 𝐺𝑘(𝑥), . . . , получаемые в результате суммирования независимых
одинаково распределённых случайных величин. 𝑘-й член такой последовательно-
сти 𝐺𝑘(𝑥) соответствует закону распределения случайной величины 𝑋𝑘, получае-
мой в результате суммирования 𝑘 слагаемых:

𝑋𝑘 =

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑌𝑖, (2)

где 𝑌1, . . . , 𝑌𝑘 – непрерывные независимые одинаково распределённые случайные
величины.

Выборка из генеральной совокупности, подчиняющейся закону распределения
𝐺𝑘(𝑥), имеет вид (𝑋𝑘1, 𝑋𝑘2, . . . , 𝑋𝑘𝑛), где 𝑛 – объём выборки.

Рассмотрим произвольный критерий отклонения распределения от нормально-
го; без потери общности будем считать, что критическая область – правосторон-
няя. Нулевая гипотеза имеет вид

𝐻0 : 𝐹 (𝑥) = Φ

(︂
𝑥−𝑚𝑥

𝜎𝑥

)︂
,

где Φ(·) – функция распределения стандартной нормально распределённой слу-
чайной величины; 𝑚𝑥, 𝜎𝑥 – математическое ожидание и среднее квадратическое
отклонение нормально распределённой случайной величины 𝑋.

Для каждого критерия существует своя статистика 𝑍 – функция случайных
аргументов 𝑍 = 𝑍(𝑋𝑘1, 𝑋𝑘2, . . . , 𝑋𝑘𝑛) – статистика, имеющая плотность распре-
деления 𝑓(𝑧|𝐻0) при условии, что гипотеза 𝐻0 верна. При известном законе рас-
пределения 𝑓(𝑧|𝐻0) статистики 𝑍, соответствующей рассматриваемому критерию,
граница 𝑧, разделяющая область допустимых значений (ОДЗ) и критическую об-
ласть (КРО) статистики 𝑍, может быть найдена из выражения

∞�

𝑧

𝑓(𝑧|𝐻0)𝑑𝑧 = 𝛼,

где уровень значимости 𝛼 соответствует вероятности ошибки первого рода – оши-
бочно отклонить гипотезу 𝐻0, когда она верна.
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Вероятность ошибки второго рода 𝛽 (отклонить верную альтернативную ги-
потезу) определяется при чётко сформулированной альтернативной гипотезе. В
качестве альтернативной гипотезы 𝐻𝑘, 𝑘 = 1, 2 . . ., рассмотрим гипотезу вида

𝐻𝑘 : 𝐹 (𝑥) = 𝐺𝑘(𝑥).

Тогда

𝛽 =

𝑧�

−∞

𝑓(𝑧|𝐻𝑘)𝑑𝑧,

где 𝑓(𝑧|𝐻𝑘) – плотность распределения статистики 𝑍 при условии, что верна аль-
тернативная гипотеза 𝐻𝑘.

Очевидно, что с увеличением числа слагаемых 𝑘 в (2) закон распределения
𝐺𝑘(𝑥) случайной величины 𝑋𝑘 будет сходиться к нормальному закону, следствием
чего будет рост вероятности ошибки второго рода 𝛽 (см. Рис. 1).

Рис. 1: Рост вероятности ошибки второго рода 𝛽 при увеличении числа слагае-
мых 𝑘

Примем некоторое предельно допустимое значение 𝛽пр вероятности ошибки
второго рода, когда вероятность отклонения верной альтернативной гипотезы бу-
тет неприемлемо велика. Тогда найдётся такое значение 𝑘 = 𝑘пр, которое удовле-
творяет условию 𝑘пр = inf{𝑘 : 𝛽 ≥ 𝛽пр}.

Можно считать, что при сравнении нескольких критериев наилучшим будет
тот, который при последовательном увеличении 𝑘 будет дольше всех способен
распознать верную гипотезу 𝐻𝑘 (т.е. критерий, имеющий максимальное значе-
ние 𝑘пр). Тогда по шкале значений 𝑘 можно упорядочить сравниваемые критерии.
Введение числовой шкалы позволит не только упорядочить приоритетный ряд ис-
пользуемых при проверке критериев, но и судить, насколько один критерий лучше
другого.
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Таким образом, для решения задачи сравнительного анализа критериев про-
верки отклонения распределения от нормального закона необходимо обосновать
последовательность распределений 𝐺𝑘, исследовать поведение ошибок второго ро-
да (или мощности) с увеличением значения 𝑘 и определить для каждого из иссле-
дуемых критериев соответствующее ему значение 𝑘пр.

2. Последовательность альтернативных распределений

Наиболее иллюстративным примером применения центральной предельной
теоремы является датчик нормально распределённых случайных величин, реали-
зуемый в ряде библиотек программ. Считается, что нормированная сумма всего
лишь 12 равномерно распределённых случайных величин достаточно хорошо за-
даёт стандартное нормальное распределение.

Для того, чтобы вводимая шкала не была бы грубой, в качестве последователь-
ности распределений целесообразно выбрать по возможности медленно сходящееся
к нормальному с ростом 𝑘 распределение.

Другим требованием при выборе альтернативных распределений является воз-
можность аналитического вычисления значения функции распределения 𝐺𝑘(𝑥)
при любом 𝑘.

Таким требованиям отвечают, например, распределение Эрланга и хи-квадрат
распределение.

Если 𝑌1, . . . , 𝑌𝑘 – независимые экспоненциальные одинаково распределённые
случайные величины с параметром 𝜆, то сумма (2) подчиняется распределению
Эрланга с параметрами 𝑘 и 𝜃 = 1/𝜆.

Параметры 𝑘 и 𝜃 являются параметрами формы и масштаба соответственно.
Функция распределения случайной величины 𝑋𝑘, подчиняющейся закону Эрлан-
га, имеет вид:

𝐺𝑘(𝑥) =
1

Γ(𝑘)
𝛾
(︁
𝑘,

𝑥

𝜃

)︁
,

где Γ(·) – гамма-функция; 𝛾(·) – неполная гамма-функция.
Числовые характеристики определяются следующим образом:

𝑀 [𝑋𝑘] = 𝑘𝜃, 𝐷[𝑋𝑘] = 𝑘𝜃2. (3)

Зная числовые характеристики, можно легко построить функцию распределе-
ния нормированной случайной величины

𝑉𝑘 =
𝑋𝑘 −𝑀 [𝑋𝑘]√︀

𝐷[𝑋𝑘]
.

На Рис. 2 приведены зависимости 𝐺𝑘(𝑣) при различных значениях 𝑘.
Если 𝑌1, . . . , 𝑌𝑘 – независимые одинаково распределённые по закону хи-квадрат

случайные величины с одной степенью свободы, то сумма (2) подчиняется распре-
делению хи-квадрат с 𝑘 степенями свободы.

Функция распределения случайной величины, подчиняющейся закону распре-
деления хи-квадрат, имеет вид:

𝐺𝑘(𝑥) =
1

Γ(𝑘/2)
𝛾

(︂
𝑘

2
,
𝑥

𝜃

)︂
;
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Рис. 2: Функции распределения нормированной случайной величины 𝑉𝑘, подчиня-
ющейся закону Эрланга

распределение хи-квадрат задаётся единственным параметром 𝑘.
Математическое ожидание и дисперсия определяются следующим образом:

𝑀 [𝑋𝑘] = 𝑘, 𝐷[𝑋𝑘] = 2𝑘. (4)

Функции распределения нормированной (хи-квадрат распределённой) случай-
ной величины 𝑉𝑘 при различных 𝑘 приведены на Рис. 3.

Рис. 3: Функции распределения нормированной случайной величины 𝑉𝑘, подчиня-
ющейся закону хи-квадрат

Функции распределения 𝐹 (𝑥) и 𝐺𝑘(𝑥) – непрерывные функции. Расстояние
между непрерывными функциями определяется как максимум абсолютной разно-
сти ординат по всей области их определения:

𝜌(𝐹 (𝑥), 𝐺𝑘(𝑥)) = max
𝑥∈(−∞,∞)

|𝐹 (𝑥) −𝐺𝑘(𝑥)|;

это расстояние может быть найдено с использованием функции распределения Φ(·)
стандартной нормально распределённой случайной величины и функции распре-
деления нормированной случайной величины, распределённой по закону Эрланга
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или хи-квадрат:

𝜌(Φ(𝑣), 𝐺𝑘(𝑣)) = max
𝑣∈(−∞,∞)

|Φ(𝑣) −𝐺𝑘(𝑣)|.

Графическая иллюстрация расстояния между двумя функциями распределе-
ния нормированных случайных величин приведена на Рис. 4.

Рис. 4: Расстояние между двумя функциями распределения нормированных слу-
чайных величин

С использованием данного подхода была исследована сходимость законов рас-
пределения Эрланга и хи-квадрат к нормальному закону с увеличением значения
𝑘. Как видно из Рис. 5, скорость сходимости к нормальному хи-квадрат распре-
деления ниже скорости сходимости гамма-распределения.

Рис. 5: Скорость сходимости к нормальному хи-квадрат и гамма- распределений

Таким образом, в качестве последовательности конкурирующих распределений
целесообразно выбрать хи-квадрат распределение.

3. Методика статистического моделирования

При проведении статистического моделирования генерируется выборка объ-
ёмом 𝑛 случайной величины 𝑋𝑘, подчиняющейся распределению хи-квадрат с
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числом степеней свободы 𝑘. Эта выборка подвергается проверке с помощью вы-
бранного критерия при заданном уровне значимости 𝛼, по результатам которой
принимается решение в пользу гипотезы 𝐻0 (генеральная совокупность имеет нор-
мальное распределение) или в пользу альтернативной гипотезы 𝐻1 (генеральная
совокупность имеет распределение хи-квадрат с числом степеней свободы 𝑘). По
результатам серии реализаций определяется вероятность ошибки второго рода.

С увеличением числа степеней свободы 𝑘 растёт вероятность ошибки второго
рода. Моделирование проводится до тех пор, пока вероятность ошибки 𝛽 не до-
стигнет предельного значения 𝛽пр. По результатам моделирования фиксируется
значение 𝑘пр.

Моделирование проводится для различных объёмов выборки 𝑛 и значений
уровня значимости 𝛼.

Генерирование случайных чисел легко реализуется исходя из определения хи-
квадрат распределения. Однако в пакетах стандартных программ часто исполь-
зуется алгоритм, основанный на том, что случайная величина 𝑋𝑘, имеющая хи-
квадрат распределение с 𝑘 степенями свободы, и случайная величина 𝑌 (1, 𝑘/2),
имеющая гамма-распределение с параметром масштаба, равным единице, и пара-
метром формы, равным 𝑘/2, связаны соотношением 𝑋𝑘 ∼ 2𝑌 (1, 𝑘/2) [1].

Рассмотрим в качестве примера поведение статистики критерия Жарка-Бера.
Для нормально распределённой случайной величины коэффициент асимметрии
равен нулю, а коэффициент эксцесса равен трём. Критерий Жарка-Бера основан
на сопоставлении выборочных значений коэффициентов асимметрии и эксцесса с
теоретическими значениями. Вычисляется статистика

𝑍𝐽𝐵 =
𝑛

6

(︂
𝑆2 +

(𝐾 − 3)2

4

)︂
,

где 𝑆, 𝐾 – выборочные коэффициенты асимметрии и эксцесса, соответственно.

Если данные получены из нормального распределения, статистика 𝑍𝐽𝐵 асимп-
тотически распределена по закону хи-квадрат с двумя степенями свободы.

Поведение функции распределения 𝐹 (𝑍𝐽𝐵 |𝐻𝑘) статистики 𝑍𝐽𝐵 проиллюстри-
ровано на Рис. 6. Расчёты проведены для 𝑛 = 50. При расчётах использовалась
функция jbtest пакета MATLAB.

Рис. 6: Поведение функции распределения 𝐹 (𝑍𝐽𝐵 |𝐻𝑘) статистики 𝑍𝐽𝐵
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Критическое значение статистики 𝑍𝐽𝐵 , соответствующее уровню значимости
𝛼 = 0.05, равно 𝜒2

2;0.95 = 5.99. По результатам расчётов легко определить величину
вероятности ошибки второго рода 𝛽:

𝛽 = 𝑃 (𝑍𝐽𝐵 < 𝑍𝐽𝐵) = 𝐹 (𝑍𝐽𝐵 |𝐻𝑘).

Так, 𝛽 = 0.590 при 𝑘 = 10; 𝛽 = 0.801 при 𝑘 = 25; 𝛽 = 0.883 при 𝑘 = 50 ; 𝛽 = 0.921
при 𝑘 = 100.

Таким образом, предложенный подход позволяет рассчитать вероятность
ошибки 𝛽 при заданном значении 𝑘, а, следовательно, и найти в интересах ре-
шения поставленной задачи такое значение 𝑘пр, при котором 𝛽 > 𝛽пр.

4. Результаты статистического моделирования

Помимо критерия Жарка-Бера в работе для проверки отклонения критерия
распределения от нормального использовались следующие критерии: Шапиро-
Уилка, Андерсона-Дарлинга, Лиллиефорса.

Критерий 𝑊 Шапиро-Уилка [16] основан на отношении оптимальной линей-
ной несмещённой оценки дисперсии к оценке, найденной методом максимального
правдоподобия [5]. Статистика критерия Шапиро-Уилка имеет вид:

𝑍𝑆𝑊 =

(︀∑︀𝑛
𝑖=1 𝑎𝑖𝑋(𝑖)

)︀2∑︀𝑛
𝑖=1(𝑥𝑖 −𝑚*

𝑥)2
,

где 𝑎𝑖 – заданные коэффициенты; 𝑋(𝑖) – порядковые статистики; 𝑚*
𝑥 – оценка

математического ожидания.
В стандарте [3] значения коэффициентов приведены для объёма выборки от

8 до 50. В работах [14, 15] приведены аппроксимации коэффициентов 𝑎𝑖, позво-
ляющие применять критерий Шапиро-Уилка и при больших объёмах выборки.
Расчёты проводились с использованием подпрограммы [12].

Критерий Андерсона-Дарлинга [10] относится к семейству критериев, основан-
ных на сравнении эмпирической и теоретической функций распределения. Стати-
стика критерия Андерсона-Дарлинга при проверке гипотезы отклонения распре-
деления от нормального имеет вид:

𝑍𝐴𝐷 = −𝑛− 1

𝑛
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,

где 𝑌(𝑖) – нормированная случайная величина:

𝑌(𝑖) =
𝑋(𝑖) −𝑚*

𝑥

𝜎*
𝑥

.

Критерий Лиллиефорса [13] представляет собой модификацию критерий Кол-
могорова для проверки сложной гипотезы о согласии наблюдаемой выборки с нор-
мальным законом, когда по этой же выборке оцениваются оба параметра закона.

Результаты расчётов вероятности ошибки 𝛽 в зависимости от значения 𝑘 при
различных объёмах выборки 𝑛 при уровне значимости 𝛼 = 0.05 приведены на
Рис. 7–10.
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Рис. 7: Зависимость 𝛽(𝑘) при использовании критерия Шапиро-Уилка

Рис. 8: Зависимость 𝛽(𝑘) при использовании критерия Жарка-Бера

Рис. 9: Зависимость 𝛽(𝑘) при использовании критерия Андерсона-Дарлинга
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Рис. 10: Зависимость 𝛽(𝑘) при использовании критерия Лиллиефорса

Как видно из результатов расчётов зависимости 𝛽(𝑘|𝑛) индивидуальны для
каждого из рассматриваемых критериев.

Рост вероятности ошибки второго рода с увеличением значения 𝑘 в значитель-
ной степени определяются объёмом выборки 𝑛 – с увеличением объёма выборки
темпы роста падают; при малых объёмах выборки рост 𝛽(𝑘) очень резкий, при
больших – пологий. Достаточно чётко проявляется разница в темпе роста зависи-
мости 𝛽(𝑘) при объёмах выборки 𝑛 = 50.

Предлагается в качестве интервальной шкалы, с использованием которой мож-
но определить не только какой из критериев лучше, но и на сколько, шкалу зна-
чений 𝑘пр = inf{𝑘 : 𝛽 ≥ 𝛽пр}, вычисляемых при условии 𝛼 = 0.05, 𝑛 = 50 и
𝛽пр = 0.8.

Рисунки 7–10 иллюстрируют порядок определения нахождения значения 𝑘пр.
На Рис. 11 приведены результаты сравнительной оценки рассмотренных критери-
ев проверки отклонения распределения от нормального закона.

Наилучшим критерием с большим отрывом является критерий Шапиро-Уилка
(𝑘пр = 41), затем – критерии Жарка-Бера (𝑘пр = 32) и Андерсона-Дарлинга
(𝑘пр = 28); замыкает список рассмотренных критериев – критерий Лиллиефор-
са (𝑘пр = 19).

Рис. 11: Результаты сравнительной оценки рассмотренных критериев проверки
отклонения распределения от нормального закона

Заключение

В работе рассмотрена задача упорядочивания статистических критериев про-
верки гипотез об отклонении распределения от нормального. В качестве альтерна-
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тивных гипотез предложено использовать серию распределений, последовательно
сходящихся к нормальному закону. Этому требованию отвечает распределение хи-
квадрат, сходящееся к нормальному с ростом числа степеней свободы 𝑘.

Для сравнения различных критериев проверки отклонения распределения от
нормального предложено использовать шкалу значений числа степеней свободы,
при которых ошибка второго рода превышает установленное предельное значение
при заданных уровне значимости и объёме выборки.

В качестве примера проведено сравнение четырёх критериев проверки откло-
нения распределения от нормального; показано, что наилучшим среди рассмот-
ренных с большим отрывом является критерий Шапиро-Уилка, затем – критерии
Жарка-Бера и Андерсона-Дарлинга, замыкает список – критерий Лиллиефорса.
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The paper proposes a new approach that allows a comparative analysis
of the normality tests. Using a series of distributions that consistently
converge to the normal law as alternative hypotheses allowed us to introduce
an interval scale by which it is possible to determine not only which of the
compared criteria is better, but also how much better.
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