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В работе рассмотрено асимптотическое поведение резерва организации,
подверженной риску в случае, когда число факторов, приводящих к
убытку, случайно. Помимо новых результатов работа содержит обзор
последних результатов автора, касающихся асимптотического поведе-
ния резервов страховых компаний. Проведено асимптотическое срав-
нение деятельности таких организаций в терминах необходимого доба-
вочного числа таких факторов. Рассмотрены два примера, иллюстри-
рующие полученные результаты. Первый пример касается сумм незави-
симых случайных величин, а во втором рассматривается трёхточечное
симметричное распределение и распределение Пуассона.
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1. Введение

Всюду ниже под организацией, подверженной риску, будем понимать страхо-
вую компанию (фирму), а под факторами риска ее клиентов, страхующих свои
потери. Хотя, например, под такой организацией можно рассматривать лечебное
учреждение, а под факторами риска - ее больных (в случайном числе, например, в
условиях пандемии). Итак, рассмотрим простейшую модель страхования, в кото-
рой в течение разных отчётных периодов одинаковой длины (скажем, месяцев или
лет) происходит разное число страховых событий (страховых выплат или заклю-
чений страховых контрактов). Подобного рода ситуации возникают, например, в
медицине, когда число пациентов с тем или иным заболеванием варьируется от
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года к году, в технике, когда при испытании на надежность (скажем, при опреде-
лении наработки на отказ) разных партий приборов, число отказавших приборов
в разных партиях будет разным и заранее неопределённым. В таких ситуациях
число клиентов, которые доступны страховой компании и заранее не известны, ра-
зумно считать случайной величиной. В силу указанных обстоятельств вполне есте-
ственным становится изучение асимптотического поведения деятельности страхо-
вой компании в случае, когда число клиентов случайно. На естественность такого
подхода, в частности, обратили внимание авторы работ [1–5].

В работе изучается асимптотическое поведение необходимого резерва страхо-
вой компании в случае, когда число клиентов страховой фирмы случайно. При-
веден обзор последних результатов, касающихся этой проблематики (см. работы
[11–15]). Получены асимптотические разложения (а.р.) необходимого резерва стра-
ховой компании. Проведено асимптотическое сравнение деятельности страховых
компаний в терминах необходимого добавочного числа клиентов (асимптотиче-
ский дефект). Рассмотрены два примера, иллюстрирующие полученные результа-
ты. Первый пример касается сумм независимых случайных величин, а во втором
рассматривается трёхточечное симметричное распределение.

1.1 Асимптотический дефект и его свойства

Рассмотрим две статистические процедуры Π*
𝑛 и Π𝑛 с мерами качества 𝜋*

𝑛 и 𝜋𝑛
соответственно. Здесь 𝑛 – число наблюдений 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛, на которых основаны эти
процедуры. При этом предполагается, что статистическая процедура Π*

𝑛 является
в некотором смысле «оптимальной», а процедура Π𝑛 – конкурирующей. Например,
в задаче статистического оценивания в качестве меры качества обычно выступает
среднеквадратичное отклонение оценки от оцениваемой функции, тогда 𝜋*

𝑛 ≤ 𝜋𝑛,
а в задаче проверки статистических гипотез в качестве меры качества критериев
рассматривают их мощность и тогда 𝜋*

𝑛 ≥ 𝜋𝑛.
Обозначим через 𝑚(𝑛) необходимое число наблюдений, которое требуется про-

цедуре Π𝑚(𝑛), основанной на наблюдениях 𝑋1, . . . , 𝑋𝑚(𝑛), для достижения тако-
го же качества, что и «лучшей» процедуре Π*

𝑛, основанной на 𝑛 наблюдени-
ях 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛. Ниже рассматривается асимптотический подход, означающий, что
𝑛 → ∞. Под асимптотической относительной эффективностью (АОЭ) процедуры
Π𝑚(𝑛) по отношению к процедуре Π*

𝑛 понимается предел (в случае его существо-
вания и независимости от последовательности 𝑚(𝑛)) вида (см., например, [9])

𝑒 ≡ lim
𝑛→∞

𝑛

𝑚(𝑛)
.

Например, предположим, что 𝑒 = 1/3, тогда при больших значениях числа на-
блюдений 𝑛 величина 𝑚(𝑛) приближённо равна 3𝑛, поэтому процедуре Π𝑚(𝑛) для
достижения такого же качества, что и процедуре Π*

𝑛, требует примерно в три раза
больше наблюдений.

Вместо отношения необходимого числа наблюдений, естественно, можно было
бы рассматривать разность вида 𝑚(𝑛) − 𝑛, которая тоже имеет наглядный смысл
необходимого дополнительного числа наблюдений, требующихся процедуре Π𝑚(𝑛)

для достижения того же качества, что и процедуре Π*
𝑛. Однако, исторически сло-

жилось так, что многие авторы сначала исследовали асимптотические свойства
отношения 𝑛/𝑚(𝑛) (возможно, в силу относительной простоты его поведения).
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Впервые общее асимптотическое исследование поведения разности 𝑚(𝑛) − 𝑛
было предпринято в 1970 году Ходжесом и Леманом (см. работу [7]). Они назвали
разность 𝑚(𝑛) − 𝑛 дефектом (deficiency) конкурирующей процедуры Π𝑚(𝑛) отно-
сительно процедуры Π*

𝑛 и предложили обозначение

𝑑𝑛 = 𝑚(𝑛) − 𝑛. (1.1)

Если предел lim𝑛→∞ 𝑑𝑛 существует, то он называется асимптотическим дефек-
том процедуры Π𝑚(𝑛) относительно процедуры Π*

𝑛 и обозначается символом 𝑑.
Часто 𝑑 называют просто дефектом Π𝑚(𝑛) относительно Π*

𝑛. Заметим, что если
АОЭ 𝑒 ̸= 1, то 𝑑 = ∞ и этот случай малоинтересен. В работе [7] также было
отмечено, что существуют статистические задачи, в которых типичным образом
возникает случай 𝑒 = 1 (см., например, книгу [10] и работы [11, 12]), то есть в
этом случае понятие АОЭ не даёт ответа на вопрос какая процедура лучше и по-
нятие дефекта проясняет эту ситуацию, поскольку в этом случае асимптотический
дефект может, в принципе, быть любым.

Предположим, например, что 𝑑 = 7. Тогда для больших значений 𝑛 величи-
на 𝑚(𝑛) равна приближённо 𝑛 + 7. Чтобы получить ту же величину критерия
качества процедуре Π𝑚(𝑛) требуется примерно на семь наблюдений больше, чем
процедуре Π*

𝑛.
Таким образом дефект процедуры Π𝑚(𝑛) относительно процедуры Π*

𝑛 показы-
вает сколько добавочных наблюдений примерно требуется, если мы настаиваем
на использовании процедуры Π𝑚(𝑛) вместо процедуры Π*

𝑛, и поэтому создаёт есте-
ственный базис для их асимптотического сравнения в случае 𝑒 = 1. Исследование
асимптотического поведения дефекта 𝑑𝑛 технически более сложно, чем нахожде-
ние предела 𝑒. Часто оно требует построения асимптотических разложений (а.р.)
для соответствующих функций, характеризующих качество оценок (см., напри-
мер, книги [8-10]).

Напомним, что статистические процедуры Π*
𝑛 и Π𝑛 имеют меры качества 𝜋*

𝑛 и
𝜋𝑛 соответственно, тогда по определению величины 𝑑𝑛 = 𝑚(𝑛) − 𝑛, для каждого
𝑛 должно выполняться равенство

𝜋*
𝑛 = 𝜋𝑚(𝑛). (1.2)

При решении уравнения (1.2) целочисленную величину 𝑚(𝑛) следует рассмат-
ривать как переменную, принимающую произвольные действительные значения.
Для этого можно определить функцию 𝜋𝑚(𝑛) для нецелых значений 𝑚(𝑛) по фор-
муле

𝜋𝑚(𝑛) =
(︀
1 − 𝑚(𝑛) + [𝑚(𝑛)]

)︀
𝜋[𝑚(𝑛)] +

(︀
𝑚(𝑛) − [𝑚(𝑛)]

)︀
𝜋[𝑚(𝑛)]+1

(см. работу [7]).
Типичным образом функции 𝜋*

𝑛 и 𝜋𝑛 неизвестны точно и используются их ап-
проксимации. Предположим, что справедливы асимптотические разложения вида

𝜋*
𝑛 =

𝑎

𝑛𝑟
+

𝑏

𝑛𝑟+𝑠
+ o

(︀
𝑛−𝑟−𝑠

)︀
, (1.3)

𝜋𝑛 =
𝑎

𝑛𝑟
+

𝑐

𝑛𝑟+𝑠
+ o

(︀
𝑛−𝑟−𝑠

)︀
, (1.4)
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где 𝑎, 𝑏 и 𝑐 – некоторые постоянные не зависящие от 𝑛, а 𝑟 > 0, 𝑠 > 0 – некото-
рые константы, определяющие порядок убывания по 𝑛 этих критериев качества.
Первый член в этих асимптотических разложениях одинаков и это отражает тот
факт, что АОЭ этих процедур равна единице. Из соотношений (1.1) – (1.4) легко
получить, что (см. работу [7] или книгу [9])

𝑑𝑛 =
𝑐 − 𝑏

𝑟 𝑎
𝑛1−𝑠 + o

(︀
𝑛1−𝑠

)︀
. (1.5)

Таким образом асимптотический дефект имеет вид

𝑑 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
±∞, 0 < 𝑠 < 1,

𝑐 − 𝑏

𝑟 𝑎
, 𝑠 = 1,

0, 𝑠 > 1.

(1.6)

Случай, когда выполняется равенство 𝑠 = 1, представляется наиболее интерес-
ным, поскольку в этом случае асимптотический дефект конечен. Ходжес и Леман
в работе [7] привели ряд простых примеров, показывающих естественность воз-
никновения этого случая в математической статистике (см., также книгу [10] и
работы [11, 12]).

В работе приняты следующие обозначения: R – множество вещественных чи-
сел, N – множество натуральных чисел, Φ(𝑥), 𝜙(𝑥) – соответственно ф.р. и плот-
ность стандартного нормального закона.

В разделе 2 приведены результаты в случае неслучайного числа клиентов, в
разделе 3 проведено асимптотическое сравнение деятельности страховых компа-
ний в этом случае, в разделе 4 рассмотрена ситуация, когда число клиентов стра-
ховой фирмы случайно, в разделе 5 рассмотрен пример.

2. Асимптотическое поведение необходимого резерва страховой органи-
зации в случае большого неслучайного числа клиентов

Рассмотрим страховую компанию, занимающуюся страхованием 𝑛 ∈ N кли-
ентов, риски которых описываются случайными величинами 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛 (не обя-
зательно независимыми и одинаково распределенными). Обозначим через

𝑆𝑛 = 𝑆𝑛(𝑋1, · · · , 𝑋𝑛)

потери страховой компании при страховании этих 𝑛 клиентов. В частном случае
эти потери могут иметь вид суммы отдельных исков клиентов

𝑆𝑛 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑋𝑖. (2.1)

Назовём 𝛼-резервом (асимптотической 𝛼 - квантилью статистики 𝑆𝑛, 𝛼 ∈ (0, 1)
- малое число) соответствующим потерям 𝑆𝑛 величину 𝑐*𝛼(𝑛), удовлетворяющую
асимптотическому равенству

P
(︀
𝑆𝑛 ≥ 𝑐*𝛼(𝑛)

)︀
= 𝛼 + o(𝑛−1), 𝑛 → ∞. (2.2)
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Если интерпретировать статистику 𝑆𝑛 как суммарные страховые требования стра-
ховой компании, то 𝛼-резерв 𝑐*𝛼(𝑛) может рассматриваться как резервный капитал
страховой компании, который ей при большом числе клиентов 𝑛 (асимптотически)
с большой вероятностью 1 − 𝛼 желательно не превышать.

Применяя формулу Тейлора, несложно получить следующий результат.

Лемма 2.1. Пусть для функции распределения статистики 𝑆𝑛 равномерно по
𝑥 ∈ R справедливо а.р. вида

P
(︀
𝑆𝑛 < 𝑥

)︀
= 𝐺*(𝑥) +

1√
𝑛
𝑔*1(𝑥) +

1

𝑛
𝑔*2(𝑥) + o(𝑛−1),

где 𝐺*(𝑥), 𝑔*1(𝑥), 𝑔*2(𝑥) – достаточно гладкие функции, тогда для 𝛼-резерва 𝑐*𝛼(𝑛)
справедливо а.р.

𝑐*𝛼(𝑛) = 𝑐*𝛼 − 𝑔*1(𝑐*𝛼)√
𝑛 𝐺*′(𝑐*𝛼)

−

− 1

𝑛

(︁𝐺*′′
(𝑐*𝛼)𝑔*21 (𝑐*𝛼)

2(𝐺*′(𝑐*𝛼))3
+

𝐺*′
(𝑐*𝛼)𝑔*2(𝑐*𝛼) − 𝑔*1(𝑐*𝛼)𝑔*

′

1 (𝑐*𝛼)

(𝐺*′(𝑐*𝛼))2

)︁
+ o(𝑛−1),

где 𝑐*𝛼 удовлетворяет уравнению 𝐺*(𝑐*𝛼) = 1 − 𝛼.

Рассмотрим применение этой леммы в случае, когда страховая компания
страхует однотипных и независимых клиентов, а потери представлены нормиро-
ванной суммой (2.1).

Итак, пусть 𝑋1, 𝑋2, . . . независимые одинаково распределённые с.в. такие, что

E 𝑋1 = 0, E 𝑋2
1 = 1, E |𝑋1|𝑘+𝛿 < ∞, 𝑘 ≥ 3, 𝑘 ∈ N, 𝛿 > 0 (2.3)

и для каждого 𝑛 потери страховой компании имеют вид нормированной суммы

𝑆𝑛 =
1√
𝑛

(𝑋1 + · · · + 𝑋𝑛). (2.4)

Предположим, что с.в. 𝑋1 удовлетворяет условию Крамера (𝐶)

lim sup
|𝑡|→∞

|E exp{𝑖𝑡𝑋1}| < 1. (2.5)

При выполнении условий (2.3) и (2.5) из Теоремы 6.3.2 книги [6] (см. также [8])
следует выполнение неравенства

sup
𝑥

⃒⃒⃒
P
(︀
𝑆𝑛 < 𝑥

)︀
− Φ(𝑥) −

𝑘−2∑︁
𝑖=1

𝑛−𝑖/2 𝑄𝑖(𝑥)
⃒⃒⃒
≤ 𝐶𝑘,𝛿

𝑛(𝑘−2+𝛿)/2
, 𝐶𝑘,𝛿 > 0, 𝑛 ∈ N,

(2.6)
где полиномы 𝑄1(𝑥), . . . , 𝑄𝑘−2(𝑥) определены в книге [6], например,

𝑄1(𝑥) = −(𝑥2 − 1) 𝜑(𝑥)
E 𝑋3

1

6
,

𝑄2(𝑥) = −(𝑥3 − 3𝑥) 𝜑(𝑥)
E 𝑋4

1 − 3

24
− (𝑥5 − 10𝑥3 + 15𝑥) 𝜑(𝑥)

(E 𝑋3
1 )2

72
. (2.7)
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Из соотношений (2.6), (2.7) и Леммы 2.1 непосредственно следует а.р. для 𝛼-
резерва.

Лемма 2.2. Пусть для 𝑘 = 4, 𝛿 > 0 выполнены условия (2.3) - (2.5), тогда
для 𝛼-резерва 𝑐*𝛼(𝑛) справедливо а.р.

𝑐*𝛼(𝑛) = 𝑢𝛼 +
E 𝑋3

1

6
√
𝑛

(𝑢2𝛼 − 1) +

+
1

12𝑛

(︁E2 𝑋3
1

3
(5𝑢𝛼 − 2𝑢3𝛼) +

E 𝑋4
1 − 3

2
(𝑢3𝛼 − 3𝑢𝛼)

)︁
+ o(𝑛−1),

где 𝑢𝛼 удовлетворяет уравнению Φ(𝑢𝛼) = 1 − 𝛼.

3. Сравнение необходимых резервов страховых компаний при неслучай-
ном числе клиентов

В этом разделе будет проведено асимптотическое сравнение необходимых ре-
зервов двух страховых компаний в терминах необходимого добавочного числа кли-
ентов (асимптотический дефект).

Рассмотрим теперь другую страховую компанию, суммарный ущерб которой
имеет вид 𝑇𝑛 = 𝑇𝑛(𝑌1, · · · , 𝑌𝑛), и зависит от 𝑛 потерь 𝑌1, . . . , 𝑌𝑛, представляющих
собой с.в.(с произвольным совместным распределением), описывающих страховые
требования 𝑛 клиентов этой страховой фирмы. Назовём 𝛼-резервом (𝛼 ∈ (0, 1))
соответствующим нормированному ущербу

√
𝑛 𝑇𝑛 величину 𝑐𝛼(𝑛), удовлетворяю-

щую асимптотическому равенству

P
(︀√
𝑛 𝑇𝑛 ≥ 𝑐𝛼(𝑛)

)︀
= 𝛼 + o(𝑛−1), 𝑛 → ∞. (3.1)

Если интерпретировать величину
√
𝑛 𝑇𝑛 как суммарные страховые требования,

предъявляемые страховой компании 𝑛 клиентами, то 𝛼-резерв 𝑐𝛼(𝑛) может рас-
сматриваться как резервный капитал страховой компании, который ей с большой
вероятностью 1 − 𝛼 желательно не превышать.

Из Леммы 2.1 непосредственно следует

Лемма 3.1. Пусть для функции распределения нормированных потерь
√
𝑛 𝑇𝑛

равномерно по 𝑥 ∈ R справедливо а.р. вида

P
(︀√
𝑛 𝑇𝑛 < 𝑥

)︀
= 𝐺(𝑥) +

1√
𝑛
𝑔1(𝑥) +

1

𝑛
𝑔2(𝑥) + o(𝑛−1),

где 𝐺(𝑥), 𝑔1(𝑥), 𝑔2(𝑥) – достаточно гладкие функции, тогда для асимптотиче-
ской 𝛼-резерва 𝑐𝛼(𝑛) справедливо а.р.

𝑐𝛼(𝑛) = 𝑐𝛼 − 𝑔1(𝑐𝛼)√
𝑛 𝐺(1)(𝑐𝛼)

−

− 1

𝑛

(︁𝐺(2)(𝑐𝛼)𝑔21(𝑐𝛼)

2(𝐺(1)(𝑐𝛼))3
+

𝐺(1)(𝑐𝛼)𝑔2(𝑐𝛼) − 𝑔1(𝑐𝛼)𝑔
(1)
1 (𝑐𝛼)

(𝐺(1)(𝑐𝛼))2

)︁
+ o(𝑛−1),

где 𝑐𝛼 удовлетворяет уравнению 𝐺(𝑐𝛼) = 1 − 𝛼.
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Следствие 3.1. Пусть 𝛿𝑛 → 0, 𝑛 → ∞, тогда в условиях Леммы 3.1 равно-
мерно по 𝑥 ∈ R справедливо равенство

P
(︀√
𝑛 𝑇𝑛 < 𝑥 + 𝛿𝑛

)︀
=

= P
(︀√
𝑛 𝑇𝑛 < 𝑥

)︀
+ 𝛿𝑛 𝐺

(1)(𝑥) +
𝛿2𝑛
2
𝐺(2)(𝑥) +

𝛿𝑛√
𝑛
𝑔
(1)
1 (𝑥) + o

(︁
max

(︀
𝛿2𝑛,

𝛿𝑛√
𝑛
, 𝑛−1

)︀)︁
.

Рассмотрим теперь еще одну страховую компанию, страхующую клиентов, по-
тери которой описываются случайной величиной вида 𝑈𝑛 = 𝑈𝑛(𝑍1, · · · , 𝑍𝑛), ос-
нованную на 𝑛 страховых требований клиентов 𝑍1, . . . , 𝑍𝑛 (с произвольным сов-
местным распределением), с 𝛼-резервом 𝑐𝛼(𝑛)

P
(︀√
𝑛 𝑈𝑛 ≥ 𝑐𝛼(𝑛)

)︀
= 𝛼 + o(𝑛−1), 𝑛 → ∞. (3.2)

Предположим, что а.р. для ф.р. нормированных потерь
√
𝑛 𝑈𝑛 имеет вид

P
(︀√
𝑛 𝑈𝑛 < 𝑥

)︀
= 𝐺(𝑥) +

1√
𝑛
𝑔1(𝑥) +

1

𝑛
𝑔2(𝑥) + o(𝑛−1), (3.3)

где 𝐺(𝑥), 𝑔1(𝑥), 𝑔2(𝑥) – достаточно гладкие функции, то есть это а.р. от-
личается от а.р. для ф.р. нормированных потерь

√
𝑛 𝑇𝑛 только членом по-

рядка 1/𝑛 (см. Лемму 3.1). Определим последовательность натуральных чисел
{𝑚(𝑛) = 𝑛 + 𝑑 + o(1), 𝑑 ∈ R, 𝑛 = 1, 2, . . .} равенством (𝑑 – асимптотический
дефект)

P
(︀√
𝑛 𝑈𝑚(𝑛) ≥ 𝑐𝛼(𝑚(𝑛))

)︀
= 𝛼 + o(𝑛−1), 𝑛 → ∞, (3.4)

то есть это «добавочное число клиентов» необходимое для того, чтобы потери√
𝑛 𝑈𝑛 превзошли 𝛼 – резерв 𝑐𝛼(𝑛) потерь

√
𝑛 𝑇𝑛 (в смысле определений (3.1) и

(3.4)).

Теорема 3.2. ([15]) Пусть выполнены условия Леммы 3.1 и условие (3.3). Тогда
добавочное число клиентов 𝑑 имеет вид

𝑑 =
2
(︀
𝑔2(𝑐𝛼) − 𝑔2(𝑐𝛼)

)︀
𝐺(1)(𝑐𝛼) 𝑐𝛼

+ o(1).

Приведём пример применения Теоремы 3.2.
Пусть 𝑌1, 𝑌2, . . . – случайные страховые требования независимых однотипных

клиентов (независимые одинаково распределённые с.в.) такие, что

E 𝑌1 = 0, E 𝑌 2
1 = 1, E |𝑌1|4+𝛿 < ∞, 𝛿 > 0. (3.8)

Для каждого 𝑛 пусть

𝑇𝑛 =
1

𝑛
(𝑌1 + · · · + 𝑌𝑛). (3.9)

Предположим, что с.в. 𝑌1 удовлетворяет условию Крамера (𝐶)

lim sup
|𝑡|→∞

|E exp{𝑖𝑡𝑌1}| < 1. (3.10)



12 БЕНИНГ В.Е.

Пусть теперь 𝑍1, 𝑍2, . . . случайные требования другой страховой компании (неза-
висимые одинаково распределённые с.в.) такие, что

E 𝑍1 = 0, E 𝑍2
1 = 1, E |𝑍1|4+𝛿 < ∞, 𝛿 > 0. (3.11)

Для каждого 𝑛 пусть потери этой страховой компании описываются функцией
вида

𝑈𝑛 =
1

𝑛
(𝑍1 + · · · + 𝑍𝑛). (3.12)

Предположим, что
E 𝑌 3

1 = E 𝑍3
1 , (3.13)

(например, условие (3.13) выполнено, если распределения с.в. 𝑍1 и 𝑌1 симметрич-
ны) и с.в. 𝑍1 удовлетворяет условию Крамера (𝐶)

lim sup
|𝑡|→∞

|E exp{𝑖𝑡𝑍1}| < 1. (3.14)

Теперь из Леммы 2.2 и Теоремы 3.2 непосредственно получается следующее утвер-
ждение.

Лемма 3.3. Пусть выполнены условия (3.8) - (3.14). Тогда «добавочное число
клиентов» 𝑑 имеет вид

𝑑 =

(︀
E 𝑋4

1 − E 𝑌 4
1

)︀ (︀
3 − 𝑢2𝛼

)︀
12

+ o(1).

3.1 Мера качества – вероятность неразорения

В этом разделе рассмотрим указанные выше страховые компании с потерями
𝑇𝑛 = 𝑇𝑛(𝑌1, · · · , 𝑌𝑛) и 𝑈𝑛 = 𝑈𝑛(𝑍1, · · · , 𝑍𝑛) соответственно, при этом предпо-
ложим, что для заданных чисел 𝑆1 ≤ 𝑆2 страховые компании заинтересованы,
чтобы их потери не выходили за пределы полуинтервала [𝑆1, 𝑆2). В качестве
меры качества деятельности страховых компаний рассмотрим вероятности «нера-
зорения» вида

𝜋*
𝑛 = P

(︀
𝑆1 ≤ 𝑇𝑛 < 𝑆2), 𝜋𝑛 = P

(︀
𝑆1 ≤ 𝑈𝑛 < 𝑆2). (3.15)

Если интерпретировать 𝑇𝑛 и 𝑈𝑛 как суммарные страховые требования, предъ-
являемые страховым компаниям за определенный период, то величины 𝜋*

𝑛 и 𝜋𝑛
можно рассматриваться как вероятности того, что страховые требования клиентов
страховых компаний, будут находиться внутри полуотрезка [𝑆1, 𝑆2).

Непосредственно из определения величины 𝜋*
𝑛 получается следующий резуль-

тат.

Лемма 3.4. Пусть для некоторых чисел 𝑟 > 0 и 𝑠 > 0 для функции распределения
𝑇𝑛 равномерно по 𝑥 ∈ R справедливо а.р. вида

P
(︀
𝑇𝑛 < 𝑥

)︀
= 𝐻(𝑥) +

1

𝑛𝑟
ℎ1(𝑥) +

1

𝑛𝑟+𝑠
ℎ2(𝑥) + o(𝑛−𝑟−𝑠),
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где 𝐻(𝑥), ℎ1(𝑥), ℎ2(𝑥) – некоторые измеримые функции, тогда для величины 𝜋*
𝑛

справедливо а.р.
𝜋*
𝑛 = 𝐻(𝑆2) − 𝐻(𝑆1) +

+
1

𝑛𝑟
(︀
ℎ1(𝑆2) − ℎ1(𝑆1)

)︀
+

1

𝑛𝑟+𝑠

(︀
ℎ2(𝑆2) − ℎ2(𝑆1)

)︀
+ o(𝑛−𝑟−𝑠).

Следствие 3.4. Пусть 𝛿𝑛 ↓ 0, 𝑛 → ∞, и

𝑆2 = 𝑆1 + 𝛿𝑛,

тогда в условиях Леммы 3.4 при достаточно гладких функциях
𝐻(𝑥), ℎ1(𝑥), ℎ2(𝑥), справедливо а.р.

𝛿−1
𝑛 𝜋*

𝑛 = 𝐻 ′(𝑆1) +
1

2
𝛿𝑛 𝐻 ′′(𝑆1) +

1

6
𝛿2𝑛 𝐻 ′′′(𝑆1) + o(𝛿2𝑛) +

+
1

𝑛𝑟
ℎ′1(𝑆1) +

1

2𝑛𝑟
ℎ′′1(𝑆1) 𝛿𝑛 + o(𝛿𝑛 𝑛−𝑟) +

+
1

𝑛𝑟+𝑠
ℎ′2(𝑆1) + o(𝑛−𝑟−𝑠𝛿−1

𝑛 ).

Аналогично предыдущему, из определения величины 𝜋𝑛 получается следую-
щий результат.

Лемма 3.5. Пусть для функции распределения статистики 𝑈𝑛 равномерно по
𝑥 ∈ R справедливо а.р. вида

P
(︀
𝑈𝑛 < 𝑥

)︀
= 𝐻(𝑥) +

1

𝑛𝑟
ℎ1(𝑥) +

1

𝑛𝑟+𝑠
ℎ̄2(𝑥) + o(𝑛−𝑟−𝑠),

где 𝐻(𝑥), ℎ1(𝑥), ℎ̄2(𝑥) – некоторые измеримые функции, тогда для величины 𝜋𝑛
справедливо а.р.

𝜋𝑛 = 𝐻(𝑆2) − 𝐻(𝑆1) +

+
1

𝑛𝑟
(︀
ℎ1(𝑆2) − ℎ1(𝑆1)

)︀
+

1

𝑛𝑟+𝑠

(︀
ℎ̄2(𝑆2) − ℎ̄2(𝑆1)

)︀
+ o(𝑛−𝑟−𝑠).

Заметим, что в этой лемме предполагается, что а.р. для ф.р. 𝑈𝑛 отличается от
а.р. для ф.р. 𝑇𝑛 только членами порядка 𝑛−𝑟−𝑠.

Следствие 3.5. Пусть 𝛿𝑛 ↓ 0, 𝑛 → ∞, и

𝑆2 = 𝑆1 + 𝛿𝑛,

тогда в условиях Леммы 3.5 при достаточно гладких функциях
𝐻(𝑥), ℎ1(𝑥), ℎ̄2(𝑥), справедливо а.р.

𝛿−1
𝑛 𝜋𝑛 = 𝐻 ′(𝑆1) +

1

2
𝛿𝑛 𝐻 ′′(𝑆1) +

1

6
𝛿2𝑛 𝐻 ′′′(𝑆1) + o(𝛿2𝑛) +
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+
1

𝑛𝑟
ℎ′1(𝑆1) +

1

2𝑛𝑟
ℎ′′1(𝑆1) 𝛿𝑛 + o(𝛿𝑛 𝑛−𝑟) +

+
1

𝑛𝑟+𝑠
ℎ̄′2(𝑆1) + o(𝑛−𝑟−𝑠𝛿−1

𝑛 ).

Из этих лемм и формулы (1.6) непосредственно следует формула для асимп-
тотического дефекта страховых компаний с мерами качеств (3.15).

Теорема 3.6. Пусть выполнены условия Лемм 3.4 и 3.5 с 𝑠 = 1. Тогда дефект
𝑑𝑛 страховой компании с мерой качества 𝜋𝑛 относительно страховой компании
с мерой качества 𝜋*

𝑛 имеет вид

𝑑𝑛 =
ℎ̄2(𝑆2) − ℎ2(𝑆2) + ℎ2(𝑆1) − ℎ̄2(𝑆1)

𝑟 (ℎ1(𝑆2) − ℎ1(𝑆1))
+ o(1).

Следствие 3.6. Если 𝛿𝑛 ↓ 0, 𝑛 → ∞, 𝑆2 = 𝑆1 + 𝛿𝑛, то формальный переход
к пределу в последнем выражении, дает формулу

𝑑𝑛 =
ℎ̄′2(𝑆1) − ℎ′2(𝑆1)

𝑟 ℎ′1(𝑆1)
+ o(1).

Приведём пример применения Теоремы 3.6.
Пусть 𝑌1, 𝑌2, . . . независимые одинаково распределённые с.в. удовлетворяющие

условиям (2.3), (2.4) и

𝑇𝑛 =
1√
𝑛

(𝑌1 + · · · + 𝑌𝑛). (3.15)

Учитывая неравенство (2.6) и Лемму 3.4, получаем следующее утверждение.

Лемма 3.7. Пусть выполнены условия (2.3) и (2.4) с 𝑘 = 3, тогда справедливо
а.р.

P
(︀
𝑇𝑛 < 𝑥

)︀
= Φ(𝑥) +

1√
𝑛
𝑄1(𝑥) +

1

𝑛
𝑄2(𝑥) + o(𝑛−1),

и для величины 𝜋*
𝑛 справедливо а.р.

𝜋*
𝑛 = Φ(𝑆2) − Φ(𝑆1) +

+
1√
𝑛

(︀
𝑄1(𝑆2) − 𝑄1(𝑆1)

)︀
+

1

𝑛

(︀
𝑄2(𝑆2) − 𝑄2(𝑆1)

)︀
+ o(𝑛−1).

Следствие 3.7. Пусть 𝛿𝑛 ↓ 0, 𝑛 → ∞, и 𝑆2 = 𝑆1 + 𝛿𝑛, тогда в условиях
Леммы 3.7, справедливо а.р.

𝛿−1
𝑛 𝜋*

𝑛 = 𝜑(𝑆1) +
1

2
𝛿𝑛 𝜑′(𝑆1) +

1

6
𝛿2𝑛 𝜑′′(𝑆1) + o(𝛿2𝑛) +

+
1√
𝑛
𝑄′

1(𝑆1) +
1

2
√
𝑛
𝑄′′

1(𝑆1) 𝛿𝑛 + o(𝛿𝑛 𝑛−1/2) +
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+
1

𝑛
𝑄′

2(𝑆1) + o(𝑛−1𝛿−1
𝑛 ).

Пусть теперь 𝑍1, 𝑍2, . . . независимые одинаково распределённые с.в. также удо-
влетворяющие условиям (2.3), (2.4) и

𝑆𝑛 =
1√
𝑛

(𝑍1 + · · · + 𝑍𝑛). (3.16)

Теперь из Леммы 3.5 непосредственно вытекает следующее утверждение.

Лемма 3.8. Пусть выполнены условия (2.3) и (2.4) с 𝑘 = 3, тогда справедливо
а.р.

P
(︀
𝑈𝑛 < 𝑥

)︀
= Φ(𝑥) +

1√
𝑛
𝑄̄1(𝑥) +

1

𝑛
𝑄̄2(𝑥) + o(𝑛−1),

где

𝑄̄1(𝑥) = −(𝑥2 − 1) 𝜑(𝑥)
E 𝑍3

1

6
,

𝑄̄2(𝑥) = −(𝑥3 − 3𝑥) 𝜑(𝑥)
E 𝑍4

1 − 3

24
− (𝑥5 − 10𝑥3 + 15𝑥) 𝜑(𝑥)

(E 𝑍3
1 )2

72

и для величины 𝜋𝑛 справедливо а.р.

𝜋𝑛 = Φ(𝑆2) − Φ(𝑆1) +

+
1√
𝑛

(︀
𝑄̄1(𝑆2) − 𝑄̄1(𝑆1)

)︀
+

1

𝑛

(︀
𝑄̄2(𝑆2) − 𝑄̄2(𝑆1)

)︀
+ o(𝑛−1).

Следствие 3.6. Пусть 𝛿𝑛 ↓ 0, 𝑛 → ∞, и 𝑆2 = 𝑆1 + 𝛿𝑛, тогда в условиях
Леммы 3.6, справедливо а.р.

𝛿−1
𝑛 𝜋𝑛 = 𝜑(𝑆1) +

1

2
𝛿𝑛 𝜑′(𝑆1) +

1

6
𝛿2𝑛 𝜑′′(𝑆1) + o(𝛿2𝑛) +

+
1√
𝑛
𝑄̄′

1(𝑆1) +
1

2
√
𝑛
𝑄̄′′

1(𝑆1) 𝛿𝑛 + o(𝛿𝑛 𝑛−1/2) +

+
1

𝑛
𝑄̄′

2(𝑆1) + o(𝑛−1𝛿−1
𝑛 ).

Из Теоремы 3.6, Лемм 3.7, 3.8 и формулы (1.5) непосредственно следует

Теорема 3.7. Пусть выполнены условия Лемм 3.7, 3.8 и

E 𝑌 3
1 = E 𝑍3

1 ,

(например, это условие выполнено, если распределения с.в. 𝑍1 и 𝑌1 симметричны,
т.е. E 𝑌 3

1 = E 𝑍3
1 = 0). Тогда дефект 𝑑𝑛 страховой компании с мерой качества

𝜋𝑛 относительно страховой компании с мерой качества 𝜋*
𝑛 имеет вид

𝑑𝑛 = 2
𝑄̄2(𝑆2) − 𝑄2(𝑆2) + 𝑄2(𝑆1) − 𝑄̄2(𝑆1)

𝑄1(𝑆2) − 𝑄1(𝑆1)
𝑛1/2 + o(𝑛1/2).
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Приведем примеры, когда асимптотический дефект конечен.

Следствие 3.7. Пусть 𝛿𝑛 = 1
𝑛 и 𝑆2 = 𝑆1 + 1

𝑛 , E 𝑍3
1 = E 𝑌 3

1 = 0, тогда в
условиях Лемм 3.7 и 3.8 справедливы а.р.

𝜋*
𝑛 =

𝜑(𝑆1)

𝑛
+

𝜑′(𝑆1) + 2𝑄′
2(𝑆1)

𝑛2
+ o(𝑛−2),

𝜋𝑛 =
𝜑(𝑆1)

𝑛
+

𝜑′(𝑆1) + 2𝑄̄′
2(𝑆1)

𝑛2
+ o(𝑛−2).

При этом рассматриваемый дефект имеет вид

𝑑𝑛 =
2(𝑄̄′

2(𝑆1) − 𝑄′
2(𝑆1))

𝜑(𝑆1)
+ o(1) =

=
1

12
(𝑆4

1 − 6𝑆2
1 + 3)

(︁
E 𝑍4

1 − E 𝑌 4
1

)︁
+ o(1).

4. Случайное число клиентов

Рассмотрим случайные величины 𝑁1, 𝑁2, . . . и 𝑋1, 𝑋2, . . ., заданные на од-
ном и том же вероятностном пространстве (Ω, 𝒜, P). В рассматриваемом случае
страхования с.в. 𝑋1, 𝑋2, . . . 𝑋𝑛 интерпретируются как страховые требования
клиентов, 𝑛 – неслучайное число клиентов страховой фирмы, а с.в. 𝑁𝑛 – случай-
ное число клиентов страховой компании, зависящее от натурального параметра
𝑛 ∈ N. Например, если с.в. 𝑁𝑛 имеет геометрическое распределение вида

P(𝑁𝑛 = 𝑘) =
1

𝑛

(︁
1 − 1

𝑛

)︁𝑘−1

, 𝑘 ∈ N,

то
E 𝑁𝑛 = 𝑛 (4.1)

и значит среднее число клиентов, обратившихся в страховую компанию равно 𝑛.
Условие (4.1) далее будет предполагаться всегда выполненным.

Предположим, что для каждого 𝑛 ≥ 1 с.в. 𝑁𝑛 принимает только натуральные
значения (то есть, 𝑁𝑛 ∈ N) и не зависит от последовательности с.в. 𝑋1, 𝑋2, . . ..

Для каждого 𝑛 ≥ 1, как и выше, обозначим через 𝑆𝑛 = 𝑆𝑛(𝑋1, · · · , 𝑋𝑛) обоб-
щенные потери страховой компании, то есть действительную измеримую функ-
цию, зависящую от страховых требований 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛. Для каждого 𝑛 ≥ 1 опре-
делим потери страховой компании, обслуживающей случайное число клиентов𝑁𝑛,
через 𝑆𝑁𝑛

𝑆𝑁𝑛
(𝜔) ≡ 𝑆𝑁𝑛(𝜔)(𝑋1(𝜔), · · · , 𝑋𝑁𝑛(𝜔)(𝜔)), 𝜔 ∈ Ω.

Следующее условие описывает асимптотическое разложение для функции распре-
деления потерь 𝑆𝑛 в случае неслучайного числа клиентов.
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Условие A. Существуют числа 𝑘 ∈ N, 𝑘 ≥ 2, 𝛼𝑖𝑛 ∈ R, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘, 𝛽𝑛 > 0,
𝐶𝑘 > 0, дифференцируемая ф.р. 𝐺(𝑥) и измеримые функции 𝑔𝑗(𝑥), 𝑗 = 1, . . . , 𝑘
такие, что

𝛽𝑛 → 0, max
1≤𝑖≤𝑘

|𝛼𝑖𝑛| → 0, 𝑛 → ∞,

sup
𝑥

⃒⃒⃒
P
(︀
𝑆𝑛 < 𝑥

)︀
− 𝐺(𝑥) −

𝑘∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝑛 𝑔𝑖(𝑥)
⃒⃒⃒
≤ 𝐶𝑘 𝛽𝑛 𝑛 ∈ N.

Лемма 4.1. Пусть потери 𝑆𝑛 = 𝑆𝑛(𝑋1, · · · , 𝑋𝑛) удовлетворяют Условию A.
Тогда

sup
𝑥

⃒⃒
P
(︀
𝑆𝑁𝑛 < 𝑥

)︀
− 𝐺(𝑥) −

𝑘∑︁
𝑖=1

E 𝛼𝑖𝑁𝑛 𝑔𝑖(𝑥)
⃒⃒
≤ 𝐶𝑘 E 𝛽𝑁𝑛 .

Доказательство непосредственно следует из формулы полной вероятности.
Приведем пример применения этой леммы.
Пусть 𝑋1, 𝑋2, . . . – страховые требования однотипных независимых клиентов

(независимые одинаково распределённые с.в.), удовлетворяющие условиям (2.3),
(2.5) и потери имеют вид нормированной суммы

𝑆𝑛 =
1√
𝑛

(𝑋1 + · · · + 𝑋𝑛). (4.3)

Учитывая неравенство (2.6) и Лемму 4.1, получаем следующее утверждение.

Лемма 4.2. Пусть выполнены условия (2.3), (2.5) и (4.3), тогда

sup
𝑥

⃒⃒
P
(︀
𝑆𝑁𝑛

< 𝑥
)︀

− Φ(𝑥) −
𝑘−2∑︁
𝑖=1

E 𝑁−𝑖/2
𝑛 𝑄𝑖(𝑥)

⃒⃒
≤ 𝐶𝑘,𝛿 E 𝑁−(𝑘−2+𝛿)/2

𝑛 .

Из соотношения (2.6) и Леммы 4.2 непосредственно вытекает следующее утвер-
ждение.

Лемма 4.3. Пусть для 𝑘 = 4, 𝛿 > 0 выполнены условия (2.3), (2.5), (4.3) и

E 𝑁𝑛 = 𝑛, E 𝑁−1/2
𝑛 =

1√
𝑛

+
𝑎

𝑛
+ o(𝑛−1), 𝑎 ∈ R,

E 𝑁−1
𝑛 =

𝑏

𝑛
+ o(𝑛−1), E 𝑁−(2+𝛿)/2

𝑛 = o(𝑛−1), 𝑏 ∈ R,

тогда

sup
𝑥

⃒⃒⃒
P
(︀
𝑆𝑛 < 𝑥

)︀
− Φ(𝑥) − 𝑄1(𝑥)√

𝑛
− 𝑄2(𝑥)

𝑛

⃒⃒⃒
= o(𝑛−1)

и

sup
𝑥

⃒⃒⃒
P
(︀
𝑆𝑁𝑛

< 𝑥
)︀

− Φ(𝑥) − 𝑄1(𝑥)√
𝑛

− 𝑏𝑄2(𝑥) + 𝑎𝑄1(𝑥)

𝑛

⃒⃒⃒
= o(𝑛−1).
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Ниже эти результаты будут применены для аппроксимации 𝛼-резерва и нахож-
дения асимптотического дефекта.

Напомним что асимптотическим 𝛼-резервом (𝛼 ∈ (0, 1)) соответствующим
потерям 𝑆𝑛, называется величина 𝑐*𝛼(𝑛), удовлетворяющую асимптотическому ра-
венству

P
(︀
𝑆𝑛 ≥ 𝑐*𝛼(𝑛)

)︀
= 𝛼 + o(𝑛−1), 𝑛 → ∞, (4.4)

соответственно 𝛼-резервом случайных потерь 𝐺𝑁𝑛 назовём величину 𝑐𝛼(𝑛) такую,
что

P
(︀
𝑆𝑁𝑛

≥ 𝑐𝛼(𝑛)
)︀

= 𝛼 + o(𝑛−1), 𝑛 → ∞. (4.5)

Из Лемм 3.1 и 4.3 непосредственно следут а.р. для асимптотических 𝛼-резервов.

Лемма 4.4. Пусть для 𝑘 = 4, 𝛿 > 0 выполнены условия (2.3), (2.5), (4.3) и
условия Леммы 4.3, тогда для асимптотических 𝛼-резервов 𝑐*𝛼(𝑛) и 𝑐𝛼(𝑛) спра-
ведливы а.р.

𝑐*𝛼(𝑛) = 𝑢𝛼 +
E 𝑋3

1

6
√
𝑛

(𝑢2𝛼 − 1) +

+
1

12𝑛

(︁E2 𝑋3
1

3
(5𝑢𝛼 − 2𝑢3𝛼) +

E 𝑋4
1 − 3

2
(𝑢3𝛼 − 3𝑢𝛼)

)︁
+ o(𝑛−1),

𝑐𝛼(𝑛) = 𝑢𝛼 +
E 𝑋3

1

6
√
𝑛

(𝑢2𝛼 − 1) +

+
1

12𝑛

(︁E2 𝑋3
1

3
(5𝑢𝛼 − 2𝑢3𝛼) +

𝑏(E 𝑋4
1 − 3)

2
(𝑢3𝛼 − 3𝑢𝛼) + 2𝑎 E 𝑋3

1 (𝑢2𝛼 − 1)
)︁

+ o(𝑛−1),

где 𝑢𝛼 удовлетворяет уравнению Φ(𝑢𝛼) = 1 − 𝛼.

Определим теперь последовательность натуральных чисел
{𝑚(𝑛) = 𝑛 + 𝑑* + o(1), 𝑑* ≥ 0, 𝑛 = 1, 2, . . .} равенством (𝑑* –
добавочное число клиентов или асимптотический дефект)

P
(︁
𝑆𝑁𝑚(𝑛)

≥
√︀
𝑚(𝑛)/𝑛 𝑐*𝛼(𝑚(𝑛))

)︁
= 𝛼 + o(𝑛−1), 𝑛 → ∞, (4.6)

то есть это необходимое (добавочное) число клиентов для того, чтобы случай-
ные потери 𝑆𝑁𝑛

превзошли нормированный 𝛼 – резерв 𝑐*𝛼(𝑛) потерь 𝑆𝑛 (в смысле
определений (4.4), (4.5) и (4.6)).

Аналогично Теореме 3.1 можно доказать следующее утверждение.

Теорема 4.5. ([14]) Пусть выполнены следующие условия

E 𝑁𝑛 = 𝑛, E 𝑁−1/2
𝑛 =

1√
𝑛

+
𝑎

𝑛
+ o(𝑛−1), 𝑎 ∈ R,
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E 𝑁−1
𝑛 =

𝑏

𝑛
+ o(𝑛−1), E 𝑁−(2+𝛿)/2

𝑛 = o(𝑛−1), 𝑏 ∈ R

и

sup
𝑥

⃒⃒⃒
P
(︀
𝑆𝑛 < 𝑥

)︀
− 𝐺(𝑥) − 𝑔1(𝑥)√

𝑛
− 𝑔2(𝑥)

𝑛

⃒⃒⃒
≤ 𝐶

𝑛(2+𝛿)/2
, 𝛿 > 0,

тогда добавочное число клиентов 𝑑* (см. (4.6)), соответствующее случайным
потерям 𝑆𝑁𝑛

относительно потерь 𝑆𝑛 имеет вид

𝑑* =
2
(︀
𝑔2(𝑐𝛼) (1 − 𝑏) − 𝑎 𝑔1(𝑐𝛼)

)︀
𝐺(1)(𝑐𝛼) 𝑐𝛼

+ o(1),

где 𝑐𝛼 удовлетворяет уравнению 𝐺(𝑐𝛼) = 1 − 𝛼.

Из этой Теоремы непосредственно получается следующее утверждение.

Лемма 4.6. Пусть выполнены условия (2.3) – (2.5) c 𝑘 = 4 и 𝛿 > 0. Тогда доба-
вочное число клиентов 𝑑* имеет вид (см. (4.6))

𝑑* =
2
(︀
(1 − 𝑏) 𝑄2(𝑢𝛼) − 𝑎 𝑄1(𝑢𝛼)

)︀
𝜑(𝑢𝛼) 𝑢𝛼

+ o(1),

если
E 𝑋3

1 = 0,

то

𝑑* =
(1 − 𝑏) (3 − 𝑢2𝛼) (E 𝑋4

1 − 3)

12
+ o(1).

5. Случай трёхточечного симметричного распределения и распределе-
ния Пуассона

Применим Лемму 4.6 для получения а.р. асимптотического 𝛼-резерва в случае,
если число клиентов 𝑁𝑛 имеет трёхточечное симметричное распределения.

Пусть случайное число клиентов 𝑁𝑛 имеет симметричное распределение вида

𝑁𝑛 :
𝑛 − ℎ𝑛, 𝑛, 𝑛 + ℎ𝑛
1
3

1
3 ,

1
3 ,

(5.1)

где последовательность натуральных чисел ℎ𝑛 < 𝑛 удовлетворяет условию

lim
𝑛→∞

ℎ𝑛
𝑛

= 0. (5.2)

Лемма 5.1.([15]) Пусть случайное число клиентов 𝑁𝑛 имеет распределение (5.1)
и выполнено условие (5.2), тогда справедливы равенства

E 𝑁𝑛 = 𝑛,

E 𝑁−1/2
𝑛 =

1√
𝑛

− 1

4
√
𝑛

(︁ℎ𝑛
𝑛

)︁2
+ O

(︁ 1√
𝑛

(︁ℎ𝑛
𝑛

)︁3)︁
,
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E 𝑁−1
𝑛 =

1

𝑛
+

2

3𝑛

(︁ℎ𝑛
𝑛

)︁2
+ O

(︁ 1

𝑛

(︁ℎ𝑛
𝑛

)︁4)︁
,

E 𝑁−3/2
𝑛 =

1

𝑛3/2
+ O

(︁ 1

𝑛3/2

(︁ℎ𝑛
𝑛

)︁2)︁
, 𝑛 → ∞.

Теперь из этих лемм непосредственно вытекает следующая Теорема.

Теорема 5.2. ([13]) Пусть выполнены условия Леммы 4.4 и с.в. 𝑁𝑛 имеет распре-
деление (5.1), тогда для асимптотического 𝛼-резерва 𝑐𝛼(𝑛), соответствующего
случайным потерям 𝑆𝑁𝑛

, справедливо а.р. вида

𝑐𝛼(𝑛) = 𝑐*𝛼(𝑛) − E 𝑋3
1 (𝑢2𝛼 − 1)

24
√
𝑛

(︁ℎ𝑛
𝑛

)︁2
+ o(𝑛−1), 𝑛 → ∞.

Замечание 5.2. Пусть выполнены условия Теоремы 5.1 и

ℎ𝑛 = 𝛾 𝑛𝛽 + o(𝑛𝛽), 𝛾 ≥ 0, 0 ≤ 𝛽 < 1,

тогда

𝑛5/2−2𝛽
(︀
𝑐*𝛼(𝑛) − 𝑐𝛼(𝑛)

)︀
→ 𝛾2

24
E 𝑋3

1 ( 𝑢2𝛼 − 1), 𝑛 → ∞.

Применим Лемму 4.2 и Теорему 4.5 для получения добавочного числа клиен-
тов и а.р. асимптотического 𝛼-резерва в случае, если число клиентов 𝑁𝑛 имеет
трёхточечное симметричное распределения (5.1).

Применяя Лемму 4.1, непосредственно получаем следующее утверждение.

Лемма 5.3. Пусть выполнены условия (2.3) – (2.5) с 𝑘 = 4 и 0 < 𝛿 ≤ 1 и
условия (5.1) и (5.2). Тогда

sup
𝑥

⃒⃒⃒
P
(︀
𝑆𝑁𝑛

< 𝑥
)︀

− Φ(𝑥) − 1√
𝑛

(︁
1 − ℎ2𝑛

4𝑛2

)︁
𝑄1(𝑥) −

− 1

𝑛

(︁
1 +

2ℎ2𝑛
3𝑛2

)︁
𝑄2(𝑥)

⃒⃒⃒
= O

(︁ 1

𝑛(2+𝛿)/2

(︁ℎ𝑛
𝑛

)︁(4+2𝛿)/3)︁
.

Следствие 5.3. Пусть выполнены условия Леммы 5.3 и ℎ𝑛 = 𝑛3/4. Тогда рав-
номерно по 𝑥 ∈ R

P
(︀
𝑆𝑁𝑛

< 𝑥
)︀

= Φ(𝑥) +
1√
𝑛
𝑄1(𝑥) +

1

𝑛

(︁
𝑄2(𝑥) − 1

4
𝑄1(𝑥)

)︁
= o(𝑛−1).

Теперь из этих лемм непосредственно вытекает следующая Теорема.

Теорема 5.4. ([14]) Пусть выполнены условия Следствия 5.3, тогда для асимп-
тотических 𝛼-резервов 𝑐*𝛼(𝑛) и 𝑐𝛼(𝑛) потерь 𝑆𝑛 и 𝑆𝑁𝑛 справедливы а.р.

𝑐*𝛼(𝑛) = 𝑢𝛼 +
E 𝑋3

1

6
√
𝑛

(𝑢2𝛼 − 1) +
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+
1

12𝑛

(︁E2 𝑋3
1

3
(5𝑢𝛼 − 2𝑢3𝛼) +

E 𝑋4
1 − 3

2
(𝑢3𝛼 − 3𝑢𝛼)

)︁
+ o(𝑛−1),

𝑐𝛼(𝑛) = 𝑢𝛼 +
E 𝑋3

1

6
√
𝑛

(𝑢2𝛼 − 1) +

+
1

12𝑛

(︁E2 𝑋3
1

3
(5𝑢𝛼 − 2𝑢3𝛼) +

E 𝑋4
1 − 3

2
(𝑢3𝛼 − 3𝑢𝛼) − 1

2
E 𝑋3

1 (𝑢2𝛼 − 1)
)︁

+ o(𝑛−1),

где 𝑢𝛼 удовлетворяет уравнению Φ(𝑢𝛼) = 1 − 𝛼. Соответствующее добавочное
число клиентов 𝑑* равно

𝑑* =
𝑄1(𝑢𝛼)

2𝜑(𝑢𝛼) 𝑢𝛼
+ o(1) =

(1 − 𝑢2𝛼) E 𝑋3
1

12 𝑢𝛼
+ o(1).

Пусть теперь 𝑀𝑛 пуассоновская случайная величина с параметром
𝑛 − 1, 𝑛 ≥ 2, то есть

P
(︀
𝑀𝑛 = 𝑘

)︀
= 𝑒1−𝑛 (𝑛 − 1)𝑘

𝑘!
, 𝑘 = 0, 1, . . .

Определим случайный индекс (случайное число клиентов) 𝑁𝑛 по формуле

𝑁𝑛 = 𝑀𝑛 + 1,

тогда
E 𝑁𝑛 = 𝑛

и

E 𝑁−1
𝑛 = 𝑒1−𝑛

∞∑︁
𝑘=0

(𝑛 − 1)𝑘

(𝑘 + 1)!
=

1 − 𝑒1−𝑛

𝑛 − 1
.

Из этой формулы непосредственно следует, что

E 𝑁−1
𝑛 =

1

𝑛
+

1

𝑛2
+ o

(︀
𝑛−2

)︀
. (5.3)

Аналогично получаем соотношения

E 𝑁−2
𝑛 = 𝑒1−𝑛

∞∑︁
𝑘=0

(𝑛 − 1)𝑘

(𝑘 + 1)2𝑘!
=

𝑒1−𝑛

𝑛 − 1

∞∑︁
𝑘=1

(𝑛 − 1)𝑘

𝑘 𝑘!
=

=
𝑒1−𝑛

𝑛 − 1

� 𝑛−1

0

𝑒𝑥 − 1

𝑥
𝑑 𝑥.

E 𝑁−2
𝑛 =

1

𝑛2
+ O

(︀
𝑛−3

)︀
,

E 𝑁−3
𝑛 = O

(︀
𝑛−3

)︀
,

E 𝑁−1/2
𝑛 =

1√
𝑛

+ O
(︀
𝑛−3/2

)︀
, 𝑛 → ∞. (5.4)
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Теперь из соотношений (5.3), (5.4) и Лемм 4.3 - 4.6 непосредственно получаются
следующие утверждения

Лемма 5.5. Пусть для 𝑘 = 4, 𝛿 > 0 выполнены условия (2.3), (2.5), (4.3) и
случайный индекс 𝑁𝑛 имеет вид

𝑁𝑛 = 𝑀𝑛 + 1,

где 𝑀𝑛 пуассоновская случайная величина с параметром 𝑛 − 1, 𝑛 ≥ 2. Тогда

sup
𝑥

⃒⃒⃒
P
(︀
𝑆𝑁𝑛

< 𝑥
)︀

− Φ(𝑥) − 𝑄1(𝑥)√
𝑛

− 𝑄2(𝑥)

𝑛

⃒⃒⃒
= o(𝑛−1).

Лемма 5.6. Пусть выполнены условия Леммы 5.5, тогда для асимптотических
𝛼-резервов 𝑐*𝛼(𝑛) и 𝑐𝛼(𝑛) справедливы а.р.

𝑐*𝛼(𝑛) = 𝑐𝛼(𝑛) = 𝑢𝛼 +
E 𝑋3

1

6
√
𝑛

(𝑢2𝛼 − 1) +

+
1

12𝑛

(︁E2 𝑋3
1

3
(5𝑢𝛼 − 2𝑢3𝛼) +

E 𝑋4
1 − 3

2
(𝑢3𝛼 − 3𝑢𝛼)

)︁
+ o(𝑛−1),

где 𝑢𝛼 удовлетворяет уравнению Φ(𝑢𝛼) = 1 − 𝛼.

Лемма 5.7. Пусть выполнены условия Леммы 5.5,тогда добавочное число кли-
ентов 𝑑* (см. (4.6)) равно нулю, то есть 𝑑* = 0.

Заключение

Таким образом, в работе рассмотрено асимптотическое поведение резерва стра-
ховой компании (организации, подверженной риску) в простейшей модели стра-
хования в случае, когда число факторов, приводящих к убытку (число клиентов),
как случайно так и детерминировано. Проведено асимптотическое сравнение дея-
тельности таких организаций в терминах необходимого добавочного числа таких
факторов (клиентов). Приведены явные формулы для асимптотического дефек-
та. Рассмотрены два конкретных примера, иллюстрирующие полученные резуль-
таты. Первый пример касается сумм независимых случайных величин, которые
описывают суммарные потери страховой компании, а во втором примере рассмат-
ривается трёхточечное симметричное распределение и распределение Пуассона,
характеризующие случайное число клиентов.
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The paper considers the asymptotic behavior of the reserve of an organiza-
tion exposed to risk in the case when the number of factors leading to a loss
is random. In addition to the new results, the paper contains an overview
of the author’s recent results concerning the asymptotic behavior of insur-
ance company reserves. An asymptotic comparison of the activities of such
organizations is carried out in terms of the necessary additional number of
such factors. Two examples illustrating the obtained results are considered.
The first example concerns sums of independent random variables, and the
second one deals with a three-point symmetric distribution and a Poisson
distribution.

Keywords: reserve of insurance company, sample of random size, asymp-
totic expansions, three-point symmetric distributionl, Poisson distribution,
asymptotic deficiency.

Citation

Bening V.E., “On the organizations’ risk reserves comparison based on the
deficiency concept”, Vestnik TvGU. Seriya: Prikladnaya Matematika [Herald of Tver
State University. Series: Applied Mathematics], 2022, № 3, 5–26 (in Russian).
https://doi.org/10.26456/vtpmk643

References

[1] Gnedenko B.V., “On the estimation of unknown distribution parameters for a ran-
dom number of independent observations”, Trudy Tbilisskogo Matematicheskogo
instituta [Proceedings of the Tbilisi Mathematical Institute], 92 (1989), 146–150
(in Russian).

[2] Gnedenko B.V., Fakhim Kh., “On a transfer theorem”, Doklady Mathematics, 187
(1969), 15–17 (in Russian).

[3] Bening V.E., Korolev V.Y., “On an application of the Student distribution in the
theory of probability and mathematical statistics”, Theory of Probability and its
Applications, 49:3 (2005), 377–391, https://doi.org/10.1137/S0040585X97981159.

25

mailto:bening@yandex.ru
https://doi.org/10.26456/vtpmk643
https://doi.org/10.1137/S0040585X97981159


26 БЕНИНГ В.Е.

[4] Bening V.E., Korolev V.Yu., Generalized Poisson Models and Their Applications
in Insurance and Finance, VSP, Utrecht, 2002, 434 pp.

[5] Bening V.E., Korolev V.Yu., “Some statistical problems related to the Laplace
distribution”, Informatics and Applications, 2:2 (2008), 19–34 (in Russian).

[6] Petrov V.V., Limit Theorems of Probability Theory: Sequences of Independent
Random Variables, Clarendon Press, Oxford, 1985, 437 pp.

[7] Hodges J.L., Lehmann E.L., “Deficiency”, The Annals of Mathematical Statistics,
41:5 (1970), 783–801.

[8] Kramer G., Matematicheskie metody statistiki [Mathematical methods of statis-
tics], Mir Publ., Moscow, 1976 (in Russian), 648 pp.

[9] Lehmann E.L., Casella G., Theory of Point Estimation, Springer, Berlin, 1998,
589 pp.

[10] Bening V.E., Asymptotic Theory of Testing Statistical Hypotheses: Efficient Statis-
tics, Optimality, Power Loss, and Deficiency, VSP, Utrecht, 2000, 277 pp.

[11] Bening V.E., “Transfer theorems concerning asymptotic expansions for the dis-
tribution functions of statistics based on samples with random sizes”, Advanced
Studies in Contemporary Mathematics, 28:2 (2018), 187–200.

[12] Bening V.E., “On the asymptotic deficiency of some statistical estimators based
on samples with random sizes”, Proceedings of the Jangjeon Mathematical Society,
21:2 (2018), 185–193.

[13] Bening V.E., “On asymptotic behavior of quantiles of the distributions of statistics
based on the samples with random sizes”, Vestnik TvGU. Seriya: Prikladnaya
Matematika [Herald of Tver State University. Series: Applied Mathematics], 2017,
№ 3, 5–12 (in Russian), https://doi.org/10.26456/vtpmk175.

[14] Bening V.E., “On asymptotic behavior of quantiles deficiencies of the distribu-
tions of statistics based on the samples with random sizes”, Vestnik TvGU. Seriya:
Prikladnaya Matematika [Herald of Tver State University. Series: Applied Math-
ematics], 2018, № 3, 42–57 (in Russian), https://doi.org/10.26456/vtpmk509.

[15] Bening V.E., “On the asymptotic behavior of insurance company reserve”,
Vestnik TvGU. Seriya: Prikladnaya Matematika [Herald of Tver State Uni-
versity. Series: Applied Mathematics], 2020, № 2, 35–48 (in Russian),
https://doi.org/10.26456/vtpmk594.

https://doi.org/10.26456/vtpmk175
https://doi.org/10.26456/vtpmk509
https://doi.org/10.26456/vtpmk594

	bdd88fefbb308add34b21e903f1f8d02e37e599e9961a33b2e1e23740a740c80.pdf
	f7789581632198f0d9222c43e73a4faf53e910bd7b2578fbae2a74fb80e10b6b.pdf
	approximation



