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Рассматриваются безвихревые векторные поля на поверхности, задан-
ной уравнением 𝑎 = 𝑧 + 𝛼(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 0. Изучаются условия, при выпол-
нении которых векторные линии таких полей располагаются на этой
поверхности. Получены достаточные условия существования гармони-
ческого векторного поля с такими векторными линиями. Изучена пе-
реопределенная система уравнений в частных производных, решение
которой обеспечивает получение гармонического поля, векторные ли-
нии которого лежат на заданной поверхности рассматриваемого вида.
Выписано уравнение поверхности, для которой можно найти гармони-
ческое векторное поле с векторными линиями расположенными на этой
поверхности. Показано, что для любых поверхностей рассматриваемого
вида можно найти безвихревые негармонические векторные поля с век-
торными линиями, расположенными на заданной поверхности. Приве-
ден ряд поверхностей, для которых указаны гармонические или негар-
монические безвихревые векторные поля с векторными линиями распо-
ложенными на этих поверхностях. Рассмотрена система уравнений На-
вье - Стокса для вязкой несжимаемой жидкости в безразмерном виде.
Для этой системы в предположении потенциальности поля скоростей
выписано частное решение, обеспечивающее расположение векторных
линии поля скоростей на параболоиде вращения.
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Введение

В разных областях математики, механики и физики возникает потребность по-
строения векторных полей определенного направления. Это и обтекание тел и по-
верхностей потоками жидкости и газа (поле скоростей) [1,2], и удержание плазмы
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в магнитной газодинамике (магнитное поле) [3—6], и задачи управления потоками
пучков частиц (электрическое поле) [7, 8]. В одних случаях это соленоидальное
векторное поле, в других — нет.

В статье рассматривается задача получения безвихревого векторного поля на
заданной поверхности с векторными линиями, лежащими на этой поверхности.

Рассматриваем односвязные области. Полагаем, что безвихревое векторное по-
ле создается вектором U = (𝑢, 𝑣, 𝑤). Известно [9], что векторное поле безвихре-
вое тогда и только тогда, когда 𝑢 = 𝑄𝑥, 𝑣 = 𝑄𝑦, 𝑤 = 𝑄𝑧 где, вообще говоря,
𝑄 = 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) — достаточно гладкая функция, 𝑡 — время. Векторное поле соле-
ноидальное, если divU = 0.

Нетрудно проверить, что еслиU = ∇𝑎×∇𝑏, то при любых заданных достаточно
гладких 𝑎(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡), 𝑏(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) (когда 𝑎𝑥𝑦 = 𝑎𝑦𝑥, 𝑎𝑥𝑧 = 𝑎𝑧𝑥, 𝑎𝑦𝑧 = 𝑎𝑧𝑦, 𝑏𝑥𝑦 = 𝑏𝑦𝑥,
𝑏𝑥𝑧 = 𝑏𝑧𝑥, 𝑏𝑦𝑧 = 𝑏𝑧𝑦) имеем divU = 0. Если выполняются оба перечисленные
условия, а именно, ∇𝑄 = ∇𝑎×∇𝑏, то такой вектор U создает гармоническое поле
в каждый фиксированный момент времени. Покоординатная запись соотношения
∇𝑄 = ∇𝑎×∇𝑏 имеет вид

𝑄𝑥 = 𝑎𝑦𝑏𝑧 − 𝑎𝑧𝑏𝑦, 𝑄𝑦 = 𝑎𝑧𝑏𝑥 − 𝑎𝑥𝑏𝑧, 𝑄𝑧 = 𝑎𝑥𝑏𝑦 − 𝑎𝑦𝑏𝑥. (1)

Здесь и далее нижние индексы обозначают дифференцирование по соответствую-
щим переменным.

Если (1) выполняется, то 𝑄𝑥𝑎𝑥 + 𝑄𝑦𝑎𝑦 + 𝑄𝑧𝑎𝑧 = 0 и 𝑄𝑥𝑏𝑥 + 𝑄𝑦𝑏𝑦 + 𝑄𝑧𝑏𝑧 = 0,
следовательно, 𝑢𝑎𝑥 + 𝑣𝑎𝑦 +𝑤𝑎𝑧 = 0 и 𝑢𝑏𝑥 + 𝑣𝑏𝑦 +𝑤𝑏𝑧 = 0, тогда векторные линии
поляU = (𝑢, 𝑣, 𝑤) расположены на линии пересечения поверхностей 𝑎(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 0
и 𝑏(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 0.

В разделе 1 дается постановка задачи получения безвихревого векторного поля
с векторными линиями, лежащими на поверхности 𝑎(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑧 + 𝛼(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 0.
В разделе 2 рассматривается возможность получения гармонического векторного
поля с векторными линиями, лежащими на такой заданной поверхности. В пунк-
те 2.1 рассмотрена возможность построения гармонического векторного поля с
векторными линиями, лежащими на параболоидах. В разделе 3 рассматривается
возможность построения безвихревого негармонического векторного поля с век-
торными линиями, лежащими на заданной поверхности 𝑎 = 𝑧 + 𝛼(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 0.

1. Постановка задачи получения безвихревого векторного поля с век-
торными линиями, лежащими на на заданной поверхности

Изучаем решения системы (1), когда 𝑎(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 0 — известная достаточно
гладкая функция. Пусть 𝑎 = 𝑧+𝛼(𝑥, 𝑦, 𝑡), 𝑏 = 𝑧+𝛽(𝑥, 𝑦, 𝑡), тогда система (1) имеет
вид

𝑄𝑥 = 𝛼𝑦 − 𝛽𝑦, 𝑄𝑦 = 𝛽𝑥 − 𝛼𝑥, 𝑄𝑧 = 𝛼𝑥𝛽𝑦 − 𝛼𝑦𝛽𝑥, (2)

причем (2) задает соленоидальное векторное поле, когда 𝛽𝑦𝑥 = 𝛽𝑥𝑦.
Здесь в фиксированный момент времени (𝛼𝑥, 𝛼𝑦, 1) — нормальный вектор по-

верхности 𝑎(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 0, по которой требуется направить векторные линии
безвихревого поля (𝑄𝑥, 𝑄𝑦, 𝑄𝑧), а (𝛽𝑥, 𝛽𝑦, 1) — нормальный вектор поверхности
𝑏 = 𝑧 + 𝛽(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 0. Чтобы направить вектор, описывающий безвихревое вектор-
ное поле, по касательной к заданной поверхности 𝑎 = 𝑧+𝛼(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 0, необходимо
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найти такую поверхность 𝑏 = 𝑧 + 𝛽(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 0, для которой выполняются зави-
симости (2). Причем 𝛽(𝑥, 𝑦, 𝑡) должна быть такой, чтобы выполнялись условия
𝑄𝑥𝑦 = 𝑄𝑦𝑥, 𝑄𝑥𝑧 = 𝑄𝑧𝑥, 𝑄𝑦𝑧 = 𝑄𝑧𝑦.

Эти условия будут выполняться, если

𝛽𝑥𝑥 + 𝛽𝑦𝑦 = 𝛼𝑥𝑥 + 𝛼𝑦𝑦, 𝛼𝑥𝛽𝑦 − 𝛼𝑦𝛽𝑥 = 𝑐(𝑡). (3)

Покажем ниже, что решение переопределенной системы (3) с неизвестной функ-
цией 𝛽 = 𝛽(𝑥, 𝑦, 𝑡), не всегда гарантирует выполнение условия соленоидальности
векторного поля divU = 0.

2. О гармоническом векторном поле с векторными линиями, лежащими
на на заданной поверхности

Если 𝛽 = 𝛽(𝑥, 𝑦, 𝑡) — достаточно гладкая функция (𝛽𝑥𝑦 = 𝛽𝑦𝑥), то (3) — пере-
определенная (см. [11]) система для функции 𝛽 = 𝛽(𝑥, 𝑦, 𝑡), когда 𝑧 = −𝛼(𝑥, 𝑦, 𝑡)
— задает известную поверхность 𝑎 = 𝑧+𝛼(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 0, на которой должны лежать
векторные линии поля U.

Утверждение 1. Если 𝑄𝑧 ̸= 0, то не для любой заданной поверхности
𝑎 = 𝑧 + 𝛼(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 0 существует такое решение системы (3), которое обес-
печивает получение гармонического поля с векторными линиями, лежащими на
этой поверхности.

Доказательство. Решаем систему (3). Выписываем дифференциальные след-
ствия второго уравнения системы. Получаем алгебраическую систему для опре-
деления неизвестных вторых производных по 𝑥 и по 𝑦 функции 𝛽(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝛼𝑥𝛽𝑦𝑥 − 𝛼𝑦𝛽𝑥𝑥 = −𝛼𝑥𝑥𝛽𝑦 + 𝛼𝑦𝑥𝛽𝑥, 𝛼𝑥𝛽𝑦𝑦 − 𝛼𝑦𝛽𝑥𝑦 = −𝛼𝑥𝑦𝛽𝑦 + 𝛼𝑦𝑦𝛽𝑥,

𝛽𝑥𝑥 + 𝛽𝑦𝑦 = 𝛼𝑥𝑥 + 𝛼𝑦𝑦.

Отсюда имеем

𝛽𝑥𝑦 =
𝛼𝑥𝛼𝑦(𝛼𝑥𝑥 + 𝛼𝑦𝑦) + 𝛽𝑥(𝛼𝑥𝛼𝑥𝑦 − 𝛼𝑦𝛼𝑦𝑦) + 𝛽𝑦(𝛼𝑦𝛼𝑥𝑦 − 𝛼𝑥𝛼𝑥𝑥)

𝛼2
𝑥 + 𝛼2

𝑦

,

𝛽𝑥𝑥 =
𝛼2
𝑥(𝛼𝑥𝑥 + 𝛼𝑦𝑦)

𝛼2
𝑥 + 𝛼2

𝑦

− 𝛽𝑥

(︂
𝛼𝑦𝛼𝑥𝑦 + 𝛼𝑥𝛼𝑦𝑦

𝛼2
𝑥 + 𝛼2

𝑦

)︂
+ 𝛽𝑦

(︂
𝛼𝑥𝛼𝑥𝑦 + 𝛼𝑦𝛼𝑥𝑥

𝛼2
𝑥 + 𝛼2

𝑦

)︂
,

𝛽𝑦𝑦 =
𝛼2
𝑦(𝛼𝑥𝑥 + 𝛼𝑦𝑦)

𝛼2
𝑥 + 𝛼2

𝑦

+ 𝛽𝑥

(︂
𝛼𝑥𝛼𝑦𝑦 + 𝛼𝑦𝛼𝑥𝑦

𝛼2
𝑥 + 𝛼2

𝑦

)︂
− 𝛽𝑦

(︂
𝛼𝑥𝛼𝑥𝑦 + 𝛼𝑦𝛼𝑥𝑥

𝛼2
𝑥 + 𝛼2

𝑦

)︂
.

(4)

Чтобы производные (4) были производными одной и той же функции, должны
быть равны смешанные производные 𝛽𝑥𝑥𝑦 = 𝛽𝑥𝑦𝑥, 𝛽𝑦𝑦𝑥 = 𝛽𝑥𝑦𝑦. Требуя равенства
третьих смешанных производных, получаем, что эти зависимости выполняются,
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когда 𝐴𝛽𝑥 +𝐵𝛽𝑦 = 𝐾, где

𝐴 = 2𝛼𝑥𝛼𝑥𝑥𝛼𝑥𝑦 + 2𝛼𝑥𝛼𝑦𝑦𝛼𝑥𝑦 + 4𝛼𝑦𝛼
2
𝑥𝑦 − 2𝛼𝑦𝛼𝑥𝑥𝛼𝑦𝑦 + 2𝛼𝑦𝛼

2
𝑦𝑦

−(𝛼2
𝑥 + 𝛼2

𝑦)(𝛼𝑦𝑦𝑦 + 𝛼𝑥𝑥𝑦),

𝐵 = 2𝛼𝑦𝛼𝑥𝑥𝛼𝑥𝑦 − 2𝛼𝑦𝛼𝑦𝑦𝛼𝑥𝑦 − 4𝛼𝑥𝛼
2
𝑥𝑦 + 2𝛼𝑥𝛼𝑥𝑥𝛼𝑦𝑦 − 2𝛼𝑥𝛼

2
𝑥𝑥

−(𝛼2
𝑥 + 𝛼2

𝑦)(𝛼𝑥𝑦𝑦 + 𝛼𝑥𝑥𝑥),

𝐾 = (𝛼𝑥𝑥 + 𝛼𝑦𝑦)[2𝛼𝑥𝛼𝑦𝛼𝑦𝑦 − 2𝛼𝑥𝛼𝑦𝛼𝑥𝑥 + 2(𝛼2
𝑥 − 𝛼2

𝑦)𝛼𝑥𝑦]

−(𝛼2
𝑥 + 𝛼2

𝑦)[𝛼𝑥(𝛼𝑥𝑥𝑦 + 𝛼𝑦𝑦𝑦) − 𝛼𝑦(𝛼𝑥𝑥𝑥 + 𝛼𝑦𝑦𝑥)].

(5)

Заметим, что 𝐾 = 𝛼𝑥𝐴 + 𝛼𝑦𝐵. Таким образом, приходим к тому,
что первые производные 𝛽𝑥 и 𝛽𝑦 определяются из системы уравнений
𝐴𝛽𝑥 + 𝐵𝛽𝑦 = 𝛼𝑥𝐴 + 𝛼𝑦𝐵, 𝛼𝑥𝛽𝑦 − 𝛼𝑦𝛽𝑥 = 𝑐(𝑡), где 𝑐(𝑡) — произвольная функ-
ция.

Отсюда

𝛽𝑥 = 𝛼𝑥 − 𝑐(𝑡)𝐵

𝛼𝑥𝐴+ 𝛼𝑦𝐵
, 𝛽𝑦 = 𝛼𝑦 +

𝑐(𝑡)𝐴

𝛼𝑥𝐴+ 𝛼𝑦𝐵
,

если (𝛼𝑥𝐴+ 𝛼𝑦𝐵) ̸= 0, 𝑐(𝑡) ̸= 0.

(6)

Если функции 𝛽𝑥, 𝛽𝑦 из (6) подставим в (2), то получим вектор U, который ка-
сается заданной поверхности 𝑎 = 𝑧 + 𝛼(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 0, но условие divU = 0 может не
выполняться. Легко проверить, что полученные в (6) функции после подстановки
в (2) будут задавать гармоническое поле только тогда, когда они — производные
одной и той же функции (их смешанные производные равны)

𝛽𝑥𝑦 = 𝛽𝑦𝑥, −
(︂

𝐵

𝛼𝑥𝐴+ 𝛼𝑦𝐵

)︂
𝑦

=

(︂
𝐴

𝛼𝑥𝐴+ 𝛼𝑦𝐵

)︂
𝑥

, 𝑐(𝑡) ̸= 0. (7)

Здесь индексы за скобками обозначают переменные, по которым вычисляются
производные от выражений, стоящих в скобках.

Итак, в (7) получено, что если 𝑄𝑧 = 𝑐(𝑡) ̸= 0, то гармоническое поле будет
иметь векторные линии только на такой поверхности, уравнение которой(︂

𝐵

𝛼𝑥𝐴+ 𝛼𝑦𝐵

)︂
𝑦

+

(︂
𝐴

𝛼𝑥𝐴+ 𝛼𝑦𝐵

)︂
𝑥

= 0, если (𝛼𝑥𝐴+ 𝛼𝑦𝐵) ̸= 0. (8)

Что и требовалось доказать.

Следствие 1. Если заданная поверхность удовлетворяет уравнению
𝛼𝑥𝐴+ 𝛼𝑦𝐵 = 0, но 𝐴 ̸= 0, 𝐵 ̸= 0 (см. (5)), то 𝑄𝑧 = 𝑐(𝑡) = 0.

Следствие 2. Если 𝑄𝑧 = 0, то для любой поверхности 𝑎 = 𝑧 + 𝛼(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 0
система (2)(см. также (6)) имеет решение 𝛽(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝛼(𝑥, 𝑦, 𝑡), что приводит
к условию прилипания вектора U на заданной поверхности, ибо при этом имеем
𝑄𝑥 = 𝑄𝑦 = 𝑄𝑧 = 0. В этом случае поверхность 𝑎 = 𝑧 + 𝛼(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 0 можно
считать поверхностью слабого разрыва [11] для решаемой задачи [12].
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Легко проверить, что в случае плоскости или цилиндрической поверхности, для
которых, очевидно, можно указать гармоническое поле с векторными линиями,
лежащими на них, соотношение (8) выполняется.

2.1 О гармоническом векторном поле с векторными линиями, лежащими на па-
раболоидах z + m(t)x2 + n(t)y2 = 0

Для данной поверхности 𝛼(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑚(𝑡)𝑥2 + 𝑛(𝑡)𝑦2, 𝛼𝑥 = 2𝑚(𝑡)𝑥, 𝛼𝑦 = 2𝑛(𝑡)𝑦,
𝛼𝑥𝑥 = 2𝑚(𝑡), 𝛼𝑦𝑦 = 2𝑛(𝑡), 𝛼𝑥𝑦 = 0, 𝛼𝑥𝑥𝑥 = 𝛼𝑥𝑥𝑦 = 𝛼𝑥𝑦𝑦 = 𝛼𝑦𝑦𝑦 = 0. Подставляя
выписанные производные в (5), получаем

𝐴 = 16𝑛(𝑡)2(𝑛(𝑡) −𝑚(𝑡))𝑦, 𝐵 = 16𝑚(𝑡)2(𝑛(𝑡) −𝑚(𝑡))𝑥,

𝐾 = 32𝑚(𝑡)𝑛(𝑡)(𝑛(𝑡)2 −𝑚(𝑡)2)𝑥𝑦,

𝛽𝑥 = 2𝑚(𝑡)𝑥− 0.5𝑚(𝑡)𝑐(𝑡)

𝑛(𝑡)𝑦(𝑛(𝑡) +𝑚(𝑡))
, 𝛽𝑦 = 2𝑛(𝑡)𝑦 +

0.5𝑛(𝑡)𝑐(𝑡)

𝑚(𝑡)𝑥(𝑛(𝑡) +𝑚(𝑡))
.

Для безвихревого несоленоидального векторного поля (divU ̸= 0) после подста-
новки в (2) имеем

𝑄𝑥 = −0.5
𝑐(𝑡)𝑛(𝑡)

𝑚(𝑡)𝑥(𝑚(𝑡) + 𝑛(𝑡))
, 𝑄𝑦 = −0.5

𝑐(𝑡)𝑚(𝑡)

𝑛(𝑡)𝑦(𝑚(𝑡) + 𝑛(𝑡))
, 𝑄𝑧 = 𝑐(𝑡),

отсюда 𝑄𝑥𝛼𝑥 + 𝑄𝑦𝛼𝑦 + 𝑄𝑧 = 0, а divU = 0, только если 𝑄𝑧 = 𝑐(𝑡) = 0. Тогда
𝑄𝑥 = 𝑄𝑦 = 𝑄𝑧 = 0 и на поверхности 𝑧+𝑚(𝑡)𝑥2 + 𝑛(𝑡)𝑦2 = 0 выполняются условия
прилипания. Нетрудно проверить, что при 𝑐(𝑡) = 0 для 𝛼(𝑥, 𝑦) = 𝑚(𝑡)𝑥2 + 𝑛(𝑡)𝑦2

выполняются условия (8).
Случай m(t) = n(t). Если 𝑚(𝑡) = 𝑛(𝑡), то 𝐴 = 𝐵 = 𝐾 = 0 и вторые про-

изводные в (4) — производные одной и той же функции. Отсюда, учитывая,
что 2𝑚(𝑡)(𝑥𝛽𝑦 − 𝑦𝛽𝑥) = 𝑐(𝑡), следовательно 𝛽𝑥 = (𝑥/𝑦)𝛽𝑦 − 𝑐(𝑡)/[2𝑚(𝑡)𝑦], имеем
𝑄𝑥 = 2𝑚(𝑡)𝑦 − 𝛽𝑦, 𝑄𝑦 = (𝑥/𝑦)𝛽𝑦 − 𝑐(𝑡)/[2𝑦𝑚(𝑡)] − 2𝑚(𝑡)𝑥, 𝑄𝑧 = 𝑐(𝑡),

𝛽𝑦𝑦 − 𝛽𝑦

(︂
𝑥2 − 𝑦2

𝑦(𝑥2 + 𝑦2)

)︂
=

4𝑚(𝑡)𝑦2

𝑥2 + 𝑦2
− 𝑐(𝑡)𝑥

2𝑚(𝑡)𝑦(𝑥2 + 𝑦2)
.

Решая это линейное уравнение относительно 𝛽𝑦 и учитывая, что
𝛽𝑥 = (𝑥/𝑦)𝛽𝑦 − 𝑐(𝑡)/[2𝑚(𝑡)𝑦], получаем

𝛽𝑦 =
𝑦

𝑥2 + 𝑦2

(︂
𝜂(𝑥, 𝑡) + 2𝑚(𝑡)𝑦2 +

𝑐(𝑡)𝑥

2𝑚(𝑡)𝑦

)︂
,

𝛽𝑥 =
𝑥

𝑥2 + 𝑦2

(︂
𝜂(𝑥, 𝑡) + 2𝑚(𝑡)𝑦2 +

𝑐(𝑡)𝑥

2𝑚(𝑡)𝑦

)︂
− 𝑐(𝑡)

2𝑚(𝑡)𝑦
.

Отсюда получаем, что 𝛽𝑦𝑥 = 𝛽𝑥𝑦, если 𝜂(𝑥, 𝑡) = 2𝑚(𝑡)𝑥2, следовательно, на пара-
болоиде вращения 𝑧 + 𝑚(𝑡)(𝑥2 + 𝑦2) = 0 лежат векторные линии гармонического
поля

𝑄𝑥 = − 𝑐(𝑡)𝑥

2𝑚(𝑡)(𝑥2 + 𝑦2)
, 𝑄𝑦 = − 𝑐(𝑡)𝑦

2𝑚(𝑡)(𝑥2 + 𝑦2)
, 𝑄𝑧 = 𝑐(𝑡). (9)
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Пример 1. Выпишем систему уравнений Навье - Стокса для вязкой несжимаемой
жидкости в безразмерном виде [13]

𝑆
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝑢

𝜕𝑧
+ 𝐸

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+

1

𝑅

(︂
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2

)︂
= 0,

𝑆
𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝑣

𝜕𝑧
+ 𝐸

𝜕𝑝

𝜕𝑦
+

1

𝑅

(︂
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑣

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑣

𝜕𝑧2

)︂
= 0,

𝑆
𝜕𝑤

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑤

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝑤

𝜕𝑧
+ 𝐸

𝜕𝑝

𝜕𝑧
+

1

𝑅

(︂
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑤

𝜕𝑧2

)︂
=

1

𝐹
,

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑣

𝜕𝑦
+
𝜕𝑤

𝜕𝑧
= 0,

(10)

где 𝑆 — число Струхаля, 𝐸 — число Эйлера, 𝑅 — число Рейнольдса, 𝐹 — чис-
ло Фруда, (𝑢, 𝑣, 𝑤) — компоненты вектора скорости, 𝑝 — давление, (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) —
независимые переменные.

Пусть в системе (10) поле скоростей безвихревое, тогда 𝑢 = 𝑄𝑥, 𝑣 = 𝑄𝑦, 𝑤 = 𝑄𝑧.
Последнее уравнение системы (10) показывает, что поле соленоидальное. Подста-
вив в систему (10) 𝑢 = 𝑄𝑥, 𝑣 = 𝑄𝑦, 𝑤 = 𝑄𝑧, получаем, что давление на поверхности
𝑧 +𝑚(𝑡)(𝑥2 + 𝑦2) = 0 определяется из соотношения

𝑝 =
𝑧

𝐹𝐸
−
𝑆𝑄𝑡 + 0.5(𝑄2

𝑥 +𝑄2
𝑦 +𝑄2

𝑧)

𝐸
+
𝑚(𝑡)

𝐸
, (11)

где (см. (9))

𝑢 = 𝑄𝑥 = − 𝑐(𝑡)𝑥

2𝑚(𝑡)(𝑥2 + 𝑦2)
, 𝑣 = 𝑄𝑦 = − 𝑐(𝑡)𝑦

2𝑚(𝑡)(𝑥2 + 𝑦2)
, 𝑤 = 𝑄𝑧 = 𝑐(𝑡), (12)

следовательно,

𝑄 = 𝑐(𝑡)𝑧 − 𝑐(𝑡)

4𝑚(𝑡)
ln (𝑥2 + 𝑦2).

Здесь 𝑐(𝑡), 𝑚(𝑡) — произвольные функции.
Итак, получено частное точное решение (11)-(12) системы (10), которое описы-

вает обтекание параболоида вращения 𝑧 +𝑚(𝑡)(𝑥2 + 𝑦2) = 0.

3. О безвихревом негармоническом векторном поле с векторными ли-
ниями, расположенными на заданной поверхности

Утверждение 2. Для любой поверхности, заданной уравнением 𝑧+𝛼(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 0,
можно указать безвихревое негармоническое векторное поле, векторные линии
которого расположены на этой поверхности.

Доказательство. Пусть

𝑄𝑥 = 𝛼𝑦 − 𝑞(𝑥, 𝑦, 𝑡), 𝑄𝑦 = 𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑡) − 𝛼𝑥, 𝑄𝑧 = 𝛼𝑥𝑞(𝑥, 𝑦, 𝑡) − 𝛼𝑦𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑡), (13)
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где 𝑞(𝑥, 𝑦, 𝑡) и 𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑡) — пока произвольные функции. Тогда 𝛼𝑥𝑄𝑥+𝛼𝑦𝑄𝑦+𝑄𝑧 = 0,
и вектор U касается заданной поверхности в каждой точке этой поверхности, если
𝑄𝑥, 𝑄𝑦, 𝑄𝑧 — производные функции 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡), следовательно, если 𝑄𝑥𝑦 = 𝑄𝑦𝑥,
𝑄𝑥𝑧 = 𝑄𝑧𝑥, 𝑄𝑦𝑧 = 𝑄𝑧𝑦.

Эти условия выполняются, если (см. (13))

𝑝𝑥 + 𝑞𝑦 = 𝛼𝑥𝑥 + 𝛼𝑦𝑦, 𝛼𝑥𝑞 − 𝛼𝑦𝑝 = 𝑐(𝑡). (14)

Для определения функций 𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑡) и 𝑞(𝑥, 𝑦, 𝑡) получаем систему уравнений. Мы
имеем так называемую определенную [10] систему двух уравнений для двух функ-
ций 𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑡) и 𝑞(𝑥, 𝑦, 𝑡) (заметим, что разделе 2. мы имели переопределенную си-
стему уравнений). Из второго уравнения системы (14) выражаем 𝑞 = (𝑐+𝛼𝑦𝑝)/𝛼𝑥

и после подстановки его в первое уравнение системы (14) получаем уравнение в
частных производных первого порядка для функции 𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝑝𝑥𝛼𝑥 + 𝑝𝑦𝛼𝑦 = 𝑝
𝛼𝑦𝛼𝑥𝑦 − 𝛼𝑥𝛼𝑦𝑦

𝛼𝑥
+ 𝑐(𝑡)

𝛼𝑥𝑦

𝛼𝑥
+ 𝛼𝑥(𝛼𝑥𝑥 + 𝛼𝑦𝑦),

решение которого сводится к решению системы уравнений характеристик [11].
Аналогично выписывается и решается уравнение для функции 𝑞(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝑞𝑥𝛼𝑥 + 𝑞𝑦𝛼𝑦 = 𝑞
𝛼𝑥𝛼𝑥𝑦 − 𝛼𝑦𝛼𝑥𝑥

𝛼𝑦
− 𝑐(𝑡)

𝛼𝑥𝑦

𝛼𝑦
+ 𝛼𝑦(𝛼𝑥𝑥 + 𝛼𝑦𝑦).

Таким образом эти функции определяются. Определив их и подставив в (13),
получим компоненты безвихревого негармонического векторного поля, вектор-
ные линии которого расположены на любой поверхности, заданной уравнением
𝑧 + 𝛼(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 0. Что и требовалось доказать.

Пример 2. Пусть 𝑎(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑧 + 𝑚(𝑡)𝑥𝑦, тогда 𝛼𝑥 = 𝑚(𝑡)𝑦, 𝛼𝑦 = 𝑚(𝑡)𝑥,
𝛼𝑥𝑥 = 𝛼𝑦𝑦 = 0, 𝛼𝑥𝑦 = 𝑚(𝑡). Для определения 𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑡) и 𝑞(𝑥, 𝑦, 𝑡) получаем си-
стему уравнений

𝑝𝑥𝑦 + 𝑝𝑦𝑥 = 𝑝
𝑥

𝑦
+

𝑐(𝑡)

𝑦𝑚(𝑡)
, 𝑞𝑥𝑦 + 𝑞𝑦𝑥 = 𝑞

𝑦

𝑥
− 𝑐(𝑡)

𝑥𝑚(𝑡)
.

Для выписанной системы уравнений в частных производных первого порядка си-
стема уравнений характеристик имеет вид

𝑑𝑥

𝑑𝑠
= 𝑦,

𝑑𝑦

𝑑𝑠
= 𝑥,

𝑑𝑝

𝑑𝑠
= 𝑝

𝑥

𝑦
+

𝑐(𝑡)

𝑦𝑚(𝑡)
,

𝑑𝑞

𝑑𝑠
= 𝑞

𝑦

𝑥
− 𝑐(𝑡)

𝑥𝑚(𝑡)
. (15)

Решая систему (15), получаем 𝑥 = 𝐴(𝑡) exp (𝑠), 𝑦 = 𝐵(𝑡) exp (𝑠), 𝑝 = 𝐾(𝑡) exp (−𝑠),
𝑞 = 𝐺(𝑡) exp (−𝑠), если

𝐾(𝑡) = − 𝑐(𝑡)

𝑚(𝑡)(𝐴(𝑡) +𝐵(𝑡))
, 𝐺(𝑡) =

𝑐(𝑡)

𝑚(𝑡)(𝐴(𝑡) +𝐵(𝑡))
.

В частности,

𝑝 = − 𝑛(𝑡)

(𝑥+ 𝑦)
, 𝑞 =

𝑛(𝑡)

(𝑥+ 𝑦)
, 𝑛(𝑡) =

𝑐(𝑡)

𝑚(𝑡)
,
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𝑄𝑥 = 𝑚(𝑡)𝑥− 𝑛(𝑡)

(𝑥+ 𝑦)
, 𝑄𝑦 = − 𝑛(𝑡)

(𝑥+ 𝑦)
−𝑚(𝑡)𝑦, 𝑄𝑧 = 𝑐(𝑡).

Отсюда имеем 𝑚(𝑡)𝑦𝑄𝑥 +𝑚(𝑡)𝑥𝑄𝑦 +𝑄𝑧 = 0, 𝑄𝑥𝑥 +𝑄𝑦𝑦 +𝑄𝑧𝑧 ̸= 0, следовательно
получены компоненты 𝑄𝑥, 𝑄𝑦, 𝑄𝑧 безвихревого негармонического векторного поля
на поверхности 𝑎(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑧+𝑚(𝑡)𝑥𝑦, обеспечивающие расположение векторных
линий на этой поверхности.

Заключение

При изучении физических явлений приходится иметь дело с разными вектор-
ными полями. При описании процессов даже в одной и той же среде рассмат-
риваются как соленоидальные так и несоленоидальные, вихревые или потенци-
альные, гармонические или негармонические векторные поля [14]. Для решений
системы уравнений Навье - Стокса для несжимаемой сплошной среды поле ско-
ростей соленоидальное [13], а при нестационарном потенциальном движении по-
литропного газа поле скоростей безвихревое, но не соленоидальное [15]. Поэтому
выше проведено рассмотрение как гармонических (безвихревых соленоидальных)
векторных полей, так и безвихревых негармонических векторных полей. Показа-
но, что на любой заданной поверхности рассматриваемого вида можно располо-
жить безвихревое (негармоническое) векторное поле (см. утверждение 4) с век-
торными линиями, лежащими на этой поверхности. Получены условия, когда на
поверхности можно расположить гармоническое поле (см. (8)). Рассмотрен ряд
примеров, который можно продолжать и для других поверхностей (например,

𝑧 ±
√︀
𝑘(𝑡)2 −𝑚(𝑡)2𝑥2 − 𝑛(𝑡)2𝑦2 = 0 (эллипсоид), 𝑧 ±

√︁
𝑅2 − (

√︀
𝑥2 + 𝑦2 − 𝑟)2 = 0

(тор) и другие). Рассмотренные примеры показывают, что условие (8), ограни-
чивающее множество поверхностей, на которых можно расположить векторные
линии гармонического векторного поля, иногда может быть выполнено подбором
параметров, входящих в уравнение поверхности (см. 𝑧+𝑚(𝑡)𝑥2 +𝑛(𝑡)𝑦2 = 0, когда
𝑚(𝑡) = 𝑛(𝑡)). Заметим, что такие параметры присутствуют и в уравнении эллип-
соида, и в уравнении тора. Заметим также, что получение точных решений неко-
торых систем уравнений (см. пример 1.) в случае безвихревых полей оказывается
достаточно простым, если использовать описанные выше подходы.
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Irrotational vector fields are considered on the surface given by the equation
𝑎 = 𝑧 + 𝛼(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 0. The conditions under which the vector lines of such
fields are located on this surface are studied. Sufficient conditions for the
existence of a harmonic vector field with such vector lines are obtained.
An overdetermined system of partial differential equations is studied, the
solution of which provides a harmonic field, the vector lines of which lie
on a given surface of the considered type. The equation of the surface is
written, for which it is possible to find a harmonic vector field with vector
lines located on this surface. It is shown that for any surfaces of the type
under consideration, one can find irrotational nonharmonic vector fields
with vector lines located on a given surface. A number of surfaces are given
for which harmonic or nonharmonic irrotational vector fields with vector
lines located on these surfaces are obtained. Navier - Stokes equations for
a viscous incompressible fluid in nondimensional form are considered. For
this system, under the assumption that the velocity field is potential, a
particular solution is written that ensures the location of the vector lines
of the velocity field on a paraboloid of revolution.

Keywords: irrotational vector field, field lines, equation of a surface that
allows the construction of a harmonic field.
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