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Предлагается модель движения твердого вращающегося тела в
центральном гравитационном поле, которая учитывает массово-
геометрические характеристики тела и фактор вращения тела относи-
тельно собственного центра масс. Осью вращения тела (относительно
центра масс) является линия, соединяющая центр масс тела и центр
инерциальной системы координат (центр гравитационного поля). Рас-
стояние от центра масс тела до начала инерциальной системы является
постоянным в процессе движения. В этом случае математической моде-
лью движения являются динамические уравнения Эйлера для твердого
тела с неподвижной точкой (классический «случай Эйлера- Пуансо»),
Уравнения Эйлера-Пуансо представлены в проекции на инерциальные
оси, на нормальные оси, а также в классическом виде - в проекции на
оси, связанные с телом. Установлено, что при «малой» угловой скорости
вращения относительно центра масс движение тела с высокой степенью
точности совпадает с классической моделью движения точечной массы
в центральном поле. В случае «большой» угловой скорости собственно-
го вращения наблюдаются качественно новые динамические эффекты
в движении тела. Так, например, изменяется ориентация вектора ки-
нетического момента в инерциальном пространстве с соответствующим
разворотом плоскости орбиты. При этом траектория движения выходит
из классической плоскости орбиты и способна переходить в «спираль»
и даже приобретать форму «орбитальной воронки». Новые нелинейные
эффекты существенно усиливаются с ростом величины начальной уг-
ловой скорости вращения тела относительно собственного центра масс.
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1. Введение

В рамках классической механики существуют две основные модели движения
твердого тела в центральном гравитационном поле.

1.1 Первая модель

Твердое тело заменяется массивной точкой, помещенной в центр масс тела.
Фактор вращения тела относительно собственного центра масс не учитывается.
Такую модель движения тела в инерциальном пространстве 𝑂𝑋𝑌 𝑍 принято пред-
ставлять уравнением движения точечной массы:

𝑚0ẍc = −𝑚0
𝜇x𝑐
𝑅3

. (1.1)

Здесь𝑚0 – масса всего тела, x𝑐 – вектор-координата центра масс точечной массы в
инерциальном пространстве 𝑂𝑋𝑌 𝑍, которая помещена в центр гравитационного
поля; 𝑅 = |x𝑐| – расстояние от центра масс тела до т. 𝑂; 𝜇 – постоянный гра-
витационный параметр. Такая модель предполагает абсолютную независимость
движения точечной массы от вращения тела относительно собственного центра
масс.

1.2 Вторая классическая модель

Действие центрального гравитационного поля на твердое тело определяется
сложной функцией расстояний до каждой частицы протяженного тела (см., на-
пример, [1–3]). В такой модели все классические параметры орбиты тела под-
вержены возмущениям из-за неравномерности воздействия центрального поля на
протяженное твердое тело. В итоге уравнения движения определяются движени-
ем точечной массы 𝑚0 с вектором x𝑐, который определяет положение центра масс
тела в инерциальном пространстве. Дополнительный вектор w, как правило (см.,
например, [1–3]), определяет неравномерность воздействия гравитационного поля
из-за геометрических размеров тела. Также вектор w может учитывать и другие
возмущения орбиты тела (влияние других планет Солнечной системы и самого
Солнца). В этом случае уравнения движения точечной массы представляются с
более сложной правой частью уравнения, чем в уравнении (1.1):

𝑚0ẍ𝑐 = −𝑚0𝜇x𝑐
𝑅3

+ w. (1.2)

Здесь w – вектор, уточняющий неравномерное силовое воздействие гравитацион-
ного поля с учетом геометрических характеристик тела и влияние других планет
Солнечной системы. В этой модели на вектор w накладывается естественное огра-
ничение:

|w| <<
⃒⃒⃒𝑚0𝜇x𝑐

𝑅3

⃒⃒⃒
. (1.3)

Ограничение (1.3) является естественным для такой модели, поскольку вклад
нелинейности w из-за геометрических характеристик тела, действительно, чрез-
вычайно мал.



О ДИНАМИЧЕСКИХ ЭФФЕКТАХ ДВИЖЕНИЯ ЦЕНТРА МАСС... 51

Две модели (1.1) и (1.2) построены на классическом постулате, что вращение
тела относительно собственного центра масс никак не влияет на динамику движе-
ния центра масс тела.

1.3 Новая модель

В настоящей работе предлагается новая модель движения твердого тела в цен-
тральном поле, которая учитывает массово-геометрические характеристики тела
и фактор вращения тела относительно собственного центра масс. Математиче-
ской моделью движения твердого тела в центральном поле являются классиче-
ские уравнения Эйлера - Пуансо с нулевой правой частью [4]. Центр масс тела
находится на постоянном расстоянии от центра гравитационного поля. Сфериче-
ское движение центра масс тела по сфере постоянного радиуса 𝑅 определяется
классическими углами Эйлера {𝜗, 𝜓}. Кроме того, предполагается, что тело вра-
щается относительно собственного центра масс вокруг оси симметрии тела на угол
𝜙, которая совпадает с направлением действия линии действия центрального по-
ля по направлению 𝑂𝐶, где т. 𝐶 (𝑥𝑐, 𝑦𝑐, 𝑧𝑐) определяет положение центра масс
тела в инерциальном пространстве (Рис.1). Таким образом, тройка углов Эйлера
{𝜗, 𝜓, 𝜙} определяет динамику движения центра масс тела с учетом вращения его
относительно собственного центра масс.

В уравнениях Эйлера существует нелинейная связь между угловой перенос-
ной скоростью движения центра масс тела и угловой скоростью вращения тела
относительно собственного центра масс. Это обстоятельство приводит к тому, что
фактор вращения тела относительно центра масс в динамике изменяет парамет-
ры траектории движения тела в инерциальном пространстве. Из-за присутствия
таких нелинейностей наблюдается динамический эффект изменения траектории
растет по мере роста угловой скорости вращения тела �̇� (см. Раздел VIII).

Следует отметить, что при малых значениях �̇� изменение в движении центра
масс «пренебрежительно мало». И в этом смысле классическая модель замены
твердого тела точечной массой себя вполне оправдывает. Вопрос лишь в крите-
рии такой «малости» расхождения (см. Раздел VIII). Если же скорость вращения
тела относительно центра масс «велика», то наблюдаются качественно новые ди-
намические эффекты в движении тела в гравитационном поле, отсутствующие в
моделях (1.1) и (1.2).

2. Постановка задачи и метод ее решения

Рассматривается задача движения твердого протяженного тела в центральном
поле. Центр гравитационного поля неподвижен и располагается в начале инер-
циальной системы координат 𝑂𝑋𝑌 𝑍 (Рис. 1). Каждая частица твердого тела с
массой 𝑚 и с координатой x ∈ 𝑂𝑋𝑌 𝑍 в инерциальном пространстве 𝑂𝑋𝑌 𝑍 под-
чиняется классическому уравнению:

𝑚ẍ = −𝑚𝜇x
|x|3

, (2.1)
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Рис. 1: Движение центра масс вращающегося тела в центральном поле
определяется углами Эйлера 𝜗, 𝜓, а вращение относительно центра масс

параметром 𝜙

где

x =

⎡⎣ 𝑥
𝑦
𝑧

⎤⎦ ∈ 𝑂𝑋𝑌 𝑍. (2.2)

Здесь 𝜇 – гравитационный параметр, который пропорционален массе космиче-
ского тела (планеты, спутника). Для тел лабораторных размеров с «усреднен-
ным радиусом» тела 𝑟0, (например, 𝑟0 ≈ 6, 3м), закон движения (2.1) можно
упростить. Например, в условиях Земли можно считать, что 𝑅 = 6, 371 · 106м,
𝜇 = 3, 984 ·1014м3·с−2, 𝜀 = 𝑟0

𝑅 малый параметр. В этом случае величину |x|3 можно
оценить так:

|x|3 = (𝑅+ 𝑟0)
3

= 𝑅3 + 3𝑅2𝑟0 + 3𝑅𝑟20 + 𝑟30 =

= 𝑅3
(︀
1 + 3𝜀+ 3𝜀2 + 𝜀3

)︀
= 𝑅3 (1 + 𝜀)

3
.

(2.2𝑎)

Поскольку в рамках принятой модели 𝜀 = 𝑟0
𝑅 ≈ 10−5 (в условиях Земли), то вели-

чинами 𝜀, 𝜀2, 𝜀3 можно пренебречь, т.е. можно принять, что |x|3 = 𝑅3 (1 + 𝜀)
3 ≈ 𝑅3.

В этом случае уравнение движения (1.3) для произвольной частицы x твердого
тела можно представить так:

𝑚ẍ = −𝑚𝜇x
𝑅3

, 𝑅 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. (2.3)

Другими словами, в новой модели (2.3) вектор возмущенияw (1.2), определяющий
неравномерность притяжения полем, отсутствует.

Несмотря на упрощенную модель (2.2а) действия гравитационного поля, систе-
ма уравнений (2.3) способна учитывать влияние массово-геометрических характе-
ристик тела на динамику движения его центра масс. Это влияние учитывается
через тензор инерции тела. Такую возможность дает динамическое уравнение Эй-
лера. Кроме того, уравнение Эйлера позволяет оценить фактор вращения тела
относительно собственного центра масс на динамику движения центра масс тела
в центральном поле.
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Процесс исследования поведения вращающихся тел в центральном поле пред-
полагает несколько этапов в решении этой задачи:

1. Вывод основных алгебраических и кинематических соотношений, необходи-
мых для вывода уравнений Эйлера (раздел IV-V);

2. Вывод уравнений движения тела в центральном поле (раздел VI)

3. Вывод первых интегралов движения (разделы V,VII);

4. Выявление принципиально новых динамических эффектов у вращающегося
тела в гравитационном поле (раздел VIII);

3. О некоторых свойствах линейных операторов

Предлагаемая математическая модель движения тела предполагает некоторый
объем операций, в которых используются ряд свойств линейных операторов. Это
обстоятельство требует кратко остановиться на этих свойствах.

Известно, что для каждого из произвольных векторов a =

⎡⎣ 𝑎1
𝑎2
𝑎3

⎤⎦ ,b =

⎡⎣ 𝑏1
𝑏2
𝑏3

⎤⎦
существуют кососимметричные матрицы â и b̂ (см., например, [4, 5]).

â =

⎡⎣ 0 −𝑎3 𝑎2
𝑎3 0 −𝑎1
−𝑎2 𝑎1 0

⎤⎦ , b̂ =

⎡⎣ 0 −𝑏3 𝑏2
𝑏3 0 −𝑏1
−𝑏2 𝑏1 0

⎤⎦ . (3.1)

Такое взаимно однозначное соответствие между кососимметричными матрицами
â и b̂ и векторами a ∈ 𝐸3 и b ∈ 𝐸3, часто в литературе называют изоморфизмом.
При этом векторы a и b и изоморфные им матрицы â и b̂ обладают рядом свойств:

Свойство 1. Векторное произведение [a,b] векторов a ∈ 𝐸3 и b ∈ 𝐸3 можно
определить как произведение соответствующих кососимметричных матриц â
и b̂ на векторы a и b. Такое произведение [a,b] обладает свойством несиммет-
ричной перестановки множителей:

[a, b] ≡ âb ≡ − b̂a. (3.2)

Свойство 2. Векторное произведение [a,b] двух одинаковых (или коллинеарных)
векторов равно нулю:

[a,a] = âa ≡ 0. (3.3)

Свойство 3. Для двух произвольных векторов a и b изоморфных им матриц â
и b̂ справедливо свойство [6 стр. 58, 448 ]:

âb̂â=â2b̂+b̂â2+ |a|2 b̂. (3.4)

Свойство 4. Если векторы a и b преобразуются ортогональной матрицей G,
то скалярное произведение двух векторов ⟨a,b⟩, имеет свойство:

⟨Ga,Gb⟩ = ⟨a,b⟩ . (3.5)
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Свойство 5. Если один из векторов a и b подвергается линейному преобразова-
нию матрицей D, то скалярное произведение ⟨a,b⟩ двух векторов преобразуется
по формуле:

⟨Da,b⟩ =
⟨︀
a,D𝑇b

⟩︀
, ⟨a,Db⟩ =

⟨︀
D𝑇a,b

⟩︀
, (3.6)

где D𝑇 – транспонированная матрица D. Если D – матрица кососимметрична,
т.е., D𝑇 = −D, то в этом случае:

⟨Da,b⟩ = −⟨a,Db⟩ , ⟨a,Db⟩ = −⟨Da,b⟩ . (3.7)

Свойство 6. Если два вектора a ∈ 𝐸3 и b ∈ 𝐸3 связаны между собой ортого-
нальной матрицейG, т.е. a = Gb, то соответствующие им кососимметричные
матрицы â и b̂ связаны матричным равенством [ 6 стр. 449 ]:

â = Db̂D−1. (3.8)

4. Основные кинематические соотношения для динамики движения
твердого тела в центральном поле

Для построения уравнений движения твердого тела в центральном поле недо-
статочно утверждать, что каждая частица с координатой x должна подчиняться
уравнению (2.3). Леонард Эйлер в свое время предложил математическую модель
движения совокупности частиц, расстояния между которыми не изменяются при
движении. Идея состоит в том, что с твердым телом необходимо жестко связать
систему координат 𝑂𝑋 ′

*𝑌
′
*𝑍

′
*. Центр этой системы 𝑂𝑋 ′

*𝑌
′
*𝑍

′
* размещен в начале

инерциальной системы 𝑂𝑋𝑌 𝑍, т.е. в точке 𝑂 (Рис. 2). В этом случае твердое те-

Рис. 2: Расположение связанных с телом систем координат 𝑂𝑋 ′
*𝑌

′
*𝑍

′
* и

𝐶𝑋*𝑌*𝑍
′
* относительно инерциальной системы 𝑂𝑋𝑌 𝑍

ло имеет только одну неподвижную т. 𝑂. Вращение тела (координатной системы
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𝑂𝑋 ′
*𝑌

′
*𝑍

′
* в пространстве 𝑂𝑋𝑌 𝑍 Л. Эйлер предложил определять тремя углами

{𝜗, 𝜓, 𝜙}. Изменение углов {𝜗, 𝜓, 𝜙} представляется ортогональными матрицами
Q𝜗,Q𝜓,Q𝜙:

Q𝜗 =

⎡⎣ 1 0 0
0 cos𝜗 -sin𝜗
0 sin𝜗 cos𝜗

⎤⎦ ,Q𝜓 =

⎡⎣ cos𝜓 -sin𝜓 0
sin𝜓 cos𝜓 0

0 0 1

⎤⎦ ,

Q𝜙 =

⎡⎣ cos𝜙 -sin𝜙 0
sin𝜙 cos𝜙 0

0 0 1

⎤⎦ . (4.1)

Условимся при этом, что ось 𝑂𝑍 ′
* системы 𝑂𝑋 ′

*𝑌
′
*𝑍

′
* совпадает с осью 𝑂𝐶 вра-

щения тела относительно собственного центра масс. Рассмотрим еще одну систе-
му координат 𝐶𝑋*𝑌*𝑍* которая также связана с твердым телом. Эта система
𝐶𝑋*𝑌*𝑍* расположена в центре масс тела – т.е. в точке 𝐶, а оси ее параллельны
соответствующим координатным осям системы 𝑂𝑋 ′

*𝑌
′
*𝑍

′
* (Рис.2). Одна и та же

произвольная частица тела в системе 𝑂𝑋 ′
*𝑌

′
*𝑍

′
* определяется вектором x′

*, а в
системе 𝐶𝑋*𝑌*𝑍* – вектором x*:

x′
* =

⎡⎣ 𝑥′*
𝑦′*
𝑧′*

⎤⎦ ∈ 𝑂𝑋 ′
*𝑌

′
*𝑍

′
*, x* =

⎡⎣ 𝑥*
𝑦*
𝑧*

⎤⎦ ∈ 𝐶𝑋*𝑌*𝑍*. (4.2)

Для упрощения ситуации будем предполагать, что твердое тело является сим-
метричным относительно оси вращения 𝑂𝐶. Для определенности условимся счи-
тать, что центр масс (т. 𝐶) находится на оси 𝑂𝐶 на постоянном расстоянии
𝑅 = |x𝑐| = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 от начала инерциальной системы (Рис. 2). В этом случае векторы
x′

* и x* связаны между собой равенством:

x′
* = R + x* R =

⎡⎣ 0
0
𝑅

⎤⎦ ,x𝑐 =

⎡⎣ 𝑥𝑐
𝑦𝑐
𝑧𝑐

⎤⎦ . (4.3)

Ортогональная матрица Q = Q𝜓Q𝜗Q𝜙 связывает две системы координат 𝑂𝑋𝑌 𝑍
и 𝑂𝑋 ′

*𝑌
′
*𝑍

′
* [6, с. 129 ], [7, т.2, с.238], [8, т.2, с.138], [9, стр. 157 ], [10, стр. 51 ], [11,

стр. 17 ], [12, с.42], [13, стр.8 ], [14, стр. 127 ], [15, стр.41 ]:

Q =

⎡⎣ cos 𝜙 cos 𝜓 − sin 𝜙 cos 𝜗 sin 𝜓, − sin 𝜙 cos 𝜓 − cos 𝜙 cos 𝜗 sin 𝜓,
cos 𝜙 sin 𝜓 + sin 𝜙 cos 𝜗 cos 𝜓, − sin 𝜙 sin 𝜓 + cos 𝜙 cos 𝜗 cos 𝜓,

sin 𝜗 sin 𝜙 sin 𝜗 cos 𝜙

sin 𝜗 sin 𝜓
− sin 𝜗 cos 𝜓

cos 𝜗

⎤⎦ . (4.4)

Матрица Q (4.4) является произведением матриц Q0 и Q𝜙, т.е.

Q = Q0Q𝜙, (4.5)
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где

Q0 = Q𝜓Q𝜗 =

⎡⎣ cos𝜓 − sin𝜓 cos𝜗 sin𝜓 sin𝜗
sin𝜓 cos𝜓 cos𝜗 − cos𝜓 sin𝜗

0 sin𝜗 cos𝜗

⎤⎦ . (4.6)

Одна и та же произвольная частица твердого тела определяется вектором
x ∈ 𝑂𝑋𝑌 𝑍 (2.2) и вектором x′

* = 𝑂𝑋 ′
*𝑌

′
*𝑍

′
* (4.2) одновременно:

x = Qx′
*,Q = Q0Q𝜙. (4.7)

Равенство (4.3) позволяет представить вектор (4.7) несколько иначе:

x = Qx′
* = Q (R + x*) . (4.8)

По условию задачи твердое тело является симметричным относительно оси соб-
ственного вращения 𝑂𝐶. Это условие существенно упрощает решение задачи, по-
скольку позволяет в уравнениях движения исключить угол поворота 𝜙. Для это-
го необходимо ввести еще одну систему координат 𝐶𝜉𝜂𝜈. Координатная система
𝐶𝜉𝜂𝜈расположена в центре масс движущегося тела (точка 𝐶 ). Ось 𝐶𝜈 направ-
лена вдоль оси 𝑂𝐶, т.е. вдоль оси 𝐶𝑍*, а плоскость 𝐶𝜉𝜂 является касательной
плоскостью к сфере радиуса 𝑅 (Рис. 3).

Рис. 3: При движении в гравитационном поле плоскость местного горизонта
лежит на осях 𝐶𝜉𝜂

В этом случае угол 𝜙 моделирует поворот связанной системы 𝐶𝑋*𝑌*𝑍* отно-
сительно системы 𝐶𝜉𝜂𝜈. Этот поворот происходит относительно их общей оси 𝐶𝜈,
совпадающей в этом случае с осью 𝐶𝑍*. Плоскость 𝐶𝜉𝜂 является в этом случае
«плоскостью местного горизонта». Такую систему координат 𝐶𝜉𝜂𝜈 часто называют
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«нормальной». Ось 𝐶𝜉 направлена по касательной к сфере вдоль «географическо-
го меридиана», т.е. в плоскости которого изменяется угол 𝜗. Ось 𝐶𝜂 направлена по
бинормали, касаясь «географической параллели», является в этом случае «плос-
костью местного горизонта». Одна и та же произвольная частица тела в трех
системах координат определяется тремя векторами: x ∈ 𝑂𝑋𝑌 𝑍, x′

* ∈ 𝑂𝑋 ′
*𝑌

′
*𝑍

′
*,

а в системе 𝐶𝜉𝜂𝜈 положение этой же частицы определяется вектором 𝜉 ∈ 𝐶𝜉𝜂𝜈:

𝜉 =

⎡⎣ 𝜉
𝜂
𝜈

⎤⎦ = Q𝜙x*. (4.9)

В этой модели матрица Q0 (4.6) однозначно определяет положение центра масс x𝑐
тела в инерциальной системе 𝑂𝑋𝑌 𝑍. В системе координат 𝑂𝑋 ′

*𝑌
′
*𝑍

′
* положение

центра масс x𝑐 определяется вектором x′
* = R. Подставив эту координату x′

* = R
в равенство (4.7), получаем, поскольку Q𝜙R = R

x𝑐 = Q0R. (4.10)

Таким образом, вектор x (4.7) произвольной частицы тела можно представить так:

x = Q (R + x*) = Q0Q𝜙R + Q0Q𝜙x* = Q0 (R + 𝜉) = x𝑐 + Q0𝜉. (4.11)

Дифференцируем вектор 𝜉 (4.9), учитывая, что вектор x* является постоянным,
получаем:

�̇� = Q̇𝜙x* = Q𝜙

(︁
Q−1
𝜙 Q̇𝜙x*

)︁
= Q𝜙�̂�x* = Q𝜙�̂�Q−1

𝜙 Q𝜙x* = �̂�𝜉 = [𝜔, 𝜉] . (4.12)

Примечание. В равенстве (4.12) было использовано свойство:

Q𝜙�̂�Q−1
𝜙 = �̂�. (4.13)

Здесь 𝜔 (4.14) – вектор угловой скорости вращения тела относительно собствен-
ного центра масс. Вектор 𝜔 направлен вдоль осей 𝐶𝜈 и 𝐶𝑍*, которые совпадают
между собой, а �̂� – кососимметричный оператор, изоморфный этому вектору 𝜔.

�̂� = Q−1
𝜙 Q̇𝜙 = Q̇𝜙Q

−1
𝜙 =

⎡⎣ 0 −�̇� 0
�̇� 0 0
0 0 0

⎤⎦ ,𝜔 =

⎡⎣ 0
0
�̇�

⎤⎦ . (4.14)

Далее дифференцируем вектор x𝑐 (4.10) положения центра масс тела

ẋ𝑐 = Q̇0R = Q0Q
−1
0 Q̇0R = Q0Ω̂R. (4.15)

Здесь Ω̂ – кососимметричный оператор, соответствующий вектору переносной уг-
ловой скорости Ω:

Ω̂ = Q−1
0 Q̇0 =

⎡⎣ 0 −Ω3 Ω2

Ω3 0 −Ω1

−Ω2 Ω1 0

⎤⎦ ,Ω =

⎡⎣ Ω1

Ω2

Ω3

⎤⎦ =

⎡⎣ �̇�

�̇� sin𝜗

�̇� cos𝜗

⎤⎦ . (4.16)
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Примечание: В преобразованиях (4.15) выполнено условие постановки задачи
– постоянство вектора R. Далее дифференцируем вектор x (4.7), учитывая, что
вектор x′

* является постоянным, получаем:

ẋ = ẋ𝑐+Q̇0𝜉+Q0�̇� = ẋ𝑐+Q̇0𝜉+Q0�̇� = ẋ𝑐+Q0

(︁
Q−1

0 Q̇0 + �̂�
)︁
𝜉 = ẋ𝑐+Q0�̂�𝜉. (4.17)

Здесь 𝜎 – суммарной вектор переносной угловой скорости тела в проекции на
нормальные оси 𝐶𝜉𝜂𝜈, а �̂� – кососимметричный оператор, изоморфный вектору
𝜎:

�̂� = Ω̂ + �̂� =

⎡⎣ 0 − (Ω3 + �̇�) Ω2

(Ω3 + �̇�) 0 −Ω1

−Ω2 Ω1 0

⎤⎦ ,𝜎 = Ω + 𝜔 =

⎡⎣ Ω1

Ω2

Ω3 + �̇�

⎤⎦ . (4.18)

Для последующих операций необходима еще одна форма представления вектора ẋ:

ẋ = Q̇x′
* = Q

(︁
Q−1Q̇x′

*

)︁
= Qp̂x′

*. (4.19)

Здесь p̂ – кососимметричный оператор классического вектора p угловой скорости
в проекции на связанные с телом оси 𝑂𝑋 ′

*𝑌
′
*𝑍

′
*.

p̂ = Q−1Q̇ =

⎡⎣ 0 −𝑟 𝑞
𝑟 0 −𝑝
−𝑞 𝑝 0

⎤⎦ ,p =

⎡⎣ 𝑝
𝑞
𝑟

⎤⎦ =

⎡⎣ �̇� sin𝜙 sin𝜗+ �̇� cos𝜙

�̇� cos𝜙 sin𝜗− �̇� sin𝜙

�̇� cos𝜗+ �̇�

⎤⎦ . (4.20)

Примечание: Доказательство свойства p̂ = Q−1Q̇ представлено в Приложе-
нии, (Раздел IX).

Из свойства Q = Q0Q𝜙(4.7) следует, что Q−1 = Q−1
𝜙 Q−1

0 . Таким образом,

p̂ = Q−1Q̇ = Q−1
𝜙 Q−1

0

(︁
Q̇0Q𝜙 + Q0Q̇𝜙

)︁
= Q−1

𝜙

(︁
Q−1

0 Q̇0Q𝜙 + Q−1
0 Q0Q̇𝜙

)︁
=

= Q−1
𝜙

(︁
Q−1

0 Q̇0Q𝜙 + Q̇𝜙Q
−1
𝜙 Q𝜙

)︁
= Q−1

𝜙

(︁
Q−1

0 Q̇0 + Q̇𝜙Q
−1
𝜙

)︁
Q𝜙 =

= Q−1
𝜙

(︁
Ω̂ + �̂�

)︁
Q𝜙 = Q−1

𝜙 �̂�Q𝜙.

(4.21)
Из определения оператора �̂� = Q̇𝜙Q

−1
𝜙 (4.14) и оператора �̂� (4.18) следует, что

p̂ = Q−1
𝜙

(︁
Q−1

0 Q̇0 + Q̇𝜙Q
−1
𝜙

)︁
Q𝜙 = Q−1

𝜙

(︁
Q−1

0 Q̇0 + Q𝜙�̂�Q−1
𝜙

)︁
Q𝜙 = Q−1

𝜙 �̂�Q𝜙.

(4.22)
Вектор 𝜎 и вектор p, а также соответствующие им операторы �̂� и p̂ связаны
между собой равенствами (см. свойство (3.8)):

𝜎 = Q𝜙p, �̂� = Q𝜙p̂Q
−1
𝜙 . (4.23)

Верно и обратно:
p = Q−1

𝜙 𝜎, p̂ = Q−1
𝜙 �̂�Q𝜙. (4.24)

Заметим, что выражения для ẋ (4.19) и ẋ (4.17) эквивалентны. Чтобы в этом
убедиться, необходимо преобразовать правую часть равенства (4.19):

Qp̂x′
* = Q0Q𝜙p̂Q

−1
𝜙 Q𝜙x

′
* = Q0Q𝜙p̂Q

−1
𝜙 Q𝜙 (R + x*) =

= Q0�̂�Q𝜙 (R + x*) = Q0�̂�R + Q0�̂�𝜉 = Q0 (�̂�R + �̂�𝜉) =

Q0

(︁
Ω̂R + �̂�𝜉

)︁
= ẋ𝑐 + Q0�̂�𝜉.

(4.25)
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Как видим, правые части равенств (4.11) и (4.25) тождественны.
Примечание. В операциях (4.25) были использованы свойства Q𝜙R = R,

x′
* = R + x* (4.3), �̂�R = Ω̂R, поскольку �̂�R = 0. Также были использованы

свойства 𝜉 = Q𝜙x* (4.9) и Q𝜙p̂Q
−1
𝜙 = �̂� (4.21).

Далее, еще раз дифференцируем вектор ẋ (4.11) и получаем:

ẍ = ẍ𝑐 + Q̇0�̂�𝜉 + Q0
ˆ̇𝜎𝜉 + Q0�̂�𝜉 = ẍ𝑐 + Q0

(︁
Q−1

0 Q̇0�̂� + ˆ̇𝜎 + �̂��̂�
)︁
𝜉 =

= ẍ𝑐 + Q0

(︁
Ω̂�̂� + ˆ̇𝜎 + �̂��̂�

)︁
𝜉. (4.26)

В свою очередь, дифференцируя вектор ẋ𝑐 (4.15):

ẍ𝑐 = Q̇0Ω̂R + Q0
^̇ΩR = Q0

(︁
Q−1

0 Q̇0Ω̂ + ^̇Ω
)︁
R = Q0

(︁
Ω̂

2
+ ^̇Ω

)︁
R. (4.27)

В преобразовании (4.27) было использовано свойство Ω̂ = Q−1
0 Q̇0 (4.16).

5. Вектор кинетического момента для вращающегося твердого тела

Определение 1. Кинетическим моментом твердого тела относительно инер-
циальных осей 𝑂𝑋𝑌 𝑍 и в проекции на эти оси является вектор K0:

K0 =

�
𝑉

𝑚 [x, ẋ] 𝑑𝑣 ≡
�
𝑉

𝑚x̂ẋ𝑑𝑣, (5.1)

Замечание 1. Знак интеграла является интегральным суммированием вектора
𝑚x̂ẋ по всему объему 𝑉 тела. В дальнейшем по всему тексту знак объемного инте-
грала означает операцию интегрального суммирования по всем частицам твердого
тела.

Здесь матрица x̂ изоморфна вектору x (4.7). Из свойства (3.8) следует, что
вектору x (4.7) соответствует кососимметричная матрица x̂:

x̂ =

⎡⎣ 0 −𝑧 𝑦
𝑧 0 −𝑥
−𝑦 𝑥 0

⎤⎦ = Qx̂′
*Q

−1. (5.2)

Здесь x̂′
* кососимметричная постоянная матрица, изоморфная вектору x′ (4.2):

x̂′
* = R̂ + x̂* =

⎡⎣ 0 −𝑧′* 𝑦′*
𝑧′* 0 −𝑥′*
−𝑦′* 𝑥′* 0

⎤⎦ =

⎡⎣ 0 − (𝑅+ 𝑧*) 𝑦*
𝑅+ 𝑧* 0 −𝑥*
−𝑦* 𝑥* 0

⎤⎦ . (5.3)

В этом случае вектор K0 (5.1) можно представить так:

K0 =

�
𝑉

𝑚x̂ẋ𝑑𝑣 = Q

�
𝑉

𝑚x̂′
*p̂x

′
*𝑑𝑣 = −Q

�
𝑉

𝑚 (x̂′
*)

2
𝑑𝑣p = QJp. (5.4)
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В преобразованиях (5.4) было использовано свойство (3.2) несимметричной пе-
рестановки линейных операторов p̂x′

* = −x̂′
*p. Символом J обозначен тензор

инерции тела относительно координатной системы 𝑂𝑋 ′
*𝑌

′
*𝑍

′
*.

J = −
�
𝑉

𝑚 (x̂′
*)

2
𝑑𝑣 = −

�
𝑉

𝑚
(︁
R̂ + x̂*

)︁2
𝑑𝑣 =

⎡⎣ 𝐴 0 0
0 𝐴 0
0 0 𝐶*

⎤⎦ . (5.5)

В матрице J (5.5) величины 𝐴 и 𝐶* являются главными моментами инерции тела:

𝐴 =

�
𝑉

𝑚
(︁
𝑥′*

2
+ 𝑧′*

2
)︁
𝑑𝑣 =

�
𝑉

𝑚
(︁
𝑦′*

2
+ 𝑧′*

2
)︁
𝑑𝑣, 𝐶* =

�
𝑉

𝑚
(︁
𝑥′*

2
+ 𝑦′*

2
)︁
𝑑𝑣. (5.6)

Из-за симметрии тела относительно оси вращения справедливо свойство инвари-
антности тензора J относительно угла поворота 𝜙:

Q𝜙JQ
−1
𝜙 = J. (5.7)

Свойство (5.7) позволяет представить вектор K0 (5.4) в другом виде:

K0 = QJp = Q0Q𝜙JQ
−1
𝜙 Q𝜙p = Q0J𝜎. (5.8)

Здесь были использовано свойство (4.23) о разложении тензора инерции. Вектору
x* + R (4.3) соответствует кососимметричная матрица x̂* + R̂, где

x̂* =

⎡⎣ 0 −𝑧* 𝑦*
𝑧* 0 −𝑥*
−𝑦* 𝑥* 0

⎤⎦ , R̂ =

⎡⎣ 0 −𝑅 0
𝑅 0 0
0 0 0

⎤⎦ . (5.9)

В этом случае тензор инерции J (5.5) можно представить так:

J = −
�
𝑉

𝑚
(︁
x̂* + R̂

)︁2
𝑑𝑣 =

= −
�
𝑉

𝑚 (x̂*)
2
𝑑𝑣 −

�
𝑉

𝑚R̂2𝑑𝑣 −
�
𝑉

𝑚
(︁
x̂*R̂

)︁
𝑑𝑣 −

�
𝑉

𝑚
(︁
R̂x̂*

)︁
𝑑𝑣. (5.10)

Заметим, что
�
𝑉
𝑚
(︁
x̂*R̂

)︁
𝑑𝑣 =

�
𝑉
𝑚
(︁
R̂x̂*

)︁
𝑑𝑣 = 0 (по определению центра масс)

и поэтому тензор J (5.10) можно представить так:

J = −
�
𝑉

𝑚 (x̂*)
2
𝑑𝑣 −

�
𝑉

𝑚R̂2𝑑𝑣 = JR + J*, (5.11)

где

JR = −
�
𝑉

𝑚R̂2𝑑𝑣 = 𝑚0

⎡⎣ 0 −𝑅2 0
𝑅2 0 0
0 0 0

⎤⎦ ,
J* = −

�
𝑉

𝑚 (x̂*)
2
𝑑𝑣 =

⎡⎣ 𝐴* 0 0
0 𝐴* 0
0 0 𝐶*

⎤⎦ . (5.12)



О ДИНАМИЧЕСКИХ ЭФФЕКТАХ ДВИЖЕНИЯ ЦЕНТРА МАСС... 61

Здесь 𝑚0 – масса всего тела. Таким образом, моменты инерции 𝐴 и 𝐶* (5.6) можно
представить так:

𝐴 = 𝑚0𝑅
2 +𝐴*,

𝐴* =

�
𝑉

𝑚
(︀
𝑥2* + 𝑧2*

)︀
𝑑𝑣 =

�
𝑉

𝑚
(︀
𝑦2* + 𝑧2*

)︀
𝑑𝑣,

𝐶* =

�
𝑉

𝑚
(︀
𝑥2* + 𝑦2*

)︀
𝑑𝑣. (5.13)

Поскольку 𝜉 = Q𝜙x*(4.9), то в соответствии со свойством (3.8) следует, что

𝜉 = Q𝜙x̂*Q
−1
𝜙 , 𝜉

2
= Q𝜙 (x̂*)

2
Q−1
𝜙 . (5.14)

Далее суммируем матрицу 𝜉
2
по всему объему тела и получаем тензор J𝜉 инерции

тела в проекции на нормальные оси 𝐶𝜉𝜂𝜈. При этом этот тензор J𝜉 совпадает с
постоянным тензором J*:

J𝜉 = −
�
𝑉

𝑚𝜉
2
𝑑𝑣 = −Q𝜙

�
𝑉

𝑚 (x̂*)
2
𝑑𝑣Q−1

𝜙 = Q𝜙J*Q
−1
𝜙 = J*. (5.15)

Из равенства x𝑐 = Q0R (4.10) и согласно свойству (3.8) следует, что вектору
положения центра масс x𝑐 ∈ 𝑂𝑋𝑌 𝑍 соответствует кососимметричная матрица x̂𝑐:

x̂𝑐 = Q0R̂Q−1
0 . (5.16)

Таким образом, тензор инерции J𝑐 центра масс относительно инерциальных осей
определяется по формуле:

J𝑐 = −
�
𝑉

𝑚 (x̂𝑐)
2
𝑑𝑣 = Q0JRQ−1

0 . (5.17)

Представление тензора инерции (5.11) позволяет разложить вектор K0 (5.8):

K0 = Q0J𝜎 = Q0 (JR + J*)𝜎 = Q0 (JR𝜎 + J*𝜎) =

= Q0 (JRΩ + J*𝜎) = K𝑐 + K𝜔. (5.18)

В цепочке равенств (5.18) было использовано то обстоятельство, что J𝑅𝜔 = 0 и
поэтому J𝑅𝜎 = J𝑅Ω . Здесь K𝑐 – классический вектор кинетического момента
точечной массы 𝑚0, размещенной в центре масс тела. Вектор K𝜔 – это допол-
нительное слагаемое в общем векторе K0 (5.8) кинетического момента, который
позволяет определить влияние угловой скорости вращения тела относительно цен-
тра масс на величину суммарного кинетического момента K0. Такое разложение
(5.18) позволяет определиться с критерием, когда протяженное тело допустимо
заменять точечной массой, а когда это делать нежелательно.

K𝑐 = Q0JRΩ = Q0

⎡⎣ −𝑚0𝑅
2�̇� sin𝜗

𝑚0𝑅
2�̇�

0

⎤⎦ ,

K𝜔 = Q0J*𝜎 = Q0

⎡⎢⎣ 𝐴*�̇�

𝐴*�̇� sin𝜗

𝐶*

(︁
�̇� cos𝜗+ �̇�

)︁
⎤⎥⎦ . (5.19)

Теперь оценим величины K𝑐 и K𝜔 на конкретном примере.
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Пример 1. Рассматривается задача движения диска по круговой орбите на высо-
те 200 км над Землей. Диск расположен в плоскости местного горизонта, т.е. в
плоскости 𝐶𝜉𝜂 (Рис. 4).

Рис. 4: К задаче о движении вращающегося диска в центральном поле.
Первоначальная орбита движения диска находится в экваториальной

плоскости

Диск сделан из металла плотностью 7800 кг/м3. Радиус диска 𝑅 = 1 м, высота
диска ℎ = 0.1 м. При этих параметрах

𝑅 ≈ 6571 · 103м; 𝜇 = 3.98 · 1014м3 · с−2;

𝑚0 = 2450кг; 𝐴* = 637кг · м2;𝐶* = 1225кг · м2. (5.20)

В этих условиях линейная скорость полета диска определяется условием дви-
жения по круговой орбите:

𝑉 =

√︂
𝜇

𝑅
= 𝑅 |Ω| ≈ 7780.45 м/c, (5.21)

где |Ω| – усредненная угловая переносная скорость движения центра масс тела:

|Ω| =

√︁
�̇�2 + �̇�2 sin2 𝜗 ≈ 1.184 · 10−3𝑐−1. (5.22)

Предположим, что собственная угловая скорость вращения �̇� является незначи-

тельной, т.е.
⃒⃒⃒
�̇� cos𝜗+ �̇�

⃒⃒⃒
≈ |Ω| + |𝜔|, при этом |𝜔| ≈ |Ω|. В этом случае

|K𝜔| = 𝐴* |Ω|

√︃
1 +

𝐶2
*

𝐴2
* |Ω|2

(︁
�̇� cos𝜗+ �̇�

)︁2
≈

≈ 𝐴* |Ω|

√︃
1 +

𝐶2
*

𝐴2
*
≈ 𝐴* (|Ω| + |𝜔|) . (5.23)
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|K𝑐| = 𝑚0𝑅
2 |Ω| ≈ 1.06 · 1017 |Ω| . (5.24)

|K𝜔|
|K𝑐|

≈ 𝐴* (|Ω| + |𝜔|)
𝑚0𝑅2 |Ω|

=
𝐴*

𝑚0𝑅2

(︂
1 +

|𝜔|
|Ω|

)︂
≈ 1.3 · 10−14. (5.25)

Вывод: Влияние собственного вращения тела на динамику движения центра масс
является пренебрежимо малым значением, т.е. порядка 10−14. В этом случае клас-
сический принцип замены твердого тела точечной массой вполне себя оправдыва-
ет.

Примечание 1. Оценка (5.25) справедлива лишь в предположении, что угловая
скорость вращения тела относительно центра масс является незначительной, т.е.
когда |𝜔| ≈ |Ω|. Однако, значение 𝜔 теоретически может быть сколь угодно боль-
шим за счет начальной скорости вращения �̇� (0) = 𝜔0. Если дискретную последо-
вательность значений 𝜔0 увеличивать «до бесконечности», то величина K𝜔 (5.23)
при всех этих значениях будет расти неограниченно. Как изменяется в этом слу-
чае вектор K0 – вопрос требует дальнейшего исследования. Как будут изменяться
все динамические параметры полёта при теоретически неограниченных значениях
начальной угловой скорости вращения �̇� (0) = 𝜔0? На этот вопрос можно будет
ответить, если вывести уравнения движения тела.

6. Динамические уравнения Эйлера как модель движения центра масс
тела в центральном поле

В данном разделе предлагается два разных способа вывода динамических урав-
нений Эйлера. Первый способ основан на дифференцировании вектора кинетиче-
ского момента K0. Второй способ вывода уравнения построен на непосредствен-
ном вычислении векторного произведения 𝑚 [x,ẍ] для произвольной частицы тела
с последующим суммированием его по всем частицам твердого тела.

6.1 Динамические уравнения Эйлера. Первый способ вывода

Давайте составим вектор 𝑚 [x,ẍ] для произвольной частицы x и затем это вы-
ражение просуммируем по всему объему твердого тела 𝑉 .

�
𝑉

𝑚 [x, ẍ] 𝑑𝑣 = − 𝜇

𝑅3

�
𝑉

𝑚 [x,x] 𝑑𝑣 = 0. (6.1)

Здесь вместо вектора ẍ была подставлена правая часть уравнения движения в
центральном поле (2.3):

𝑑K0

𝑑𝑡
=

�
𝑉

𝑚 [x, ẍ] 𝑑𝑣 = 0, (6.2)

K0 = C =

⎡⎣ 𝐶1

𝐶2

𝐶3

⎤⎦ , (6.3)
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где C – постоянный вектор, а 𝐶1, 𝐶2, 𝐶3 – произвольные числа. Из равенства (6.2)
следует, что для вращающегося твердого тела в центральном поле справедливо
утверждение о постоянстве вектора K0 в инерциальном пространстве 𝑂𝑋𝑌 𝑍 [4]:

K̇0 = Q̇Jp + QJṗ = Q
(︁
Q−1Q̇Jp + Jṗ

)︁
= Q (Jṗ + p̂Jp) = 0. (6.4)

Матричный множитель Q можно сократить в равенстве (6.4) и в итоге получа-
ем классический случай Эйлера-Пуансо в проекции на связанные с телом оси
𝑂𝑋 ′

*𝑌
′
*𝑍

′
* (см., например, [6], [7, т.2, стр.281], [16, стр. 35-36, 114], [17, стр. 35]):

Jṗ + p̂Jp =

⎧⎨⎩ 𝐴�̇�+ (𝐶* −𝐴) 𝑞𝑟 = 0,
𝐵𝑞 + (𝐴− 𝐶*) 𝑝𝑟 = 0,

𝐶*�̇� = 0.
(6.5)

Поскольку тело симметрично относительно оси вращения 𝑂𝐶, то координата
𝜙 (𝑡) в уравнениях (6.5) является циклической. Следовательно, от параметра
𝜙 (𝑡)можно избавиться в уравнениях Эйлера. Для этого необходимо уравнение (6.4)
спроектировать на нормальные оси 𝐶𝜉𝜂𝜈. Проекция осуществляется умножением
слева матрицы Q𝜙 на уравнение (6.5). Поскольку Q = Q0Q𝜙 (4.5), то правую
часть равенства (6.4) можно переписать так: Q0Q𝜙 (Jṗ + p̂Jp) = 0. В этом слу-
чае выражение Q𝜙 (Jṗ + p̂Jp) = 0 является проекцией уравнений Эйлера (6.5) на
нормальные оси 𝐶𝜉𝜂𝜈.

Q𝜙 (Jṗ + p̂Jp) = Q𝜙JQ
−1
𝜙 Q𝜙ṗ + Q𝜙p̂Q

−1
𝜙 Q𝜙JQ

−1
𝜙 Q𝜙p = 0. (6.6)

Равенства (5.7), (4.23) позволяют существенно упростить уравнение Эйлера (6.6):

Q𝜙 (Jṗ + p̂Jp) =
(︀
JQ𝜙ṗ + Q𝜙p̂Q

−1
𝜙 Q𝜙JQ

−1
𝜙 Q𝜙p

)︀
=

=
(︁
JQ𝜙ṗ +

(︁
Ω̂ + �̂�

)︁
J (Ω + 𝜔)

)︁
= 0. (6.7)

В Приложении (Раздел IX, Лемма 2 ) доказано, что

Q𝜙ṗ = Ω̇ + �̇� − �̂�Ω. (6.8)

В этом случае уравнение Эйлера (6.7) можно представить так:

Q𝜙 (Jṗ + p̂Jp) = J
(︁
Ω̇ + �̇�

)︁
− J�̂�Ω +

(︁
Ω̂ + �̂�

)︁
J (Ω + 𝜔) = 0. (6.9)

Выполнив необходимые векторно-матричные умножения, получаем три скаляр-
ных уравнения Эйлера в проекции на нормальные оси 𝐶𝜉𝜂𝜈:

𝐴Ω̇1 − (𝐴− 𝐶*) Ω2Ω3 + 𝐶*Ω2�̇� = 0, (𝑎)

𝐴Ω̇2 + (𝐴− 𝐶*) Ω1Ω3 − 𝐶*Ω1�̇� = 0, (𝑏)
𝐶* (Ω3 + �̇�) = ℎ𝑐 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. (c)

⎫⎬⎭ (6.10)

Такой вид уравнений Эйлера известен (см., например, [17, с.52, 55]). Далее пред-
ставим уравнения (6.10) в угловых параметрах Эйлера {𝜗, 𝜓, 𝜙}:

𝐴𝜗−𝐴�̇�2 sin𝜗 cos𝜗+ 𝐶*�̇� sin𝜗
(︁
�̇� cos𝜗+ �̇�

)︁
= 0, (𝑎)

𝐴𝜓 sin𝜗+ 2𝐴�̇��̇� cos𝜗− 𝐶*�̇�
(︁
�̇� cos𝜗+ �̇�

)︁
= 0, (𝑏)

𝐶*

(︁
�̇� cos𝜗+ �̇�

)︁
= ℎ𝑐 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. (𝑐)

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ (6.11)
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Параметры {𝜗, 𝜓} однозначно определяю положение центра масс x𝑐 = Q0R (4.10)
в инерциальном пространстве 𝑂𝑋𝑌 𝑍 . Поэтому необходимо выделить в уравнени-
ях (6.11) слагаемые, которые относятся только к динамике движения центра масс
тела. Для этого воспользуемся разложением компонент тензора инерции (5.13).
Подставляем моменты инерции (5.13) в уравнения (6.11) и в итоге получаем урав-
нения Эйлера: ⎧⎪⎨⎪⎩

𝜗− �̇�2 sin𝜗 cos𝜗+ 𝑓𝜗 = 0,

𝜓 sin𝜗+ 2�̇��̇� cos𝜗+ 𝑓𝜓 = 0,

𝐶*

(︁
�̇�+ �̇� cos𝜗

)︁
= ℎ𝑐.

(6.12)

Здесь 𝑓𝜗, 𝑓𝜓 нелинейности, связывающие динамику движения центра масс и вра-
щение тела относительно собственного центра масс:

𝑓𝜗 =
ℎ𝑐�̇� sin𝜗

𝑚0𝑅2 +𝐴*
, 𝑓𝜓 = − ℎ𝑐�̇�

𝑚0𝑅2 +𝐴*
. (6.13)

Уравнения (6.12) представляют собой уравнения движения центра масс тела с
дополнительными нелинейностями 𝑓𝜗, 𝑓𝜓 (6.13).

6.2 Уравнения Эйлера. Второй способ вывода

Давайте вычислим вектор 𝑚 [x,ẍ] ≡ 𝑚x̂ẍ и затем просуммируем его по всему
объему тела. Для этого воспользуемся разложением вектора ẍ (4.26):

ẍ = ẍ𝑐 + Q0

(︁
Ω̂�̂� +ˆ̇𝜎 + �̂��̂�

)︁
𝜉. (6.14)

Вектору x (4.11) изоморфна матрица x̂ :

x̂ = x̂𝑐 + Q0𝜉Q
−1
0 . (6.15)

Умножив матрицу x̂ (6.15) на вектор ẍ (6.13), получаем:

x̂ẍ = x̂𝑐ẍ𝑐 − x̂𝑐Q0

(︁
Ω̂𝜉𝜎 + 𝜉�̇� + �̂�𝜉𝜔

)︁
+

+ Q0𝜉Q
−1
0 ẍ𝑐 −Q0𝜉

(︁
Ω̂𝜉𝜎 + 𝜉�̇� + �̂�𝜉𝜔

)︁
. (6.16)

Далее, по порядку вычислим каждое из слагаемых в правой части (6.16). Равен-
ство (4.27) можно для удобства операций представить так:

ẍ𝑐 = Q0

(︁
Ω̂

2
+ ˙̂Ω

)︁
R = −Q0

(︁
Ω̂R̂Ω + R̂Ω̇

)︁
. (6.17)

Здесь было использованы свойства (3.2) Ω̂R = −R̂Ω и x̂𝑐 (5.16). Таким образом:

x̂𝑐ẍ𝑐 = −Q0R̂
(︁
Ω̂R̂Ω + R̂Ω̇

)︁
= −Q0

(︁
R̂Ω̂R̂Ω + R̂2Ω̇

)︁
. (6.18)

Для ускорения проведения следующих операций необходимо использовать
еще одно свойство кососимметричных матриц (3.4). В этом случае вектор
R̂Ω̂R̂Ω преобразуется так:

R̂Ω̂R̂Ω =
(︁
R̂2Ω̂ + Ω̂R̂2 + |R|2 Ω̂

)︁
Ω = Ω̂R̂2Ω. (6.19)
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Теперь уже можно умножить равенство (6.18) на массу всего тела 𝑚0 =
�
𝑉
𝑚𝑑𝑣

𝑚0x̂𝑐ẍ𝑐 = −Q0𝑚0

(︁
R̂Ω̂R̂Ω + R̂2Ω̇

)︁
= Q0𝑚0𝑅

2

⎡⎣ 𝜗− �̇�2 sin𝜗 cos𝜗

𝜓 sin𝜗+ 2�̇��̇� cos𝜗
0

⎤⎦ . (6.20)

Действительно, воспользуемся определением матриц R̂ (5.9) и Ω̂ (4.16), а также
определением вектора Ω (4.16), поэтапное вычисление правой части равенства
(6.20) можно представить так:

R̂Ω =

⎡⎣ 0 −𝑅 0
𝑅 0 0
0 0 0

⎤⎦⎡⎣ Ω1

Ω2

Ω3

⎤⎦ =

⎡⎣ −𝑅Ω2

𝑅Ω1

0

⎤⎦ , (6.20𝑎)

Ω̂R̂Ω =

⎡⎣ 0 −Ω3 Ω2

Ω3 0 −Ω1

−Ω2 Ω1 0

⎤⎦⎡⎣ −𝑅Ω2

𝑅Ω1

0

⎤⎦ =

⎡⎣ −𝑅Ω3Ω1

−𝑅Ω2Ω3

𝑅
(︀
Ω2

1 + Ω2
2

)︀
⎤⎦ , (6.20𝑎)

R̂Ω̂R̂Ω =

⎡⎣ 0 −𝑅 0
𝑅 0 0
0 0 0

⎤⎦⎡⎣ −𝑅Ω3Ω1

−𝑅Ω2Ω3

𝑅
(︀
Ω2

1 + Ω2
2

)︀
⎤⎦ =

=

⎡⎣ 𝑅2Ω2Ω3

−𝑅2Ω3Ω1

0

⎤⎦ =

⎡⎣ 𝑅2�̇�2 sin𝜗 cos𝜗

−𝑅2�̇��̇� cos𝜗
0

⎤⎦ . (6.20b)

R̂2Ω̇ =

⎡⎣ −𝑅2 0 0
0 −𝑅2 0
0 0 0

⎤⎦⎡⎣ Ω̇1

Ω̇2

Ω̇3

⎤⎦ =

=

⎡⎣ −𝑅2Ω̇1

−𝑅2Ω̇2

0

⎤⎦ =

⎡⎢⎣ −𝑅2𝜗

−𝑅2
(︁
𝜓 sin𝜗+ �̇��̇� cos𝜗

)︁
0

⎤⎥⎦ . (6.20c)

−R̂Ω̂R̂Ω− R̂2Ω̇ =

⎡⎣ −𝑅2�̇�2 sin𝜗 cos𝜗

𝑅2�̇��̇� cos𝜗
0

⎤⎦+

⎡⎢⎣ 𝑅2𝜗

𝑅2
(︁
𝜓 sin𝜗+ �̇��̇� cos𝜗

)︁
0

⎤⎥⎦ . (6.20𝑑)

Следует заметить, что в выражении (6.16) одно из слагаемых равно нулю:

Q0

�
𝑉

𝑚
(︁
−x̂𝑐

(︁
Ω̂𝜉𝜎 + 𝜉�̇� + �̂�𝜉𝜔

)︁
+ 𝜉Q−1

0 ẍ𝑐

)︁
𝑑𝑣 = 0. (6.21)

Последнее равенство (6.21) справедливо, поскольку все слагаемые в нем линейно

зависят от компонент матрицы 𝜉 (5.14). Далее преобразуем оставшееся выраже-

ние −Q0𝜉
(︁
Ω̂𝜉𝜎 + 𝜉�̇� + �̂�𝜉𝜔

)︁
в равенстве (6.16). В соответствии со свойством (3.4)

получаем:

𝜉Ω̂𝜉 = 𝜉
2
Ω̂ + Ω̂𝜉

2
+ |𝜉|2 Ω̂, 𝜉�̂�𝜉 = 𝜉

2
�̂� + �̂�𝜉

2
+ |𝜉|2 �̂�. (6.22)
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В этом случае

𝜉Ω̂𝜉𝜎 =
(︁
𝜉
2
Ω̂ + Ω̂𝜉

2
+ |𝜉|2 Ω̂

)︁
(Ω + 𝜔) = Ω̂𝜉

2
Ω +

(︁
𝜉
2
Ω̂ + Ω̂𝜉

2
+ |𝜉|2 Ω̂

)︁
𝜔, (6.23)

𝜉�̂�𝜉𝜔 = 𝜉
2
Ω̂𝜔 + Ω̂𝜉

2
𝜔 + |𝜉|2 Ω̂𝜔 + �̂�𝜉

2
𝜔, (6.24)

т.к. Ω̂Ω = 0, �̂�𝜔 = 0. Таким образом, получаем:

−
(︁
𝜉Ω̂𝜉𝜎 + 𝜉

2
�̇� + 𝜉�̂�𝜉𝜔

)︁
= −Ω̂𝜉

2
Ω− 2𝜉

2
Ω̂𝜔 − 2Ω̂𝜉

2
𝜔 − 2 |𝜉|2 Ω̂𝜔 − 𝜉

2
�̇� − �̂�𝜉

2
𝜔.

(6.25)
Далее, суммируем равенство (6.25) по всем частицам тела и получаем:

−Q0

�
𝑉

𝑚𝜉
(︁
Ω̂𝜉𝜎 + 𝜉�̇� + �̂�𝜉𝜔

)︁
𝑑𝑣 =

= Ω̂J*Ω + 2J*Ω̂𝜔 + 2Ω̂J*𝜔 − (2𝐴* + 𝐶*) Ω̂𝜔 + J*

(︁
Ω̇ + �̇�

)︁
(6.26)

В равенстве (6.26) использовано свойство �̂�J*𝜔 = 0. Выполнив необходимые
матрично-векторные умножения, получаем три скалярных уравнения Эйлера:

�
𝑉

𝑚x̂ẍ𝑑𝑣 =

= Q0

⎡⎢⎣
(︀
𝑚0𝑅

2 +𝐴*
)︀
𝜗−

(︀
𝑚0𝑅

2 +𝐴*
)︀
�̇�2 sin𝜗 cos𝜗+ ℎ𝑐�̇� sin𝜗 = 0(︀

𝑚0𝑅
2 +𝐴*

)︀
𝜓 sin𝜗+ 2

(︀
𝑚0𝑅

2 +𝐴*
)︀
�̇��̇� cos𝜗− ℎ𝑐�̇� = 0

𝐶*

(︁
�̇�+ �̇� cos𝜗

)︁
= ℎ𝑐

⎤⎥⎦ . (6.27)

Далее, поделим первые два уравнения (6.27) на момент инерции 𝑚0𝑅
2 + 𝐴* и

получаем в итоге уравнения Эйлера в проекции на нормальные оси 𝐶𝜉𝜂𝜈 (6.12),
(6.13).

7. Интегралы уравнений Эйлера

Уравнения Эйлера (6.5) имеют три классических скалярных интеграла для
симметричного относительно оси вращения тела (см., например, [7, т.2, стр.281],
[8, т.2, стр. 150], [10, стр. 190-191], [18, стр. 227-228]):

⟨Jp,Jp⟩ = 𝐴2𝑝2 +𝐵2𝑞2 + 𝐶2
*𝑟

2 = ℎ𝐾 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, (7.1)

где K0 – вектор кинетического момента (5.4):

⟨Jp,p⟩ = 𝐴𝑝2 +𝐵𝑞2 + 𝐶*𝑟
2 = ℎ𝐸 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, (7.2)

𝐶*𝑟 = 𝐶*

(︁
�̇� cos𝜗+ �̇�

)︁
= ℎ𝑐 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. (7.3)

Здесь ℎ𝐾 , ℎ𝐸 , ℎ𝑐 – произвольные постоянные. Следует заметить, что интегралы
(7.1) и (7.2) следуют из более общего векторного интеграла (6.3) [4]. Третий ин-
теграл (7.3) также следует из более общего интеграла (6.3) (см. Приложение,

Раздел IX, Лемма 3 ).
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Поскольку движение тела рассматривается в центральном поле, то для этого
случая существует еще один интеграл энергии. Чтобы его вывести, необходимо
рассмотреть операцию скалярного произведения ⟨x,ẍ⟩с последующим суммирова-
нием по всем частицам тела. Для этого воспользуемся ранее полученными пред-
ставлениями векторов x (2.2) и ẍ (4.25):

�
𝑉

𝑚 ⟨x, ẍ⟩ 𝑑𝑣 = − 𝜇

𝑅3

�
𝑉

𝑚 ⟨x,x⟩ 𝑑𝑣. (7.4)

Преобразуем сначала правую часть равенства (7.4):

⟨x,x⟩ = ⟨x𝑐,x𝑐⟩ + 2 ⟨x𝑐,Q0𝜉⟩ + ⟨Q0𝜉,Q0𝜉⟩ = ⟨x𝑐,x𝑐⟩ + 2 ⟨x𝑐,Q0𝜉⟩ + |𝜉|2 . (7.5)

Теперь просуммируем выражение (7.5) по всем частицам тела с учетом того,
что

�
𝑉
𝑚 ⟨x𝑐,Q0𝜉⟩ 𝑑𝑣 = 0:

�
𝑉

𝑚 ⟨x,x⟩ 𝑑𝑣 =

�
𝑉

𝑚 ⟨x𝑐,x𝑐⟩𝑑𝑣 +

�
𝑉

𝑚 |𝜉|2 𝑑𝑣. (7.6)

В свою очередь:

�
𝑉

𝑚 ⟨x𝑐,x𝑐⟩ 𝑑𝑣 = 𝑚0𝑅
2,

�
𝑉

𝑚 |𝜉|2 𝑑𝑣 = 𝐴* +
𝐶*

2
. (7.7)

Таким образом,

− 𝜇

𝑅3

�
𝑉

𝑚 ⟨x,x⟩ 𝑑𝑣 = − 𝑚0𝜇

𝑅
(1 + 𝜀) , 𝜀 =

2𝐴* + 𝐶*

2𝑚0𝑅2
. (7.8)

Следует заметить, что для тел лабораторных размеров в условиях
Земли параметр 𝜀 является малым, т.е. 𝜀 ≪ 1. Так, например, для
диска радиусом 𝑟0 = 1м с габаритно-массовыми характеристиками
𝑚0 = 2450кг, 𝐴* = 637кг · м2, 𝐶* = 1225кг · м2 величина 𝜀 пренебрежи-
тельно мала: 𝜀 ≈ 1, 2 · 10−14 (см. Пример 1, Глава V). Таким образом, величиной
𝜀 можно пренебречь и равенство (7.8) в этом случае существенно упрощается:

− 𝜇

𝑅3

�
𝑉

𝑚 ⟨x,x⟩ 𝑑𝑣 ≈ −𝑚0𝜇

𝑅
. (7.9)

Теперь уже можно преобразовать левую часть равенства (7.4):

⟨x, ẍ⟩ = ⟨x𝑐, ẍ𝑐⟩ +
⟨
x𝑐,Q0

(︁
Ω̂�̂� +ˆ̇𝜎 + �̂��̂�

)︁
+𝜉
⟩

+

⟨Q0𝜉, ẍ𝑐⟩ +
⟨
Q0𝜉, Q0

(︁
Ω̂�̂� + ˙̂𝜎 + �̂��̂�

)︁
𝜉
⟩
. (7.10)

В процессе суммирования все слагаемые, которые являются линейными функци-
ями относительно компонент вектора 𝜉, равны нулю:

�
𝑉

𝑚
⟨
x𝑐,Q0

(︁
Ω̂�̂� + ˙̂𝜎 + �̂��̂�

)︁
𝜉
⟩
𝑑𝑣 = 0,

�
𝑉

𝑚 ⟨Q0𝜉, ẍ𝑐⟩𝑑𝑣 = 0. (7.11)
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Из формул (4.10) и (4.27) следует, что

⟨x𝑐, ẍ𝑐⟩ =
⟨
Q0R,Q0

(︁
Ω̂

2
+ ˙̂Ω

)︁
R
⟩

= −
⟨
R, Ω̂R̂Ω

⟩
−
⟨
R, R̂Ω̇

⟩
=

=
⟨
Ω̂R, R̂Ω

⟩
+
⟨
R̂R, Ω̇

⟩
= −

⟨
R̂Ω̂R, Ω

⟩
=
⟨
R̂2Ω, Ω

⟩
(7.12)

В преобразованиях (7.1) были использованы свойства несимметричной переста-

новки операторов (3.2), а также свойство (3.3)
⟨
R̂R, Ω̇

⟩
= 0. Далее, суммируем

выражение ⟨x𝑐, ẍ𝑐⟩, по всему объему тела:
�
𝑉

𝑚 ⟨x𝑐, ẍ𝑐⟩ 𝑑𝑣 =

�
𝑉

𝑚
⟨
R̂2Ω, Ω

⟩
𝑑𝑣 = −𝑚0𝑅

2
(︀
Ω2

1 + Ω2
2

)︀
. (7.13)

Теперь воспользуемся свойством (3.2) перестановки кососимметричных матриц и

векторов при умножении Ω̂�̂�𝜉 = −Ω̂𝜉𝜎, ˆ̇𝜎𝜉 = − ˙̂
𝜉�̇�, �̂��̂�𝜉 = −�̂�𝜉𝜔 и вычислим

последнее слагаемое в правой части (7.10):⟨
Q0𝜉, Q0

(︁
Ω̂�̂� + ˙̂𝜎 + �̂��̂�

)︁
𝜉
⟩

=
⟨
𝜉,
(︁
Ω̂�̂� +ˆ̇𝜎 + �̂��̂�

)︁
𝜉
⟩

=

=
⟨
𝜉, −

(︁
Ω̂𝜉𝜎 + 𝜉�̇� + �̂�𝜉𝜔

)︁⟩
= −

⟨
𝜉, Ω̂𝜉𝜎

⟩
−
⟨
𝜉, 𝜉�̇�

⟩
−
⟨
𝜉, �̂�𝜉𝜔

⟩
. (7.14)

Заметим при этом, что ⟨
𝜉, 𝜉�̇�

⟩
= −

⟨
𝜉𝜉, �̇�

⟩
≡ 0. (7.15)

Здесь использованы свойства (3.3) и (3.7). Далее преобразуем каждое слагаемое в
правой части (7.14), используя свойство (3.7):

−
⟨
𝜉, Ω̂𝜉𝜎

⟩
=
⟨
Ω̂𝜉, 𝜉𝜎

⟩
= −

⟨
𝜉Ω, 𝜉𝜎

⟩
=

=
⟨
𝜉
2
Ω, 𝜎

⟩
=
⟨
𝜉
2
Ω, Ω

⟩
+
⟨
𝜉
2
Ω, 𝜔

⟩
. (7.16)

И аналогично:

−
⟨
𝜉, �̂�𝜉𝜔

⟩
=
⟨
�̂�𝜉, 𝜉𝜔

⟩
= −

⟨
𝜉𝜎, 𝜉𝜔

⟩
=
⟨
𝜉
2
𝜎,𝜔

⟩
=
⟨
𝜉
2
Ω,𝜔

⟩
+
⟨
𝜉
2
𝜔,𝜔

⟩
. (7.17)

Таким образом:⟨
Q0𝜉, Q0

(︁
Ω̂�̂� + ˙̂𝜎 + �̂��̂�

)︁
𝜉
⟩

= −
⟨
𝜉
2
Ω, Ω

⟩
− 2

⟨
𝜉
2
Ω, 𝜔

⟩
−
⟨
𝜉
2
𝜔,𝜔

⟩
. (7.18)

Теперь просуммируем выражение (7.18) по всему объему тела:

�
𝑉

𝑚
⟨
𝜉
2
Ω, Ω

⟩
𝑑𝑣 = − ⟨J*Ω, Ω⟩ =

= −

⟨⎡⎣ 𝐴*Ω1

𝐴*Ω2

𝐶*Ω3

⎤⎦ ,
⎡⎣ Ω1

Ω2

Ω3

⎤⎦⟩ = −𝐴*
(︀
Ω2

1 + Ω2
2

)︀
− 𝐶Ω2

3. (7.19)
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2

�
𝑉

𝑚
⟨
𝜉
2
Ω, 𝜔

⟩
𝑑𝑣 = − 2

⟨⎡⎣ 𝐴*Ω1

𝐴*Ω2

𝐶*Ω3

⎤⎦ ,
⎡⎣ 0

0
�̇�

⎤⎦⟩ = −2𝐶*Ω3�̇�. (7.20)

�
𝑉

𝑚
⟨
𝜉
2
𝜔, 𝜔

⟩
𝑑𝑣 = −⟨J*𝜔, 𝜔⟩ = −𝐶*�̇�

2. (7.21)

Следовательно, равенство (7.4), в конечном счете, выглядит так:
�
𝑉

𝑚 ⟨x, ẍ⟩𝑑𝑣 = −
(︀
𝑚0𝑅

2 +𝐴*
)︀ (︀

Ω2
1 + Ω2

2

)︀
−2Ω3𝐶* (Ω3 + �̇�)−𝐶*�̇�

2 = −𝑚0𝜇

𝑅
. (7.22)

Обратим внимание на то, что выражение(︀
𝑚0𝑅

2 +𝐴*
)︀ (︀

Ω2
1 + Ω2

2

)︀
+ 2Ω3𝐶* (Ω3 + �̇�) + 𝐶*�̇�

2 = 𝐴
(︀
𝑝2 + 𝑞2

)︀
+ 𝐶*𝑟

2

является интегралом (7.2). Поэтому равенство (7.22) можно переписать так:
�
𝑉

𝑚 ⟨x, ẍ⟩𝑑𝑣 = −𝐴
(︀
Ω2

1 + Ω2
2

)︀
− 2Ω3ℎ𝑐 − 𝐶*�̇�

2 = −𝑚0𝜇

𝑅
, (7.23)

где 𝐴 = 𝑚0𝑅
2 +𝐴* (5.6).

Далее, установим связь между интегралом энергии (7.2) и выражением (7.23).
Для этого умножим векторы Jp и p на матрицу Q−1

𝜙 (4.1). В соответствии со
свойством (3.5) скалярное произведение ⟨Jp,p⟩, от такой операции не меняется.

⟨Jp,p⟩ =
⟨︀
Q−1
𝜙 JQ𝜙Q

−1
𝜙 𝜎,Q−1

𝜙 𝜎
⟩︀

= ⟨J𝜎,𝜎⟩ . (7.24)

Здесь были использованы равенства p = Q−1
𝜙 𝜎 (4.24) и Q𝜙JQ

−1
𝜙 = J (5.7). Следо-

вательно

⟨Jp,p⟩ = ⟨J𝜎,𝜎⟩ = ⟨JΩ,Ω⟩ + 2 ⟨JΩ,𝜔⟩ + ⟨J𝜔,𝜔⟩ =

= 𝐴
(︀
Ω2

1 + Ω2
2

)︀
+ 2Ω3ℎ𝑐 + 𝐶*�̇�

2. (7.25)

Теперь равенство (7.23) можно переписать так:

�
𝑉

𝑚 ⟨x, ẍ⟩𝑑𝑣 = −⟨Jp,p⟩ =

= −
(︀
𝐴
(︀
Ω2

1 + Ω2
2

)︀
+ 2Ω3ℎ𝑐 + 𝐶*�̇�

2
)︀

= −𝑚0𝜇

𝑅
= −ℎ𝐸 . (7.26)

Заметим по условию задачи принято условие 𝑅 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. Значит, правая часть
равенства (7.26) является интегралом энергии (7.2). При этом в равенстве (7.26)
можно избавиться от знака «минус» в левой и правой части, т.е. можно равенство
(7.26) переписать так:

⟨Jp,p⟩ =
(︀
𝐴
(︀
Ω2

1 + Ω2
2

)︀
+ 2Ω3ℎ𝑐 + 𝐶*�̇�

2
)︀
− 𝑚0𝜇

𝑅
= ℎ𝐸 . (7.26𝑎)

Поскольку 𝐴 = 𝑚0𝑅
2 + 𝐴* (5.6), то правую часть равенства (7.26а) можно пере-

писать так:

𝑚0𝑉
2
𝑐 − 𝑚0𝜇

𝑅
+ 𝛿 = ℎ𝐸 , 𝑉

2
𝑐 = 𝑅2

(︀
Ω2

1 + Ω2
1

)︀
= 𝑅2

(︁
�̇�2 + �̇�2 sin2 𝜗

)︁
, (7.27)
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где

𝛿 = 𝐴*

(︁
�̇�2 + �̇�2 sin2 𝜗

)︁
+ 2ℎ𝑐�̇� cos𝜗+ 𝐶*�̇�

2. (7.28)

В интеграле энергии (7.27) параметр 𝛿 (7.28) определяет некоторую поправку,
которая определяет влияние массово-геометрических характеристик протяженно-
го твердого тела на динамику движения, а 𝑉𝑐 – скорость движения точечной массы
𝑚0 в центральном поле:

𝑉𝑐 = 𝑅

√︁
�̇�2 + �̇�2 sin2 𝜗. (7.29)

Следует обратить внимание на то, что полученная формула (7.27) является «по-
чти» классическим интегралом энергии в задаче движения точечной массы 𝑚0 в
центральном поле. Оговорка «почти» возникает потому, что классический инте-
грал для точечной массы определяется равенством без параметра 𝛿 (7.28).

𝑚0𝑉
2
𝑐 − 𝑚0𝜇

𝑅
= ℎ𝐸 . (7.30)

В частности, равенство 𝑉𝑐 =
√︀

𝜇
𝑅 определяет условие первой космической скоро-

сти для точечной массы. Поэтому есть смысл оценить влияние поправки 𝛿 (7.28),
чтобы понять, в каком случае можно твердое тело заменять точечной массой 𝑚0,
а в каком случае необходимо учитывать влияние поправки 𝛿 (7.28) на динамику
движения. Для оценки влияния параметра 𝛿 (7.28) предлагается воспользоваться
уже вычисленными параметрами (см. Пример1, Глава V ) в задаче движения
железного диска по круговой орбите на высоте 200 км над Землей. В этом слу-
чае основные параметры движения определяются числовыми параметрами (5.20),
(5.21), (5.22):

𝑅 ≈ 6571 · 103м, 𝜇 ≈ 3.98 · 1014м3 · 𝑐−2,𝑚0 ≈ 2450кг, 𝐴* ≈ 637, 𝐶* ≈ 1225. (7.31)

В этих условиях линейная скорость полета определяется условием движения по
круговой орбите:

𝑉𝑐 =

√︂
𝜇

𝑅
= 𝑅 |Ω| ≈ 7780.45м/c, (7.32)

где |Ω| – усредненная угловая переносная скорость движения центра масс тела:

|Ω| ≈ |�̇�| ≈
√︁
�̇�2 + �̇�2 sin2 𝜗 ≈ 1.184 · 10−3𝑐−1. (7.33)

Без ограничения общности можно считать, что исходная орбитальная плоскость
движения тела является плоскостью экватора, т.е. когда 𝜗 (0) = 𝜋

2 . В этом случае

угловая скорость движения по орбите определяется параметром �̇�. Для опреде-
ленности положим, что и собственная угловая скорость вращения тела является
незначительной, например, �̇� ≈ �̇� ≈ 1, 2 · 10−3𝑐−1. При этих условиях можно оце-
нить величину константы ℎ𝑐 (7.3):

𝐶*�̇� ≈ ℎ𝑐 = 1.45. (7.34)

При названных выше условиях 𝛿 ≈ 0.0026 и в этом случае влияние нелинейной
поправки на величину первой космической скорости крайне незначительно:

𝛿

𝑚0𝑉 2
𝑐

≈ 1, 76 · 10−14. (7.35)
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Вывод 1. При «малых» угловых скоростях вращения тела относительно собствен-
ного центра масс влияние нелинейности 𝛿 (7.35) на величину орбитальной скорости
движения центра масс тела оценивается пренебрежимо малой величиной порядка
1.76 · 10−14.

Вывод 2. В этом случае и полный вектор кинетического момента тела K0 (фак-
тически с точностью до 10−14) совпадает с кинетическим моментом точечной мас-
сы K𝑐, ибо влияние поправки K𝜔 (5.25) для протяженного тела является крайне
незначительным.

Однако, при «больших» значениях собственной угловой скорости �̇� тела на-
блюдается линейный рост величины добавочного вектора K𝜔 (5.23). Более того,
величина 𝛿 (7.28) растет с квадратичной скоростью относительно �̇�.

Вывод 3. В классическом случае движения точечной массы в центральном
поле вектор кинетического момента перпендикулярен плоскости орбиты, по
котрой движется эта массивная точка. Поскольку величина добавочного вектора
|K𝜔| ≈ 𝐴* (|Ω| + |𝜔|) (5.23) пропорциональна модулю угловой скорости вращения
|𝜔| относительно центра масс, то наклонение орбиты будет также подвергаться
динамическому изменению.

Поскольку вектор кинетического момента в инерциальном пространстве пер-
пендикулярен плоскости орбиты. Таким образом, изменения в интеграле кинети-
ческого момента и в интеграле энергии неминуемо изменяют параметры движения
по орбите вращающегося твердого тела.

8. Новые динамические эффекты при движении вращающегося твердо-
го тела в центральном поле

В классической механике отсутствуют однозначные критерии, в каких случаях
твердое тело можно заменять точечной массой, а в каких случаях этого не сле-
дует делать. Принято считать, что к последней ситуации относятся случаи, когда
тело вращается относительно неподвижной точки (физические маятники, класси-
ческие волчки и пр.). Математической моделью движения для названных случаев
являются динамические уравнения Л. Эйлера. В задаче о движении вращающе-
гося тела в центральном поле эти уравнения с точностью до 10−14 подтверждают
аксиому классической механики о возможности замены твердого протяженного
тела точечной массой, при условии, что угловая скорость вращения тела отно-
сительно собственного центра масс «не велика» (7.33). В этом случае интеграл
энергии (7.27) и вектор кинетического момента тела (5.18) (7.35) с точностью до
10−14 совпадают с «точечной моделью». Однако, наличие нелинейных функций
𝑓𝜗, 𝑓𝜓 (6.13) способно разрушить картину классического орбитального движения
при «очень больших скоростях �̇� собственного вращения». Поскольку угловая ско-
рость вращения тела �̇� теоретически ничем не ограничена, то влияние нелинейно-
стей 𝑓𝜗, 𝑓𝜓(6.13) на движение центра масс тела может быть сколь угодно большим.

Для того, чтобы оценить влияние угловой скорости �̇� вращения на динамику
движения центра масс тела, воспользуемся полным векторным интегралом (5.18)
для уравнений Эйлера (6.12)

K0 = Q0J𝜎 = C. (8.1)
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Здесь C – векторная константа (6.3). В развернутом виде векторK0 выглядит так:

K0 =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝐴�̇� cos𝜓 −𝐴�̇� sin𝜗 sin𝜓 cos𝜗+ 𝐶*

(︁
�̇� cos𝜗+ �̇�

)︁
sin𝜓 sin𝜗

𝐴�̇� sin𝜓 +𝐴�̇� sin𝜗 cos𝜓 cos𝜗− 𝐶*

(︁
�̇� cos𝜗+ �̇�

)︁
cos𝜓 sin𝜗

𝐴�̇� sin2 𝜗+ 𝐶*

(︁
�̇� cos𝜗+ �̇�

)︁
cos𝜗

⎤⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎣ 𝐶1

𝐶2

𝐶3

⎤⎦ .
(8.2)

Далее, разрешаем уравнения (8.2) относительно переменных
{︁
�̇�, �̇�, �̇�

}︁
и получаем

в итоге систему уравнений первого порядка для уравнений Эйлера-Пуансо (6.5),
(6.11), (6.12):

�̇� = 𝐶1 cos 𝜓+𝐶2 sin 𝜓
𝐴

�̇� = −𝐶1 cos 𝜗 sin 𝜓+𝐶2 cos 𝜗 cos 𝜓
𝐴 sin𝜗 + 𝐶3

𝐴

�̇� =
(𝐶* cos2 𝜗+𝐴 sin 2 𝜗)(𝐶1 sin 𝜓−𝐶2 cos 𝜓)

𝐴𝐶* sin 𝜗 + (𝐴−𝐶*) cos 𝜗𝐶3

𝐴𝐶*

⎫⎪⎬⎪⎭ . (8.3)

Произвольные константы 𝐶1, 𝐶2, 𝐶3 определяются из начальных условий задачи.
Рассмотрим еще раз Пример 1 (см. Глава V) о движении шара по круговой
орбите на высоте 500 км над Землей. Физические параметры движения диска
определены уже известными величинами (5.20)-(5.22). Без ограничения общности
условимся, что плоскость орбиты движения диска совпадает с плоскостью эква-
тора. Это значит, что в начальный момент движения

𝜗 (0) =
𝜋

2
, 𝜓 (0) = 0, �̇� (0) = 0, �̇� (0) = 0.00118. (8.4)

Подставляем значения (8.4) в уравнения (8.3) и получаем значения констант
𝐶1, 𝐶2, 𝐶3 (6.3):

𝐶1 = 0, 𝐶2 = −𝜔0𝐶*, 𝐶3 = 𝐴�̇� (0) , (8.5)

где 𝜔0 = �̇� (0). При этих значениях констант уравнения (8.3) заметно упрощаются:

�̇� = −𝜔0𝐶* sin 𝜓
𝐴

�̇� = −𝜔0𝐶* cos 𝜗 cos 𝜓
𝐴 sin𝜗 + �̇� (0)

�̇� =
(𝐶* cos2 𝜗+𝐴 sin 2 𝜗)𝜔0 cos 𝜓

𝐴 sin 𝜗 + (𝐴−𝐶*) cos 𝜗�̇�(0)
𝐶*

⎫⎪⎬⎪⎭ . (8.6)

Из уравнений (8.6) видно, что в диапазоне 0 < 𝜓 < 𝜋 угол 𝜗 уменьшается от
первоначального значения 𝜗 (0) = 𝜋

2 , поскольку в этом случае �̇� < 0. При чис-
ленном моделировании можно подобрать такие начальные значения 𝜔0, при кото-
рых происходит трансформация орбиты тела, прецессия орбиты, изменение угла
наклонения орбиты. На рисунке 5 представлен один из вариантов изменения ор-
биты относительно изначальной. При численном моделировании движения тела
по орбите были взяты параметры Земли и тела аналогичные представленных в
Примере 1 Глава V.

Численное моделирование проводилось путем интегрирования дифференци-
альных уравнений (8.6) с помощью в программы Maple.

Хочется заметить, что в процессе моделирования был выявлен интересный эф-
фект «сжатия» орбиты (рис. 6).
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Рис. 5: При значениях начальной угловой скорости в диапазоне
1010 < 𝜔0 < 1012𝑐−1 наблюдается эффект изменения наклонения орбиты.
С увеличением значений 𝜔0 эффект трансформации орбиты усиливается

Рис. 6: Трансформация начальной круговой орбиты в экваториальной
плоскости до сжимающейся спиралевидной орбиты типа «космическая

воронка» при значениях начальной угловой скорости собственного вращения
𝜔0 > 1013𝑐−1

Этот эффект изменения орбиты подтверждает и динамика изменения ориен-
тации вектора кинетического момента K0. Такой эффект изменения круговой ор-
биты за счет вращения тела относительно центра масс корректирует классическое
представление о движении в центральном поле. Описание результатов численного
моделирования не позволяет остаться в допустимых рамках объёма статьи. По-
этому планируется к публикации отдельной статьей.

Важно отметить при этом, что плоскость «орбитальной воронки» не проходит
через центр гравитационного поля. Разворот плоскости орбиты в инерциальном
пространстве можно объяснить тем, что вектор кинетического момента K0 (5.8)
состоит из двух компонент: K𝑐 и K𝜔 (5.19). При этом длина вектора K𝜔 пропор-
циональна угловой скорости вращения тела, т.е. K𝜔 ≈ 𝐴* (|Ω| + 𝜔0)(5.23). Увели-
чение компонент вектора K𝜔приводит к тому, что вектор K0 = K𝑐 + K𝜔 (5.18)
отклоняется от своей первоначальной ориентации вектора K𝑐 (вдоль оси 𝑂𝑍).
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Угол 𝛼 рассогласования между векторами K𝑐 и K𝜔 (5.19) можно оценить так:

cos𝛼 =
⟨K𝑐,K0⟩
|K𝑐| · |K0|

=
|K𝑐|2 + ⟨K𝑐,K𝜔⟩

|K𝑐| · |K0|
=

=
|K𝑐|
|K0|

+
⟨K𝑐,K𝜔⟩
|K𝑐| · |K0|

=
|K𝑐|
|K0|

(︃
1 +

⟨K𝑐,K𝜔⟩
|K𝑐|2

)︃
. (8.7)

При этом

⟨K𝑐,K𝜔⟩ = ⟨Q0JRΩ, Q0J*𝜎⟩ = ⟨JRΩ, J*𝜎⟩ = 𝐴*𝑚0𝑅
2
(︁
�̇�2 + �̇�2 sin2 𝜗

)︁
. (8.8)

Таким образом,

⟨K𝑐,K𝜔⟩
|K𝑐|2

=
𝐴*𝑚0𝑅

2
(︁
�̇�2 + �̇�2 sin2 𝜗

)︁
𝑚2

0𝑅
4
(︁
�̇�2 + �̇�2 sin2 𝜗

)︁ =
𝐴*

𝑚0𝑅2
≈ 6 · 10−15. (8.9)

Поскольку величина K0 пропорциональна начальной угловой скорости 𝜔0, то ли-

нейный рост |K0| приводит к тому, что lim𝜔0→∞
|K𝑐|
|K𝜔| → 0. Это значит, что угол 𝛼

рассогласования между векторомK0 (5.18) и векторомK𝑐 достигает 900. Другими
словами, плоскость орбиты способна развернуться из горизонтального положения
в вертикальное. Численные исследования для 10 значений величин 𝜔0 в диапазоне
109𝑐−1 < 𝜔0 < 1013𝑐−1 показывают, что максимальный угол 𝛼0

max (в градусах) рас-
согласования между векторами K𝑐 (5.19) и K0 (5.18) увеличивается с ростом зна-
чений в диапазоне 𝜔0 > 109𝑐−1 (Рис. 7). При этом в диапазоне 109 < 𝜔0 < 1013𝑐−1

Рис. 7: Максимальный угол (в градусах) 𝛼0
max рассогласования между

изначальным положением вектора K0 (перпендикулярно плоскости экватора)
увеличивается пропорционально росту значений в диапазоне 𝜔0. При этом угол

𝛼0
max может превышать величину 90 градусов

угол 𝛼0
max слабо изменяется по времени движения, а при значениях 𝜔0 > 1013𝑐−1

колебания значений 𝛼0
max становятся существенными. Это значит, что центр масс

тела движется лишь по поверхности сферы радиуса 𝑅 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 .
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Необходимость сохранения всех этих условий движения приводит к тому, что
радиус окружности 𝜌 («орбитальной воронки») начинает уменьшаться до величи-
ны, при которой сохраняется линейная первая космическая скорость (7.29):

𝜌2
(︁
�̇�2 sin2 𝜗+ �̇�2

)︁
=
𝜇

𝑅
= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. (8.10)

Исследования показывают, что динамические уравнения Эйлера (8.6) начинают
формировать «орбитальную воронку» при наличии начальной угловой скорости
собственного вращения в диапазоне 𝜔0 > 1012𝑐−1. С увеличением значений пара-
метра 𝜔0 скорость уменьшения радиуса «воронки» только существенно возрастает
(Рис. 8).

Рис. 8: Динамика сжатия радиуса 𝜌 (км) орбиты в форме “воронки” для
вращающегося диска в диапазоне угловых скоростей 1012 ≤ 𝜔0 ≤ 1014𝑐−1

9. Приложение

Лемма 1. Компоненты кососимметричной матрицы p̂ (4.20), определяются по
формуле:

p̂ = Q−1Q̇. (9.1)

Другими словами, компоненты вектора p (4.20) угловой скорости в проекции на
связанные с телом оси являются компонентами кососимметричной матрицы p̂.

Доказательство. Давайте обозначим строки матрицы Q (4.4) векторами 𝛼,𝛽, 𝛾:

Q =

⎡⎣ 𝛼1 𝛼2 𝛼3

𝛽1 𝛽2 𝛽3
𝛾1 𝛾2 𝛾3

⎤⎦ ,𝛼 =

⎡⎣ 𝛼1

𝛼2

𝛼3

⎤⎦ , 𝛽 =

⎡⎣ 𝛽1
𝛽2
𝛽3

⎤⎦ , 𝛾 =

⎡⎣ 𝛾1
𝛾2
𝛾3

⎤⎦ . (9.2)

Столбцы этой же матрицы Q(4.4) обозначим векторами i, j,k:

i =

⎡⎣ 𝛼1

𝛽1
𝛾1

⎤⎦ , j =

⎡⎣ 𝛼2

𝛽2
𝛾2

⎤⎦ , k =

⎡⎣ 𝛼3

𝛽3
𝛾3

⎤⎦ . (9.3)
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Векторы 𝛼,𝛽,𝛾 (9.2) подчиняются уравнениям Пуассона (см. например, [8, т.2,
стр. 187], [ 9, стр. 154 [12, стр. 48], ], [19, стр.34 ], [20, стр. 92]):

𝑑𝛼

𝑑𝑡
= − [p,𝛼] =

⎡⎣ 𝑟𝛼2 − 𝑞𝛼3

−𝑟𝛼1 + 𝑝𝛼3

𝑞𝛼1 − 𝑝𝛼3

⎤⎦ ,
𝑑𝛽

𝑑𝑡
= − [p,𝛽] =

⎡⎣ 𝑟𝛽2 − 𝑞𝛽3
−𝑟𝛽1 + 𝑝𝛽3
𝑞𝛽1 − 𝑝𝛽3

⎤⎦ ,
𝑑𝛾

𝑑𝑡
= − [p,𝛾] =

⎡⎣ 𝑟𝛾2 − 𝑞𝛾3
−𝑟𝛾1 + 𝑝𝛾3
𝑞𝛾1 − 𝑝𝛾3

⎤⎦ . (9.4)

Из структуры векторов i, j,k (9.3) и равенств (9.4) следует, что

𝑑i

𝑑𝑡
=

⎡⎣ −𝑟𝛼2 + 𝑞𝛼3

−𝑟𝛽2 + 𝑞𝛽3
−𝑟𝛾2 + 𝑞𝛾3

⎤⎦ = −𝑟j + 𝑞k,

𝑑j

𝑑𝑡
=

⎡⎣ 𝑟𝛼1 − 𝑝𝛼3

𝑟𝛽1 − 𝑝𝛽3
𝑟𝛾1 − 𝑝𝛾3

⎤⎦ = 𝑟i− 𝑝k,

𝑑k

𝑑𝑡
=

⎡⎣ −𝑞𝛼1 + 𝑝𝛼3

−𝑞𝛽1 + 𝑝𝛽3
−𝑞𝛾1 + 𝑝𝛾3

⎤⎦ = −𝑞i + 𝑝k. (9.5)

Для матрицы Q−1 строками являются векторы i, j,k (9.3). Таким образом:

Q−1Q̇ =

⎡⎢⎢⎢⎣
⟨︀
i, 𝑑i𝑑𝑡

⟩︀ ⟨
i, 𝑑j𝑑𝑡

⟩ ⟨︀
i, 𝑑k𝑑𝑡

⟩︀⟨︀
j, 𝑑i𝑑𝑡

⟩︀ ⟨
j, 𝑑j𝑑𝑡

⟩ ⟨︀
j, 𝑑k𝑑𝑡

⟩︀⟨︀
k, 𝑑i𝑑𝑡

⟩︀ ⟨
k, 𝑑j𝑑𝑡

⟩ ⟨︀
k, 𝑑k𝑑𝑡

⟩︀
⎤⎥⎥⎥⎦ . (9.6)

Примечание: в матрице (9.6) угловые скобки ⟨·⟩ означают операцию скалярного
произведения векторов. Далее, заменим векторы 𝑑i

𝑑𝑡 ,
𝑑j
𝑑𝑡 ,

𝑑k
𝑑𝑡 в матрице (9.6) их пра-

выми частями (9.5):

p̂ = Q−1Q̇ =

⎡⎣ ⟨i, (𝑟j− 𝑞k)⟩ ⟨i, (−𝑟i + 𝑝k)⟩ ⟨i, (𝑞i− 𝑝j)⟩
⟨j, (𝑟j− 𝑞k)⟩ ⟨j, (−𝑟i + 𝑝k)⟩ ⟨j, (𝑞i− 𝑝j)⟩
⟨k, (𝑟j− 𝑞k)⟩ ⟨k, (−𝑟i + 𝑝k)⟩ ⟨k, (𝑞i− 𝑝j)⟩

⎤⎦ =

=

⎡⎣ 0 −𝑟 𝑞
𝑟 0 −𝑝
−𝑞 𝑝 0

⎤⎦ . (9.7)

Здесь использовано свойство ортогональности векторов i, j,k (9.3):

⟨i, i⟩ = ⟨j, j⟩ = ⟨k,k⟩ = 1, ⟨i, j⟩ = ⟨j,k⟩ = ⟨i,k⟩ = 0. (9.8)

Лемма 1 доказана.
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Лемма 2. Проекция вектора ṗ на нормальные оси 𝐶𝜉𝜂𝜈 определяется равен-
ством:

Q𝜙ṗ = Ω̇ + �̇� − �̂�Ω. (9.9)

Доказательство. Давайте продифференцируем вектор Q𝜙p (4.24).

𝑑 (Q𝜙p)

𝑑𝑡
= Q̇𝜙p + Q𝜙ṗ = Q𝜙

(︁
Q−1
𝜙 Q̇𝜙p + ṗ

)︁
= Q𝜙 (�̂�p + ṗ) =

= Q𝜙�̂�Q−1
𝜙 Q𝜙p + Q𝜙ṗ = �̂�Q𝜙p + Q𝜙ṗ = �̂� (Ω + 𝜔) + Q𝜙ṗ =

= �̂�Ω + Q𝜙ṗ = Ω̇ + �̇� (9.10)

В операциях использовано свойство Q𝜙�̂�Q−1
𝜙 = �̂� и тождество �̂�𝜔 = 0. Следова-

тельно Q𝜙ṗ = Ω̇ + �̇� − �̂�Ω. Лемма 2 доказана.

Лемма 3. Из векторного интеграла QJp = C и, соответственно, из уравнений
(8.3) следует классический интеграл (6.5с):

𝐶𝑟 = 𝐶
(︁
�̇� cos𝜗+ �̇�

)︁
= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. (9.11)

Доказательство. Из уравнений (8.3) получается, что

𝐶𝑟 = (sin 𝜗 sin 𝜓)𝐶1 + (− sin 𝜗 cos 𝜓)𝐶2 + cos 𝜗𝐶3 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. (9.12)

Далее продифференцируем последнее равенство:

𝐶�̇� = �̇� cos 𝜗 (𝐶1 sin 𝜓 − 𝐶2 cos 𝜓) +

+ �̇� sin 𝜗 (𝐶1 cos 𝜓 + 𝐶2 sin 𝜓) − 𝐶3�̇� sin 𝜗 = 0. (9.13)

Далее, в последнем равенстве подставим вместо параметров�̇�, �̇�, �̇� их значения из
правых частей уравнений (8.3). Получаем в итоге:

𝐶�̇� =
𝐶2

1

𝐴
((cos 𝜓 sin 𝜓 cos 𝜗− cos 𝜓 sin 𝜓 cos 𝜗)) +

+
𝐶1𝐶2

𝐴

(︀
cos 𝜗 sin2 𝜓 − cos 𝜗 sin2 𝜓 + cos 𝜗 cos2 𝜓 − cos 𝜗 cos2 𝜓

)︀
+

+
𝐶2

2

𝐴
(sin 𝜓 cos 𝜓 cos 𝜗− sin 𝜓 cos 𝜓 cos 𝜗) ≡ 0 (9.14)

Таким образом, получилось равенство 𝐶�̇� = 0. Отсюда следует интеграл (9.11).
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ON THE DYNAMIC EFFECTS OF THE MOTION OF THE CENTER
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A model of motion of a solid rotating body in a central gravitational field
is proposed, which takes into account the mass-geometric characteristics of
the body and the factor of rotation of the body relative to its own center of
mass. The axis of rotation of the body (relative to the center of mass) is the
line connecting the center of mass of the body and the center of the inertial
coordinate system (the center of the gravitational field). The distance from
the center of mass of the body to the beginning of the inertial system
is constant during movement. In this case, the mathematical model of
motion is Euler’s dynamic equations for a rigid body with a fixed point (the
classic ”Euler-Poinsot case”). The Euler-Poinsot equations are presented
in projection on inertial axes, on normal axes, and also in classical form - in
projection on axes connected with a body. It is established that at a ”small”
angular velocity of rotation relative to the center of mass, the motion of a
body with a high degree of accuracy coincides with the classical model of
the motion of a point mass in the central.

Keywords: central field, gravitational field, Newton’s law, Euler equation,
Euler-Poinsot case, energy integral, kinetic moment vector, orbital plane.
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