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Введение

Существование или отсутствие положительный решений эллиптических урав-
нений в неограниченных областях изучалось многими авторами, см. работу [1] и
обширную библиографию в ней. В настоящей работе изучаются условия отсут-
ствия положительных решений линейных уравнений вида

𝐿𝑢 + 𝑎(𝑥)𝑢 = 0, 𝑎(𝑥) ≥ 0,

где 𝐿𝑢 =
∑︀𝑛

𝑖,𝑗=1(𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝑢𝑥𝑖
)𝑥𝑗

– равномерно эллиптический оператор второго поряд-
ка в дивергентной форме. Рассматриваются решения в цилиндрических областях,
удовлетворяющие однородным граничным условиям Неймана на боковой части
границы цилиндра.

Ранее этот вопрос рассматривался для линейных и слабо нелинейных эллип-
тических уравнений второго порядка в [2–4]. В [2,3] рассматривалось уравнение с
эллиптическим оператором в дивергентной форме при условиях 𝑎11 = 1, 𝑎𝑖1 = 0
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при 𝑖 = 2, . . . , 𝑛 (здесь ось цилиндра параллельна оси 𝑥1) и постоянным положи-
тельным младшим коэффициентом. При этом оператор 𝐿 мог содержать члены с
первыми производными по 𝑥2, . . . 𝑥𝑛. Доказательства в [2,3] основаны на принципе
максимума. В [4] модельное уравнение с оператором Лапласа рассматривалось без
использования принципа максимума на основе метода нелинейной емкости [1] и
выбора оптимальных пробных функций. В [5] простое доказательство отсутствия
положительных решений для такого уравнения получено с помощью принципа
максимума.

В настоящей работе на коэффициенты 𝑎𝑖𝑗 дивергентного оператора, не со-
держащего члены первого порядка, не накладываются никакие ограничения кро-
ме условия равномерной эллиптичности. Предлагается метод, отличный от мето-
дов [2]- [4], основанный на соотношении между средним значением решения по
сечению цилиндра и «потоком тепла» через это сечение.

Отсутствие положительных решений (разрушение решений) в полубесконеч-
ном цилиндре в данном случае можно рассматривать как невозможность суще-
ствования стационарного распределения тепла в задаче с незатухающим или мед-
ленно затухающим на бесконечности линейным тепловыделением - аналог режима
с обострением для теплопроводности в нелинейных средах [6], теплового само-
воспламенения при химической реакции [7], [8], или теплового взрыва в теории
горения [9]. Подобные явления являются объектом изучения, в частности, в це-
лях безопасного обращения с топливом, взрывчатыми, легковоспламеняющимися
веществами.

1. Основные обозначения и определения

В полубесконечном цилиндре Ω = (0,+∞) × ̂︀Ω рассматривается уравнение эл-
липтического типа

𝐿𝑢 + 𝑎(𝑥)𝑢 ≡
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑗

(︂
𝑎𝑖𝑗(𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

)︂
+ 𝑎(𝑥)𝑢 = 0, (1)

где 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) = (𝑥1, ̂︀𝑥) ∈ R𝑛
𝑥 ,
̂︀Ω ⊂ R𝑛−1̂︀𝑥 – ограниченная область с липши-

цевой границей, 𝑎𝑖𝑗(𝑥), 𝑎(𝑥) ≥ 0 – ограниченные измеримые функции в Ω, 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖,
выполнено условие равномерной эллиптичности: 𝜆1|𝜉|2 ≤

∑︀𝑛
𝑖,𝑗=1 𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝜉𝑖𝜉𝑗 ≤ 𝜆2|𝜉|2

для всех 𝜉 ∈ R𝑛; где 𝜆1, 𝜆2 = const > 0.
На боковой поверхности цилиндра Γ = (0,∞) × 𝜕̂︀Ω задано однородное условие

Неймана
𝜕𝑢

𝜕𝜈

⃒⃒
⃒⃒
Γ

= 0, (2)

где 𝜕𝑢/𝜕𝜈 ≡
∑︀𝑛

𝑖,𝑗=1 𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝜕𝑢/𝜕𝑥𝑖 cos(𝑛⃗, 𝑥𝑗) – производная по внешней конормали
оператора 𝐿, 𝑛⃗ – единичная внешняя нормаль к Γ.

Будем использовать следующие обозначения: Ω(𝑎, 𝑏) = Ω ∩ {𝑥 : 𝑎 < 𝑥1 < 𝑏},
Ω𝑡 = Ω(𝑡, 𝑡 + 1), 𝑆𝑡 = {𝑥 : 𝑥1 = 𝑡, ̂︀𝑥 ∈ ̂︀Ω}, Γ(𝑎, 𝑏) = Γ ∩ {𝑥 : 𝑎 < 𝑥1 < 𝑏}, ∇𝑢 = grad𝑢,

𝑚0 = mes𝑛−1
̂︀Ω, 𝑢(𝑡) = 𝑚−1

0

�
Ω𝑡

𝑢 𝑑𝑥, ̂︀𝑢(𝑡) = 𝑚−1
0

�
𝑆𝑡

𝑢 𝑑̂︀𝑥.
Через Φ𝑡,ℎ1;𝑇,ℎ2 = Φ𝑡,ℎ1;𝑇,ℎ2(𝑥1) будем обозначать непрерывную функцию, та-

кую, что Φ = 1 при 𝑡 + ℎ1 ≤ 𝑥1 ≤ 𝑇 , Φ(𝑡) = Φ(𝑇 + ℎ2) = 0, Φ – линейная при
𝑡 ≤ 𝑥1 ≤ 𝑡 + ℎ1 и при 𝑇 ≤ 𝑥1 ≤ 𝑇 + ℎ2; 0 ≤ 𝑡 < 𝑇 , ℎ1 > 0, ℎ2 > 0.
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Под решениями (1)-(2) в Ω понимаются обобщенные решения из пространства
С.Л. Соболева 𝑊 1

2 (Ω(0, 𝑡)) при любом 𝑡 > 0, т.е. функции, для которых справед-
ливо интегральное тождество

�
Ω(0,𝑡)

𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑣

𝜕𝑥𝑗
𝑑𝑥−

�
Ω(0,𝑡)

𝑎𝑢𝑣 𝑑𝑥 = 0 (3)

при любой функции 𝑣 ∈ 𝑊 1
2 (Ω(0, 𝑡)), такой, что 𝑣|𝑆0∪𝑆𝑡

= 0.
В данной работе используется связь между «потоком тепла» решения по сече-

нию 𝑆𝑡 цилиндра и средним значением решения на сечении. В случае оператора
Лапласа эта связь тривиальна: 𝑚−1

0

�
𝑆𝑡

𝜕𝑢
𝜕𝑥1

𝑑̂︀𝑥 = ̂︀𝑢′(𝑡). Покажем, что результат [4]
об отсутствии положительного решения уравнения ∆𝑢 + 𝑢 = 0 в цилиндре Ω при
условии (2), полученный с помощью оптимального выбора пробной функции в
интегральном тождестве, просто следует из этого соотношения. Действительно,
проинтегрировав уравнение по Ω(0, 𝑡), получаем, что

𝑚0̂︀𝑢′(𝑡) −𝑚0̂︀𝑢′(0) = −
�
Ω(0,𝑡)

𝑢 𝑑𝑥.

Тогда для функции 𝐻(𝑡) =
�
Ω(0,𝑡)

𝑢 𝑑𝑥 имеем

𝐻 ′′(𝑡) = 𝑐−𝐻(𝑡), 𝑐 = const.

Если 𝑢 > 0, то 𝐻(𝑡) – возрастающая функция. Но очевидно, что монотонная функ-
ция не может удовлетворять данному уравнению на полупрямой 𝑡 > 0.

Для произвольного эллиптического оператора второго порядка в дивергентной
форме связь между средним значением решения на сечении или на единичной
«ячейке» Ω𝑡 и потоком является нетривиальной.

2. Вспомогательные утверждения

Для решения 𝑢(𝑥) уравнения (1), удовлетворяющего (2), стандартным образом
[10] введем понятие «потока тепла» через сечение 𝑆𝑡 цилиндра:

𝑃 (𝑡, 𝑢) = lim
ℎ→0+

(︂
ℎ−1

�
Ω(𝑡,𝑡+ℎ)

𝑛∑︁

𝑖=1

𝑎𝑖1
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
𝑑𝑥

)︂
=

�
𝑆𝑡

𝑛∑︁

𝑖=1

𝑎𝑖1
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
𝑑̂︀𝑥.

Последнее равенство справедливо для почти всех 𝑡 ≥ 0. В [10] (с. 137, формула
(4)) также показано, что при 𝑇 > 𝑡 ≥ 0 справедливы равенства

ℎ−1
1

�
Ω(𝑡,𝑡+ℎ1)

𝑛∑︁

𝑖=1

𝑎𝑖1
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
𝑑𝑥− ℎ−1

2

�
Ω(𝑇,𝑇+ℎ2)

𝑛∑︁

𝑖=1

𝑎𝑖1
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
𝑑𝑥 =

=

�
Ω(𝑡,𝑇+ℎ2)

𝑎𝑢Φ𝑡,ℎ1;𝑇,ℎ2
𝑑𝑥,

(4)

ℎ1, ℎ2 > 0; и

𝑃 (𝑇, 𝑢) − 𝑃 (𝑡, 𝑢) = −
�
Ω(𝑡,𝑇 )

𝑎𝑢 𝑑𝑥. (5)
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Устремляя в (4) ℎ1 к нулю при фиксированном ℎ2 = ℎ, получим равенство

ℎ−1

�
Ω(𝑇,𝑇+ℎ)

𝑛∑︁

𝑖=1

𝑎𝑖1
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
𝑑𝑥 = 𝑃 (𝑡, 𝑢) −

�
Ω(𝑡,𝑇+ℎ)

𝑎𝑢Φ𝑡,0;𝑇,ℎ 𝑑𝑥, (6)

где Φ𝑡,0;𝑇,ℎ(𝑥1) – непрерывная функция, равная 1 при 𝑡 < 𝑥1 < 𝑇 , линейная при
𝑇 < 𝑥1 < 𝑇 + ℎ, равная 0 при 𝑥1 = 𝑇 + ℎ. Очевидно также, что

�
Ω(𝑇,𝑇+ℎ)

𝑛∑︁

𝑖=1

𝑎𝑖1
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
𝑑𝑥 =

� 𝑇+ℎ

𝑇

𝑃 (𝜏, 𝑢) 𝑑𝜏. (7)

Будем также использовать некоторые известные результаты для линейного од-
нородного уравнения без младшего члена

𝐿𝑉 ≡
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑗

(︂
𝑎𝑖𝑗(𝑥)

𝜕𝑉

𝜕𝑥𝑖

)︂
= 0. (8)

В Ω существует [11] положительное решение 𝑉 (𝑥) уравнения (8), удовлетворя-
ющее условию Неймана 𝜕𝑉

𝜕𝜈

⃒⃒
Γ

= 0 и при 𝑥1 > 1 оценке

𝐶1𝑥1 ≤ 𝑉 (𝑥) ≤ 𝐶2𝑥1, 𝐶1, 𝐶2 = const > 0.

Это решение [12, формула (12)] удовлетворяет оценке
�
Ω𝑡

|∇𝑉 |2 𝑑𝑥 ≤ 𝑐1,

и, после умножения на положительную постоянную, условию 𝑃 (𝑡, 𝑉 ) = 1 при всех
𝑡 ≥ 0. Здесь и далее в работе через 𝑐𝑖 обозначаются положительные постоянные,
которые могут зависеть только от 𝜆1, 𝜆2, ̂︀Ω.

Также для функции 𝑉 (𝑥) справедливо следующее утверждение [13, лемма 7].
Cуществует 𝑘0 ∈ N, такое, что при 𝑘 ≥ 𝑘0 и 𝑡 ≥ 0 справедливо неравенство

inf𝑆𝑡+𝑘
𝑉 > sup𝑆𝑡

𝑉. (9)

В силу оценки Де Джорджи [14, с. 600] и неравенства Пуанкаре также имеем

supΩ(𝑡−𝑘0,𝑡+1)

⃒⃒
𝑉 − 𝑉 (𝑡)

⃒⃒2 ≤ 𝑐0

�
Ω(𝑡−𝑘0,𝑡+1)

⃒⃒
𝑉 − 𝑉 (𝑡)

⃒⃒2
𝑑𝑥 ≤

≤ 𝑐1

�
Ω(𝑡−𝑘0,𝑡+1)

|∇𝑉 |2 𝑑𝑥 ≤ 𝑐2.

(10)

3. Свойства положительных решений

Лемма 1. Пусть 𝑢(𝑥) - положительное решение уравнения (1) в Ω, удовлетво-
ряющее (2). Тогда для любого 𝜀 > 0 найдется 𝑡(𝜀) > 0, такое, что при 𝑡 > 𝑡(𝜀)
справедлива оценка �

Ω𝑡

|∇𝑢|2 𝑑𝑥 ≤ 𝜀𝑢2(𝑡).
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Доказательство. Пусть 𝜙(𝑥1) = Φ0,1;𝑡,1(𝑥1). Полагая в интегральном тождестве
(3) 𝑣 = 𝜙2/𝑢 и используя эллиптичность уравнения, получаем

�
Ω(0,𝑡+1)

|∇𝑢|2

𝑢2
𝜙2 𝑑𝑥 ≤ 𝐼0 + 𝑐1

(︂ �
Ω𝑡

|∇𝑢|
𝑢

𝜙|𝜙′| 𝑑𝑥−
�
Ω(0,𝑡+1)

𝑎𝜙2 𝑑𝑥

)︂
≤

≤ 𝐼0 +

�
Ω𝑡

|∇𝑢|2

𝑢2
𝜙2 𝑑𝑥 + 𝑐2

�
Ω𝑡

(𝜙′)2 𝑑𝑥 ≤ 𝐼1 +

�
Ω𝑡

|∇𝑢|2

𝑢2
𝜙2 𝑑𝑥,

𝐼0, 𝐼1 не зависят от 𝑡. Отсюда
�
Ω(0,𝑡)

|∇𝑢|2

𝑢2
𝜙2 𝑑𝑥 ≤ 𝐼1,

таким образом, �
Ω(1,∞)

|∇𝑢|2

𝑢2
𝑑𝑥 < ∞.

Отсюда следует, что для любого 𝛿 > 0 при 𝑡 ≥ 𝑡0(𝛿)

�
Ω𝑡

|∇𝑢|2

𝑢2
𝑑𝑥 ≤ 𝛿,

�
Ω𝑡

|∇𝑢|2 𝑑𝑥 ≤ supΩ𝑡
𝑢2

�
Ω𝑡

|∇𝑢|2

𝑢2
𝑑𝑥 ≤ 𝛿 supΩ𝑡

𝑢2.

Используя неравенство Харнака в замкнутой области (см., например, [3, с. 185]),
имеем �

Ω𝑡

|∇𝑢|2 𝑑𝑥 ≤ 𝑐3𝛿𝑢
2(𝑡).

При 𝛿 = 𝜀/𝑐3 получаем утверждение леммы.

Лемма 2. Пусть 𝑢(𝑥) - положительное решение уравнения (1) в Ω, удовлетво-
ряющее (2). Тогда для любого 𝑡 ≥ 0 в Ω(𝑡,∞) справедлива оценка

𝑢(𝑥) ≥ inf𝑆𝑡 𝑢.

Доказательство. Пусть 𝑚 = inf𝑆𝑡
𝑢. Зафиксируем 𝜀 > 0. Очевидно, что для до-

статочно большого 𝑇 (𝜀) справедливы неравенства 𝑢 + 𝜀𝑉 −𝑚 > 0 на 𝑆𝑡 ∪ 𝑆𝑇 при
𝑇 ≥ 𝑇 (𝜀), где 𝑉 - растущее с линейной скоростью решение уравнения (8), введен-
ное выше. Так как функция 𝑤 = 𝑢+ 𝜀𝑉 −𝑚 удовлетворяет уравнению 𝐿𝑤 = −𝑎𝑢,
то согласно принципу экстремума 𝑤 не может иметь минимум в Ω(𝑡, 𝑇 ), а в силу
условия Неймана не может иметь минимум на Γ(𝑡, 𝑇 ). Поэтому 𝑢 + 𝜀𝑉 −𝑚 > 0 в
Ω(𝑡, 𝑇 ). Устремляя 𝜀 к нулю, получаем, что 𝑢 − 𝑚 ≥ 0 в Ω(𝑡,∞). Лемма доказа-
на.

Лемма 3. Пусть 𝑢(𝑥) – решение уравнения (1) в Ω, удовлетворяющее (2). Тогда

𝑉 (𝑡)

� 𝑡+1

𝑡

𝑃 (𝜏, 𝑢) 𝑑𝜏 +

�
Ω(0,𝑡+1)

𝑎𝑢𝑉 Φ0,1;𝑡,1 𝑑𝑥− 𝐼𝑡 ≤ 𝑢(𝑡) ≤

≤ 𝑉 (𝑡)

� 𝑡+1

𝑡

𝑃 (𝜏, 𝑢) 𝑑𝜏 +

�
Ω(0,𝑡+1)

𝑎𝑢𝑉 Φ0,1;𝑡,1 𝑑𝑥 + 𝐼𝑡,
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где 𝑉 – введенное выше линейно растущее решение уравнения (8), 𝑃 (𝑡, 𝑉 ) ≡ 1,

|𝐼𝑡| ≤ 𝐼0 + 𝑐1
(︀ �

Ω𝑡
|∇𝑢|2 𝑑𝑥

)︀1/2
, 𝐼0 > 0 не зависит от 𝑡 > 1.

Доказательство. Утверждение леммы сразу следует из формулы (13) работы [12]
в случае, когда правая чаcть уравнения 𝐿𝑢 = 𝑓 равна 𝑓 = −𝑎𝑢.

Лемма 4. Пусть 𝑢(𝑥) – положительное решение уравнения (1) в Ω, удовлетво-
ряющее (2). Тогда 𝑃 (𝑡, 𝑢) ≥ 0 для всех 𝑡 ≥ 0.

Доказательство. Предположим, что 𝑃 (𝑡1, 𝑢) = 𝑝0 < 0 для некоторого 𝑡1 ≥ 0.
Тогда в силу (5) 𝑃 (𝑡, 𝑢) ≤ 𝑝0 < 0 для всех 𝑡 > 𝑡1. Тогда, используя утверждение
леммы 3 в области Ω(𝑡1,∞) и равенства (4), (7) при ℎ1 = ℎ2 = 1, получаем

𝑢(𝑡) ≤ 𝑉 (𝑡)

� 𝑡+1

𝑡

𝑃 (𝜏, 𝑢) 𝑑𝜏 +

�
Ω(𝑡1,𝑡+1)

𝑎𝑢𝑉 Φ𝑡1,1;𝑡,1 𝑑𝑥 + 𝐼𝑡 =

= 𝑉 (𝑡)

(︂ � 𝑡1+1

𝑡1

𝑃 (𝜏, 𝑢) 𝑑𝜏 −
�
Ω(𝑡1,𝑡+1)

𝑎𝑢Φ𝑡1,1;𝑡,1 𝑑𝑥

)︂
+

�
Ω(𝑡1,𝑡+1)

𝑎𝑢𝑉 Φ𝑡1,1;𝑡,1 𝑑𝑥 + 𝐼𝑡 <

<

�
Ω(𝑡1,𝑡+1)

𝑎𝑢
(︀
𝑉 − 𝑉 (𝑡)

)︀
Φ𝑡1,1;𝑡,1 𝑑𝑥 + 𝐼𝑡,

(11)

|𝐼𝑡| ≤ 𝐼0 + 𝑐1
(︀ �

Ω𝑡
|∇𝑢|2 𝑑𝑥

)︀1/2
, 𝐼0 > 0 не зависит от 𝑡. Пусть 𝑘0 - постоянная, для

которой верно (9). Тогда 𝑉 (𝑥) < 𝑉 (𝑡) при 𝑥1 < 𝑡− 𝑘0. Тогда при 𝑡 > 𝑡1 + 𝑘0 + 1 из
(11) получаем, используя оценку (10) и равенства (6), (7),

𝑢(𝑡) <

�
Ω(𝑡−𝑘0,𝑡+1)

𝑎𝑢
(︀
𝑉 − 𝑉 (𝑡)

)︀
Φ𝑡1,1;𝑡,1 𝑑𝑥 + 𝐼𝑡 ≤ 𝑐2

�
Ω(𝑡−𝑘0,𝑡+1)

𝑎𝑢Φ𝑡1,1;𝑡,1 𝑑𝑥 + 𝐼𝑡 =

= 𝑐2

(︂
𝑃 (𝑡− 𝑘0, 𝑢) −

� 𝑡+1

𝑡

𝑃 (𝜏, 𝑢) 𝑑𝜏

)︂
+ 𝐼𝑡 < −𝑐2

� 𝑡+1

𝑡

𝑃 (𝜏, 𝑢) 𝑑𝜏 + 𝐼𝑡 ≤

≤ 𝑐3

(︂ �
Ω𝑡

|∇𝑢|2 𝑑𝑥
)︂1/2

+ 𝐼𝑡 ≤ 𝐼0 + 𝑐4

(︂ �
Ω𝑡

|∇𝑢|2 𝑑𝑥
)︂1/2

.

Тогда с учетом леммы 1 имеем при 𝑡 > 𝑡2 = const

𝑢(𝑡) ≤ 𝐼0 +
1

2
𝑢(𝑡), 𝑢(𝑡) ≤ 2𝐼0.

Из неравенства |𝑃 (𝑡, 𝑢)| ≥ |𝑝0| > 0 при 𝑡 > 𝑡1 получаем, что

�
Ω𝑡

|∇𝑢|2 𝑑𝑥 ≥ 𝑐5

(︂ � 𝑡+1

𝑡

𝑃 (𝜏, 𝑢) 𝑑𝜏

)︂2

≥ 𝑐5𝑝
2
0 > 0.

C учетом леммы 1 получаем при 𝑡 ≥ 𝑡3(𝜀) неравенство

𝑐5𝑝
2
0 ≤

�
Ω𝑡

|∇𝑢|2 𝑑𝑥 ≤ 𝜀𝑢2(𝑡) ≤ 4𝐼20𝜀,

что невозможно, если 𝜀 достаточно мало. Таким образом, предположение, что
𝑃 (𝑡1, 𝑢) < 0, неверно. Лемма доказана.
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Из леммы 4 и равенства (5) сразу следует, что при выполнении условий леммы
4 справедливо соотношение �

Ω

𝑎𝑢 𝑑𝑥 < ∞. (12)

4. Отсутствие решений

Хорошо известно [15], что обыкновеннoе дифференциальное уравнение
𝑢′′ + 𝑎(𝑥)𝑢 = 0 не имеет положительных решений на полупрямой 𝑥 > 𝑥0 > 0,
если выполнено одно из условий

�∞
𝑥0

𝑎(𝑥) 𝑑𝑥 = +∞, или при всех 𝑥1 > 𝑥0 выпол-

нена оценка 𝑎(𝑥) ≥ 𝐶0𝑥
−2, 𝐶0 > 1/4. Аналогичные утверждения справедливы для

решений (1)-(2) в цилиндре.

Теорема 1. Пусть 𝑎(𝑥) ≥ 0 в Ω и выполнено условие

�
Ω

𝑎(𝑥) 𝑑𝑥 = ∞,

Тогда в Ω не существует положительного решения уравнения (1), удовлетворя-
ющего (2).

Доказательство. Утверждение теоремы сразу следует из (12) и леммы 2.

Теорема 2. Пусть коэффициент 𝑎(𝑥) удовлетворяет при 𝑥1 > 𝑥
(0)
1 = const > 0

оценке

𝑎(𝑥) ≥ 𝐶0

𝑥2
1

,

где 𝐶0 > 0 – некоторая постоянная, зависящая от 𝜆1, 𝜆2, ̂︀Ω. Тогда в Ω не суще-
ствует положительного решения уравнения (1), удовлетворяющего (2).

Доказательство. Предположим, что положительное в Ω решение (1)-(2) суще-
ствует. Оценивая 𝑢(𝑡) снизу по лемме 3 и учитывая лемму 4, получаем, что

𝑢(𝑡) ≥
�
Ω(0,𝑡)

𝑎𝑢𝑉 𝑑𝑥− 𝐼0 − 𝑐1

(︂ �
Ω𝑡

|∇𝑢|2 𝑑𝑥
)︂1/2

,

𝐼0 не зависит от 𝑡. Используя лемму 1 при 𝜀 = 𝑐−2
1 , получим, что существует такое

𝑡0 > 0, что при 𝑡 > 𝑡0

𝑢(𝑡) ≥
�
Ω(0,𝑡)

𝑎𝑢𝑉 𝑑𝑥− 𝐼0 − 𝑢(𝑡),

то есть

𝑢(𝑡) ≥ 1

2

�
Ω(0,𝑡)

𝑎𝑢𝑉 𝑑𝑥− 𝐼0
2

≥ 1

3

�
Ω(0,𝑡)

𝑎𝑢𝑉 𝑑𝑥,

последняя оценка справедлива, так как с учетом леммы 2 при 𝑥1 > 1 справедлива
оценка 𝑎𝑢𝑉 ≥ 𝐶0𝐶1𝑥

−1
1 inf𝑆1

𝑢, и следовательно
�
Ω
𝑎𝑢𝑉 𝑑𝑥 = +∞.
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Учитывая еще раз лемму 1, получаем, что для достаточно больших 𝑡

|𝑢(𝑡) − ̂︀𝑢(𝑡)| ≤ 𝑐2

(︂ �
Ω𝑡

|∇𝑢|2 𝑑𝑥
)︂1/2

≤ 1

2
𝑢(𝑡),

поэтому при 𝑡 ≥ 𝑡1 = const справедлива оценка

̂︀𝑢(𝑡) ≥ 1

2
𝑢(𝑡) ≥ 1

6

�
Ω(0,𝑡)

𝑎𝑢𝑉 𝑑𝑥.

Рассмотрим функцию

𝐻(𝑡) =

�
Ω(0,𝑡)

𝑎𝑢𝑉 𝑑𝑥.

Имеем

𝐻 ′(𝑡) =

�
𝑆𝑡

𝑎𝑢𝑉 𝑑̂︀𝑥 ≥ 𝐶0𝐶1𝑚0

𝑡
̂︀𝑢(𝑡) ≥ 𝑐3𝐶0

𝑡
𝐻(𝑡).

Интегрируя, получим, что

𝐻(𝑡) ≥ 𝐻
(︀
𝑥
(0)
1

)︀(︀
𝑥
(0)
1

)︀−𝑐3𝐶0
𝑡𝑐3𝐶0 .

В силу (12) справедлива оценка
�
Ω
𝑎𝑢 𝑑𝑥 < ∞, отсюда следует, что должно выпол-

няться соотношение

𝐻(𝑡) = 𝑜(𝑡), 𝑡 → ∞.

Если 𝑐3𝐶0 ≥ 1, то получаем противоречие. Теорема доказана.

Заключение

В полубесконечном цилиндре рассмотрено эллиптическое уравнение второго
порядка в дивергентной форме с положительным младшим коэффициентом. На
границе цилиндра предполагается выполнение однородного условия Неймана. На
коэффициенты эллиптического оператора не налагается никаких условий кроме
равномерной эллиптичности. Получены условия типа «не слишком быстрого вы-
рождения» младшего коэффициента на бесконечности в интегральной или пото-
чечной форме, гарантируюшие отсутствие положительных решений. Получены,
таким образом, достаточные условия теплового самовоспламенения или взрыва
вследствие линейного выделения тепла. Эти результаты могут найти находят при-
менение в химической кинетике, стационарной теории теплопроводности, теории
горения.
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