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В статье рассмотрена математическая модель деформации тела из
несжимаемого трансверсально-изотропного нелинейно-упругого мате-
риала. Особое внимание в статье уделяется векторной характеристи-
ке трансверсально-изотропного тела, указывающей направление оси
трансверсальной изотропии, а также изменению данной характеристи-
ки при деформации. Отмечается, что при деформации определённо-
го вида трансверсально-изотропный материал ведёт себя как материал
Трелоара. Исследуется частный случай задачи о деформации несжи-
маемого трансверсально-изотропного нелинейно-упругого цилиндриче-
ского слоя, для этого случая получено точное аналитическое решение
задачи.
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Введение

В последние несколько десятков лет многие работы, выполненные в рам-
ках теории больших деформаций [1, 5, 6], были посвящены нелинейно-упругим
трансверсально-изотропным материалам [2–4]. Тела, внутренняя структура кото-
рых состоит из волокон, часто демонстрируют нелинейное поведение. В нелиней-
ной теории упругости описание деформации материала задаётся через функцию
энергии деформации, которая зависит от инвариантов деформации. Наличие во-
локнистой структуры влияет на энергию деформации, изменяя способность тела
деформироваться в направлении трансверсальной изотропии.

Так как трансверсально-изотропные нелинейно-упругие материалы представ-
ляют собой важный класс материалов, интересным является получение аналити-
ческих решений некоторых классов задач для тел, изготовленных из этих матери-
алов. Особенно актуален вопрос об изменении векторной характеристики транс-
версальной изотропии тела при деформации.

1Работа выполнена при поддержке проекта РНФ № 22-11-00110.
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В данной работе рассматривается математическая модель деформации
нелинейно-упругого трансверсально-изотропного тела [2, 3] и ее применение к ре-
шению конкретной задачи – задачи о выпрямлении сектора кругового цилиндра.

1. Математическая модель нелинейно-упругого трансверсально-изо-
тропного материала

Нелинейно-упругий трансверсально-изотропный материал является частным
случаем анизотропного нелинейно-упругого материала, описываемого, к примеру,
в работах [2, 3]. Его определяющее соотношение имеет вид

T=𝜒𝑈 (𝑈, 𝑉 )F+𝜒𝑉 (𝑈, 𝑉 )a⊗a−𝑝I, (1)

где a – вектор, характеризующий направление оси трансверсальной изотропии в
деформированном состоянии; I – единичный тензор; T –тензор истинных напря-
жений Коши; F=P · PT – мера деформации Фингера; p – множитель Лагранжа;
P – градиент деформации; 𝜒𝑈 (𝑈, 𝑉 ) и 𝜒𝑉 (𝑈, 𝑉 ) – функции, определяемые следу-
ющим образом:

𝜒𝑈 (𝑈, 𝑉 ) = 2𝜕𝑊 (𝑈,𝑉 )
𝜕𝑈 , 𝜒𝑉 (𝑈, 𝑉 ) = 2𝜕𝑊 (𝑈,𝑉 )

𝜕𝑊 . (2)

Функция 𝑊 (𝑈, 𝑉 ) характеризует плотность энергии деформации упругого мате-
риала; 𝑈, 𝑉 – функции, определяемые следующим образом:

𝑈 = trF , 𝑉 = a·a,

где trF – след тензора. В случае рассматриваемой модели несжимаемого
трансверсально-изотропного материала функция плотности энергии имеет вид
[2, 3]:

𝑊 (𝑈, 𝑉 ) =
𝜇

2

[︁
(𝑈 − 3) + 𝛾(𝑉 − 1)

2
]︁
, (3)

𝜇 и 𝛾 – заданные константы материала. С учётом (3) формулы (2) принимают вид

𝜒𝑈 (𝑈, 𝑉 ) = 𝜇, 𝜒𝑉 (𝑈, 𝑉 ) = 2𝜇𝛾 (A·A− 1) . (4)

Определяющее соотношение (1) можно переписать в виде:

T=𝜇F+2𝜇𝛾 (a·a− 1)a⊗a−𝑝I. (5)

Анализируя (5), можно заметить, что в случае, если векторA имеет единичную
длину, определяющее соотношения для рассматриваемого материала сводится к
определяющему соотношению для материала Трелоара, которое имеет вид

T=𝜇F−𝑝I. (6)

Вообще говоря, если в некоторой задаче рассматривается последовательность
состояний, то в начальном состоянии вектор трансверсальной изотропии A счита-
ется нормированным, то есть имеющим единичную длину. Сохранение вектором
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A единичной длины в последующих состояниях, соответствующее вырождению в
них формулы (5) до вида (6), придаёт материалу свойства изотропии.

2. Постановка задачи о выпрямлении цилиндрической пластины

Рассмотрим следующий пример задачи о деформации нелинейно-упругого
трансверсально-изотропного тела. В пространстве расположен цилиндрический
слой – сектор полого кругового цилиндра с внешним радиусом 𝐷 и внутренним
радиусом 𝑑. Слой состоит из несжимаемого нелинейного-упругого трансверсально-
изотропного материала, удовлетворяющего определяющему соотношению (5).
Данный слой в процессе, рассматриваемом в задаче, переходит из начального со-
стояния (в котором он, собственно, представляет собой сектор полого цилиндра)
в конечное путём выпрямления.

В начальном состоянии вводятся декартова прямоугольная система координат
(𝑥, 𝑦, 𝑧) и цилиндрическая система координат (𝑟, 𝜙, 𝜀). Связь между декартовыми
и цилиндрическими координатами выглядит следующим образом:

𝑥 = 𝑟sin𝜙 , 𝑦 = 𝜀, 𝑧 = 𝑟cos𝜙 . (7)

Слой характеризуется материальными константами 𝜇 и 𝛾. В начальном состо-
янии вектор трансверсальной изотропии слоя имеет вид

A=𝐴𝑟e𝑟+𝐴𝜙e𝜙+𝐴𝜀e𝜀,

где e𝑟, e𝜙, e𝜀 – орты цилиндрической системы координат:

e𝑟=cos (𝜙) i𝑥+sin (𝜙) i𝑦, e𝜙= −sin (𝜙) i𝑥+cos (𝜙) i𝑦, e𝜀=i𝑧.

Векторы i𝑥, i𝑦, i𝑧 – орты прямоугольной декартовой системы координат на-
чального состояния.

Переход в конечное состояние описывается уравнениями:

𝑋 = 𝑓 (𝑟) , 𝑌 = 𝛼𝜀, 𝑍 = 𝜏𝜙. (8)

Формулы (8) описывают выпрямление цилиндрического слоя, после которого
он принимает вид прямоугольной плиты. В (8) (𝑋,𝑌, 𝑍) – прямоугольная декарто-
ва система координат в конченом состоянии. Числа 𝛼, 𝜏 – параметры деформации,
определяющие зависимость положения точек слоя по осям 𝑌,𝑍 от первоначальных
координат 𝜀, 𝜙. Функция 𝑓 – неизвестная функция, определяющая деформацию
слоя в радиальном направлении и подлежащая определению в процессе решения
задачи.

Целью является определение напряжений T в слое в конечном состоянии.

3. Образ вектора трансверсальной изотропии в конечном состоянии

Основной характеристикой деформации, соответствующей переходу из началь-
ного в конечное состояние, является [7] градиент деформации P. Вследствие (7) и
(8), градиент деформации имеет вид:



20 БЕЛКИН А.Э.

P =
𝑑 (𝑋,𝑌, 𝑍)

𝑑 (𝑥, 𝑦, 𝑧)
=

⎛
⎝

𝑑𝑓
𝑑𝑟 sin𝜙 0 𝑑𝑓

𝑑𝑟 cos𝜙
0 𝛼 0

𝜏cos𝜙
𝑟 0 − 𝜏sin𝜙

𝑟

⎞
⎠ . (9)

ВекторA в начальном состоянии может быть записан в прямоугольной системе
координат:

A= (𝐴𝑟cos (𝜙) −𝐴𝜙sin (𝜙) ) i𝑥+ (𝐴𝑟sin (𝜙) + 𝐴𝜙cos (𝜙) ) i𝑦+𝐴𝜀i𝑧. (10)

Образ вектора A в конечном состоянии обозначим a=P·A. Используя (9) и
(10), можем определить компоненты a в системе координат (𝑋,𝑌, 𝑍):

a=𝑎𝑋 i𝑋+𝑎𝑌 i𝑌 +𝑎𝑍 i𝑍 ,

𝑎𝑋 = sin𝜙 (𝐴𝑟sin𝜙 + 𝐴𝜙cos𝜙 )
𝑑𝑓

𝑑𝑟
+ cos𝜙 (𝐴𝑟cos𝜙 −𝐴𝜙sin𝜙 )

𝑑𝑓

𝑑𝑟
,

𝑎𝑌 = 𝐴𝜀𝛼,

𝑎𝑍 = (𝐴𝑟sin𝜙 + 𝐴𝜙cos𝜙 )
𝜏cos𝜙

𝑟
− (𝐴𝑟cos𝜙 −𝐴𝜙sin𝜙 )

𝜏sin𝜙

𝑟
.

Векторы i𝑋 , i𝑌 , i𝑍 – орты прямоугольной декартовой системы координат ко-
нечного состояния. Путём упрощения последних выражений получаем:

a=𝐴𝑟
𝑑𝑓

𝑑𝑟
i𝑋+𝐴𝜀𝛼i𝑌 +

𝐴𝜙𝜏

𝑟
i𝑍 . (11)

Определяющее соотношение (5) для конечного состояния записывается:

T=𝜇P ·PT+2𝜇𝛾 (a·a− 1)a⊗a−𝑝I. (12)

Выражения a·a и a⊗a, участвующие в формуле (12), принимают, исходя из
(11), вид:

a·a=𝐴2
𝑟

(︂
𝑑𝑓

𝑑𝑟

)︂2

+𝐴2
𝜀𝛼

2 +
𝐴2

𝜙𝜏
2

𝑟2
,

a⊗a=

⎛
⎜⎜⎝

𝐴2
𝑟

(︁
𝑑𝑓
𝑑𝑟

)︁2
𝐴𝑟𝐴𝜀𝛼

𝑑𝑓
𝑑𝑟

𝐴𝑟𝐴𝜙𝜏 𝑑𝑓
𝑑𝑟

𝑟

𝐴𝑟𝐴𝜀𝛼
𝑑𝑓
𝑑𝑟 𝐴2

𝜀𝛼
2 𝐴𝜙𝐴𝜀𝛼𝜏

𝑟
𝐴𝑟𝐴𝜙𝜏 𝑑𝑓

𝑑𝑟

𝑟
𝐴𝜙𝐴𝜀𝛼𝜏

𝑟

𝐴2
𝜙𝜏2

𝑟2

⎞
⎟⎟⎠ .

4. Кинематика перехода в конечное состояние

Единственной неизвестной характеристикой перемещения точек слоя во время
деформации является функция 𝑓 (𝑟). Её можно определить, используя условия
несжимаемости материала слоя, согласно которому, должно выполняться равен-
ство



МОДЕЛИРОВАНИЕ ВЫПРЯМЛЕНИЯ НЕЛИНЕЙНО-УПРУГОГО... 21

detP = 1.

Используя (9), последнюю формулу можно переписать как:

𝛼𝜏
𝑑𝑓

𝑑𝑟
= −𝑟. (13)

Обыкновенное дифференциальное уравнение (13) следует дополнить гранич-
ным условием для однозначного определения функции 𝑓 (𝑟). Так как расположе-
ние центра системы координат (𝑋,𝑌, 𝑍), вообще говоря, может быть произволь-
ным, выберем его так, чтобы плоскость 𝑋 = 0 совпадала с плоскостью, в которую
переходит 𝑟 = 𝑑, что даст нам искомое граничное условие:

𝑓 (𝑑) = 0. (14)

Решение задачи (13)-(14):

𝑓 (𝑟) =
𝑑2 − 𝑟2

2𝛼𝜏
.

В итоге, формулы (8) принимают вид:

𝑋 = 𝑑2−𝑟2

2𝛼𝜏 , 𝑌 = 𝛼𝜀, 𝑍 = 𝜏𝜙. (15)

В некоторых работах, к примеру, в [8], несжимаемый нелинейно-упругий слой,
описываемый в соответствии с постановкой данной задачи, является одним из
совокупности слоёв, образующих вместе составную плиту после одновременного
выпрямления. В этом случае граничное условие претерпевает модификацию, при-
нимая вид:

𝑓 (𝑑) = 𝐹, (16)

где 𝑋 = 𝐹 – координата (в конечном состоянии) границы соседнего слоя, соеди-
няемой с границей 𝑟 = 𝑑 текущего рассматриваемого слоя. Решение задачи (13),
(16) в таком случае имеет вид:

𝑓 (𝑟) = 𝐹 +
𝑑2 − 𝑟2

2𝛼𝜏
.

5. Определение напряжений в конечном состоянии

Согласно (12), формулы для вычисления нормальных компонент тензора на-
пряжений имеют вид:

𝑇11=𝜇(𝑓 ′ (𝑟))
2
+2𝜇𝛾𝐴2

𝑟

(︂
𝐴2

𝑟(𝑓 ′ (𝑟))
2
+
𝐴2

𝜀𝜏
2

𝑟2
+ 𝐴2

𝜙𝛼
2 − 1

)︂
(𝑓 ′ (𝑟))

2 − 𝑝,

𝑇22=𝛼2𝜇+2𝐴2
𝜀𝛼

2𝜇𝛾

(︃
𝐴2

𝑟(𝑓 ′ (𝑟))
2
+𝐴2

𝜀𝛼
2 +

𝐴2
𝜙𝜏

2

𝑟2
− 1

)︃
− 𝑝,
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𝑇33=
𝜏2𝜇

𝑟2
+

2𝐴2
𝜙𝜏

2𝜇𝛾

𝑟2

(︃
𝐴2

𝑟(𝑓 ′ (𝑟))
2
+𝐴2

𝜀𝛼
2 +

𝐴2
𝜙𝜏

2

𝑟2
− 1

)︃
− 𝑝.

Давление 𝑝 может быть вычислено из условия 𝑇11 = 0. В итоге 𝑇22 и 𝑇33 при-
нимают вид:

𝑇22=𝛼2𝜇+2𝐴2
𝜀𝛼

2𝜇𝛾

(︃
𝐴2

𝑟(𝑓 ′ (𝑟))
2
+𝐴2

𝜀𝛼
2 +

𝐴2
𝜙𝜏

2

𝑟2
− 1

)︃
− 𝜇(𝑓 ′ (𝑟))

2−

−2𝜇𝛾𝐴2
𝑟

(︃
𝐴2

𝑟(𝑓 ′ (𝑟))
2
+𝐴2

𝜀𝛼
2+

𝐴2
𝜙𝜏

2

𝑟2
− 1

)︃
(𝑓 ′ (𝑟))

2
,

𝑇33=
𝜏2𝜇

𝑟2
+

2𝐴2
𝜙𝜏

2𝜇𝛾

𝑟2

(︃
𝐴2

𝑟(𝑓 ′ (𝑟))
2
+𝐴2

𝜀𝛼
2 +

𝐴2
𝜙𝜏

2

𝑟2
− 1

)︃
− 𝑝.

Таким образом, последние формулы позволяют определить напряжения в каж-
дой точке несжимаемого нелинейно-упругого трансверсально-изотропного слоя.
Напряжение 𝑇11, как указано выше, удовлетворяет условию равновесия, то есть,
𝑇11= 0.

6. Численные исследования

Результаты численных исследований, представленных ниже, демонстрируют
зависимость напряжений в конечном состоянии в центре слоя от параметров де-
формаций. Каждый график в данном подпункте изображает зависимость напря-
жения в точке слоя (𝑑 + 𝐷)/2 от одного из параметров деформации – 𝛼. при этом,
разные графики на одном рисунке соответствуют различным значениям парамет-
ра 𝜏 . На Рис. 1 и Рис. 2 изображены графики значений соответственно 𝑇22 и 𝑇33

при 𝐴𝜙 = 1, 𝐴𝑟 = 𝐴𝜀 = 0.

Рис. 1: Зависимости напряжений 𝑇22 в центральной точке слоя в конечном
состоянии от параметра 𝛼 при различных значениях 𝜏

Сплошному графику соответствует 𝜏 = 0, 1, точечному – 𝜏 = 0, 3, пунктирному
с короткими штрихами – 𝜏 = 0, 5, точечно-пунктирному – 𝜏 = 0, 7, пунктирному с
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Рис. 2: Зависимости напряжений 𝑇33 в центральной точке слоя в конечном
состоянии от параметра 𝛼 при различных значениях 𝜏

длинными штрихами – 𝜏 = 0, 9. Параметр 𝛼 изменяется от 0, 1 до 1, 5. Параметры
материала 𝜇 = 1, 𝛾 = 1. Размеры слоя 𝑑 = 0, 5, 𝐷 = 2.

Заключение

Рассмотрена математическая модель деформации тела из несжимаемого
трансверсально-изотропного нелинейно-упругого материала. Эта модель содержит
векторную характеристику трансверсально-изотропного тела, которая указывает
направление оси трансверсальной изотропии, причем при деформации происходит
изменение величины и направления данного вектора. Отмечен тот факт, что при
деформации определённого вида трансверсально-изотропный материал ведёт себя
как материал Трелоара, причём это зависит от преобразования вектора трансвер-
сальной изотропии. Исследован частный случай задачи о деформации несжимае-
мого трансверсально-изотропного нелинейно-упругого цилиндрического слоя. Для
этого случая построено точное аналитическое решение задачи. Приведены неко-
торые результаты расчетов.

Результаты исследования могут быть полезны в дальнейшем при их примене-
нии к решению задач теории наложения больших деформаций [8–12].

Автор выражает благодарность д.ф.-м.н. Левину Владимиру Анатольевичу и
д.ф.-м.н. Зингерману Константину Моисеевичу за помощь в подготовке работы.
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MODELING OF RECTIFICATION OF A NONLINEAR-ELASTIC
CYLINDRICAL LAYER TAKING INTO ACCOUNT THE CHANGE IN
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The article considers a mathematical model of the deformation of a body
made of an incompressible transversally isotropic nonlinear elastic mate-
rial. Particular attention is paid to the vector characteristic of a transver-
sally isotropic body, which indicates the direction of the axis of transversal
isotropy, as well as to the change in this characteristic during deformation.
It is noted that under deformation of a certain type, a transversely isotropic
material behaves like a Treloar material. A special case of the problem of
deformation of an incompressible transversally isotropic nonlinear elastic
cylindrical layer is studied, and an exact analytical solution of the problem
is obtained for this case.
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