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Рассмотрены космологические сценарии, которые обобщают известные
модели ΛCDM и 𝑤CDM и имеют уравнения состояния вида 𝑝𝑥 = 𝑤(𝑎) 𝜌𝑥
и 𝑝𝑥 = 𝑓(𝜌𝑥) для темной энергии, где множитель 𝑤(𝑎) может зависеть
от масштабного фактора 𝑎, 𝑝𝑥 и 𝜌𝑥 — соответственно, давление и плот-
ность темной энергии. Проведен сравнительный анализ моделей в плане
соответствия их предсказаний наблюдательным данным по сверхновым
типа Ia, параметру Хаббла𝐻(𝑧) и барионным акустическим осцилляци-
ям. Среди рассмотренных сценариев выявлена и исследована наиболее
успешная модель 𝑤(𝑎) = 𝑤0 + 𝑤1(1 − 𝑎)3 c указанной точки зрения.
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1. Введение

В текущую эпоху во Вселенной доминирующую роль играет темная энергия
— особый вид вещества неопределенной пока природы, характеризуемый отрица-
тельным давлением. О большой доле темной энергии свидетельствуют современ-
ные наблюдательные данные, например, данные по анизотропии и спектрам ре-
ликтового излучения со спутника Planck [1]. Темная энергия позволяет объяснить
имеющиеся наблюдения, в частности, она обеспечивает наблюдаемое ускоренное
расширение Вселенной [1, 2].

Для описания темной энергии было предложено множество космологических
моделей, во многих из которых связь между плотностью 𝜌𝑥 и давлением 𝑝𝑥 темной
энергии описывается некоторым феноменологическим уравнением состояния [2] –
[18]. Для многих моделей характерно то, что оставшаяся часть вещества Вселен-
ной в основном представлена темной материей с близким к нулю давлением, в то
время как видимое вещество в настоящее время составляет лишь около 4% в об-
щем балансе. Оценки долей различных компонент материи в составе Вселенной и
уравнение состояния темной энергии определяются сопоставлением предсказаний
космологических моделей с наблюдательными данными.
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Среди моделей, которые используются в настоящее время для описания име-
ющихся данных, наиболее известна космологическая модель ΛCDM, часто назы-
ваемая стандартной моделью. Она, наряду с темной энергией, реализуемой в виде
Λ-члена в уравнениях Эйнштейна (или соответствующего уравнения состояния),
включает холодную темную материю (cold dark matter). Последнюю компоненту
с плотностью 𝜌𝑐 удобно объединить с видимой барионной составляющей 𝜌𝑏 так,
чтобы объединенная холодная компонента с плотностью 𝜌𝑚 = 𝜌𝑏 + 𝜌𝑐 будет иметь
уравнение состояния 𝑝𝑚 = 0. Модель ΛCDM применяется для оценки космологи-
ческих параметров в работах [1, 8, 11, 12, 14, 15] и многих других, она достаточно
хорошо описывает современные наблюдательные данные, включая данные о сверх-
новых типа Ia, оценки параметра Хаббла, барионные акустические осцилляции
(БAO) и другие. Однако при этом данная модель имеет ряд известных недостат-
ков. К ним можно отнести неясную природу темной энергии, малость обусловлен-
ного наблюдениями значения космологической константы Λ, малую вероятность
примерного совпадения сегодняшних значений плотностей материи и темной энер-
гии при разном характере их эволюции.

К проблемам модели ΛCDM следует отнести и известное расхождение между
оценками постоянной Хаббла 𝐻0, полученных, с одной стороны, коллаборацией
Planck (последние данные 𝐻0 = 67.37 ± 0.54 км с−1Мпк−1 [1]) и, с другой сторо-
ны, — в проекте SH0ES на основе наблюдений спутника Hubble Space Telescope с
оценкой 2021 года 𝐻0 = 73.3 ± 1.04 км с−1Мпк−1 [19].

Недостатки модели ΛCDM стали основанием для появления других космоло-
гических сценариев [2] – [18], простейшие из которых предлагают новые варианты
реализации темной энергии в рамках эйнштейновской гравитации. В данной рабо-
те мы рассматриваем и анализируем космологические сценарии с модифицирован-
ным уравнением состояния для темной энергии, которые обобщают модель ΛCDM
и ее простейшее расширение — модель 𝑤CDM. Анализ моделей предполагает по-
иск их оптимальных параметров с точки зрения соответствия предсказаний этих
моделей наблюдательным данным по параметру Хаббла, сверхновым типа Ia, БАО
и др. В следующем разделе мы описываем набор рассматриваемых космологиче-
ских моделей, в разделе 3 характеризуем используемый набор наблюдательных
данных, в разделе 4 приводим полученные результаты расчетов и подводим итоги
в заключении.

2. Космологические модели

Мы предполагаем, что наша однородная изотропная расширяющаяся Вселен-
ная описывается метрикой Фридмана–Робертсона–Уокера

𝑑𝑠2 = −𝑑𝑡2 + 𝑎2(𝑡)
[︁
(1 − 𝑘𝑟2)−1𝑑𝑟2 + 𝑟2(𝑑𝜃2 + sin 𝜃𝑑𝜙)

]︁
. (1)

Здесь 𝑎(𝑡) — масштабный фактор, зависящий от времени, 𝑘 — знак кривизны про-
странственной части Вселенной. Единицы измерения выбираем так, что скорость
света 𝑐 равна 1, а масштабный фактор 𝑎(𝑡0) = 𝑎0 = 1 в настоящий момент времени.

Полагаем, что Вселенная заполнена тремя видами материи с суммарной плот-
ностью энергии

𝜌 = 𝜌𝑚 + 𝜌𝑟 + 𝜌𝑥, (2)
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где 𝜌𝑚 — плотность пылевидной материи (она включает в себя видимую барион-
ную и темную материю) с нулевым давлением 𝑝𝑚 = 0, 𝜌𝑟 — плотность релятивист-
ской составляющей (излучение и нейтрино) с уравнением состояния 𝑝𝑟 = 1

3𝜌𝑟; 𝜌𝑥
— плотность темной энергии. Предполагаем, что темная энергия взаимодействует
с другими видами материи только гравитационно.

Уравнения Эйнштейна для метрики (1) сводятся к системе уравнений

3
�̇�2 + 𝑘

𝑎2
= 8𝜋𝐺(𝜌𝑚 + 𝜌𝑟 + 𝜌𝑥), (3)

�̇�𝑚 = −3
�̇�

𝑎
𝜌𝑚, �̇�𝑟 = −4

�̇�

𝑎
𝜌𝑟 (4)

�̇�𝑥 = −3
�̇�

𝑎
(𝜌𝑥 + 𝑝𝑥). (5)

Здесь 𝐺 — гравитационная постоянная Ньютона, точкой обозначена производная
по 𝑡.

Решениями дифференциальных уравнений (4) являются функции:

𝜌𝑚 = 𝜌0𝑚𝑎
−3, 𝜌𝑟 = 𝜌0𝑟𝑎

−4. (6)

Индекс «0» соответствует настоящему времени 𝑡0.
Перепишем уравнение Фридмана (3), используя параметр Хаббла 𝐻 = �̇�/𝑎

𝐻2 =
8𝜋𝐺

3
(𝜌𝑚 + 𝜌𝑟 + 𝜌𝑥) − 𝑘

𝑎2
.

Выразим 𝐻, учитывая эволюцию плотностей (6), обозначив постоянную Хаббла
𝐻0 = 𝐻(𝑡0) и используя вместо масштабного фактора 𝑎(𝑡) красное смещение

𝑧 =
𝑎0
𝑎

− 1 =
1

𝑎
− 1. (7)

В результате получим следующее уравнение:

𝐻(𝑧) = 𝐻0

√︁
Ω0

𝑚(1 + 𝑧)3 + Ω0
𝑟(1 + 𝑧)4 + Ω0

𝑘(1 + 𝑧)2 + Ω𝑥(𝑧), (8)

где

Ω0
𝑚 =

8𝜋𝐺𝜌0𝑚
3𝐻2

0

, Ω0
𝑟 =

8𝜋𝐺𝜌0𝑟
3𝐻2

0

, Ω0
𝑘 =

−𝑘
𝐻2

0

(9)

— современные доли пылевидной материи, радиации, и вклад кривизны
пространства-времени;

Ω𝑥(𝑎) =
8𝜋𝐺𝜌𝑥(𝑎)

3𝐻2
0

(10)

— зависящая от 𝑎 (или 𝑧) доля темной энергии.
В данной работе мы рассматриваем модели с различными уравнениями состо-

яния темной энергии, связывающими 𝑝𝑥 с 𝜌𝑥 и позволяющими проинтегрировать
уравнение непрерывности (5), в частности, уравнение состояния вида

𝑝𝑥 = 𝑤(𝑎) 𝜌𝑥. (11)
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Простейшими из моделей класса (11), относящимися одновременно и к клас-
су 𝑝𝑥 = 𝑓(𝜌𝑥), являются модели ΛCDM с 𝑤 = −1 (и 𝑝𝑥 = −𝜌𝑥) и
𝑤CDM, в которой 𝑤 ≡ 𝑤0 ≡ const. К классу моделей (11) также отно-
сятся следующие известные модели: «линейная» [3] с уравнением состояния
𝑤 = 𝑤0 + 𝑤1𝑧 = 𝑤0 + 𝑤1(𝑎−1 − 1), модель CPL (Chevallier–Polarski–Linder) [4], [5]
с уравнением состояния 𝑤 = 𝑤0 + 𝑤1(1 − 𝑎). Эти две модели обобщает модель
BAZS (Barboza–Alcaniz–Zhu–Silva) [6], уравнение состояния которой имеет вид

𝑤 = 𝑤0 + 𝑤1
1−𝑎𝛽

𝛽 .

Интегрируя уравнение непрерывности (5) для уравнений состояния (11)

�̇�𝑥 + 3𝐻
[︀
1 + 𝑤(𝑎)

]︀
𝜌𝑥 = 0,

найдем долю темной энергии (10)

Ω𝑥(𝑎) = exp

[︂
− 3

�
1 + 𝑤(𝑎)

𝑎
𝑑𝑎

]︂
. (12)

В зависимости от модели функцию Ω𝑥(𝑎) можно найти явно. Ниже, в Таблице 1,
представлены значения функции Ω𝑥(𝑎) для упомянутых выше известных моделей
с уравнением состояния 𝑝𝑥 = 𝑤(𝑎) 𝜌𝑥.

Таблица 1: Доля темной энергии Ω𝑥(𝑎) для различных моделей с уравнением
состояния 𝑝𝑥 = 𝑤(𝑎) 𝜌𝑥 из работ [3] – [6]

Модель 𝑤(𝑎) Ω𝑥(𝑎)

ΛCDM 𝑤 = −1 Ω𝑥 = Ω0
𝑥 = ΩΛ = const

𝑤CDM 𝑤 ≡ 𝑤0 Ω𝑥(𝑎) = Ω0
𝑥 𝑎

−3(1+𝑤0)

Линейная 𝑤 = 𝑤0 + 𝑤1(𝑎
−1 − 1) Ω𝑥(𝑎) = Ω0

𝑥 𝑎
−3(1+𝑤0−𝑤1)𝑒3𝑤1(𝑎

−1−1)

CPL 𝑤 = 𝑤0 + 𝑤1(1− 𝑎) Ω𝑥(𝑎) = Ω0
𝑥 𝑎

−3(1+𝑤0+𝑤1)𝑒3𝑤1(𝑎−1)

BAZS 𝑤 = 𝑤0 + 𝑤1
1−𝑎𝛽

𝛽
Ω𝑥(𝑎) = Ω0

𝑥 𝑎
−3(1+𝑤0+𝑤1/𝛽) exp

[︀ 3𝑤1(𝑎
𝛽−1)

𝛽2

]︀

Здесь константы 𝑤0, 𝑤1, 𝛽 и Ω0
𝑥 — параметры модели.

Отметим, что модель ΛCDM, очевидно, является самой простой среди пред-
ставленных в Таблице 1 (частным случаем модели 𝑤CDM при 𝑤 = −1), линейная
и CPL модели обобщают модель 𝑤CDM — они переходят в 𝑤CDM, если в их урав-
нениях состояния положить 𝑤1 = 0. Модель BAZS обобщает линейную и CPL
модели, последние получаются из BAZS при 𝛽 = −1 и 𝛽 = 1 соответственно.

Так как 𝑧 = 0 при 𝑡 = 𝑡0 (настоящее время), то для всех представленных в
таблице моделей из (8) получим тождество

1 = Ω0
𝑚 + Ω0

𝑥 + Ω0
𝑟 + Ω0

𝑘.

Следовательно можно выразить один из параметров модели: Ω0
𝑥 = 1−Ω0

𝑚−Ω0
𝑟−Ω0

𝑘.
Таким образом, в линейной и CPL присутствует шесть независимых параметров:
𝐻0, Ω0

𝑘, Ω0
𝑟, Ω0

𝑚, 𝑤0 и 𝑤1, в модели BAZS к ним добавлен еще один параметр — 𝛽.
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Отметим, что в работе [16] была предложена и исследована модель, которая
является обобщением BAZS:

𝑤 = 𝑤0 + 𝑤1
1 − 𝑎𝛽

𝛽
𝑎𝛾 . (13)

В данном случае функция Ω𝑥(𝑎) (12) имеет вид

Ω𝑥(𝑎) = Ω0
𝑥 𝑎

−3(1+𝑤0) exp

[︂
3
𝑤1

𝛽

(︂
1 − 𝑎𝛾

𝛾
+
𝑎𝛽+𝛾 − 1

𝛽 + 𝛾

)︂]︂
.

В данной работе мы предложим и протестируем другие варианты функций
𝑤(𝑎) для моделей с уравнением состояния (11) 𝑝𝑥 = 𝑤(𝑎) 𝜌𝑥, когда уравнение (12)
может быть проинтегрировано и функция Ω𝑥(𝑎) может быть получена явно. При-
ведем несколько таких случаев.

Например, если рассмотреть модель с уравнением состояния

𝑤 = 𝑤0 + 𝑤1(1 − 𝑎)𝛾 , (14)

то выражение (12) принимает вид

Ω𝑥(𝑎) = Ω0
𝑥 𝑎

−3(1+𝑤0) exp

[︂
3𝑤1

� 1

𝑎

(1 − 𝑎)𝛾

𝑎
𝑑𝑎

]︂
.

Интеграл в показателе экспоненты может быть выражен через предельное значе-
ние (при 𝛼 → 0) неполной бета-функции 𝐵𝑥(𝛼, 𝛽) =

� 𝑥

0
𝑡𝛼−1(1 − 𝑡)𝛽−1𝑑𝑡, а также

может быть вычислен явно при рациональных 𝛾. В частности, при целых 𝛾 для
модели (14) имеем

Ω𝑥(𝑎) = Ω0
𝑥 𝑎

−3(1+𝑤0+𝑤1)𝑒3𝑤1𝜑(𝑎), 𝜑(𝑎) =

⎧⎪⎨⎪⎩
2𝑎− 1

2𝑎
2 − 3

2 , 𝛾 = 2,

3𝑎− 3
2𝑎

2 + 1
3𝑎

3 − 11
6 , 𝛾 = 3,

4𝑎− 3𝑎2 + 4
3𝑎

3 − 1
4𝑎

4 − 25
12 , 𝛾 = 4.

(15)
При 𝛾 = 1 модель (14) сводится к модели CPL [4], [5] с уравнением состояния
𝑤 = 𝑤0+𝑤1(1−𝑎). Модель вида (14), точнее 𝑤 = 𝑤0+

∑︀
𝑛 𝑤𝑛(1−𝑎)𝑛, использовалась

в работе [7] как промежуточный этап для перехода к 𝑤 = 𝑤0 + 𝛼
(︀
1 − 𝑒−𝑤1(1−𝑎)

)︀
.

Кроме указанных предложим следующие варианты уравнений состояния: с
квадратичной функцией 𝑤(𝑎)

𝑤 = 𝑤0 + 𝑤1(2 − 𝑎− 𝑎2), (16)

Ω𝑥(𝑎) = Ω0
𝑥 𝑎

−3(1+𝑤0+2𝑤1) exp

[︂
3𝑤1

(︂
𝑎+

𝑎2

2
− 3

2

)︂]︂
и обобщенная логарифмическая модель

𝑤 = 𝑤0 + 𝑤1| ln 𝑎|𝛿, (17)

Ω𝑥(𝑎) = Ω0
𝑥 𝑎

−3(1+𝑤0) exp

[︂
3𝑤1(− ln 𝑎)𝛿+1

𝛿 + 1

]︂
.
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Рассмотрим другой тип уравнений состояния темной энергии, а именно:

𝑝𝑥 = 𝑓(𝜌𝑥). (18)

В этом случае уравнение непрерывности (5) сводится к виду

ln 𝑎−3 =

�
𝑑𝜌𝑥

𝜌𝑥 + 𝑓(𝜌𝑥)
.

Рассмотрим два примера функции 𝑓(𝜌𝑥), позволяющих проинтегрировать
уравнение непрерывности. Первый из примеров — известное уравнение состоя-
ния модифицированного газа Чаплыгина [8, 10, 11] (MCG), которое мы в данной
работе распространяем только на темную энергию:

𝑝𝑥 = 𝑤0𝜌𝑥 −𝐵 (𝜌𝑥)−𝛼, (19)

где 𝑤0, 𝐵 и 𝛼 — константы. Для этой модели из уравнения (5) получим

Ω𝑥 = Ω0
𝑥

[︀
𝐵𝑠 + (1 −𝐵𝑠) 𝑎

−3(1+𝑤0)(1+𝛼)
]︀1/(1+𝛼)

,

где удобно использовать безразмерный параметр 𝐵𝑠 = 𝐵𝜌−1−𝛼
0 /(1 +𝑤0) вместо 𝐵.

Следующий вариант функции 𝑓(𝜌𝑥) уравнение состояния

𝑝𝑥 = −𝜌𝑥 +𝐴𝑒𝛽𝜌𝑥 (20)

назовем «экспоненциальным». Для этого случая проинтегрируем уравнение (5)

Ω𝑥 = − 1

𝛽
ln
[︀
𝑒−𝛽Ω0

𝑥 + 3𝛽𝐴 ln 𝑎
]︀
, (21)

введя безразмерные параметры 𝐴 = 𝐴/𝜌cr, 𝛽 = 𝛽𝜌cr, где 𝜌cr = 3𝐻2
0/(8𝜋𝐺).

3. Наблюдательные данные

Для описанных выше моделей мы будем добиваться наилучшего соответствия
их предсказаний набору наблюдательных данных, включающего данные по сверх-
новым типа Ia (SNe Ia) [20], оценки параметра Хаббла 𝐻(𝑧) при разных красных
смещениях, данные наблюдений барионных акустических осцилляций (БАО).

В качестве источника данных по сверхновым типа Ia мы используем наибо-
лее полный на данный момент каталог Pantheon [20], включающий сведения о
𝑁SN = 1048 сверхновых, а именно, наблюдаемые значения 𝜇obs

𝑖 модулей фотомет-
рического расстояния

𝜇 = 5 lg
(︀
𝐷𝐿(𝑧)/10пк

)︀
,

красного смещения 𝑧 = 𝑧𝑖 для объектов и ковариационную матрицу 𝐶SN. Для
рассматриваемых моделей с независимыми параметрами Ω0

𝑚, Ω𝑘, 𝐻0 вычисляем
функцию 𝜒2

𝜒2
SN(Ω0

𝑚,Ω𝑘, . . . ) = min
𝐻0

𝑁SN∑︁
𝑖,𝑗=1

∆𝜇𝑖

(︀
𝐶−1

𝑆𝑁

)︀
𝑖𝑗

∆𝜇𝑗 , ∆𝜇𝑖 = 𝜇th(𝑧𝑖,Ω
0
𝑚, . . . ) − 𝜇obs

𝑖 .

(22)



КОСМОЛОГИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ С МОДИФИЦИРОВАННЫМИ... 25

Данные каталога [20] требуют минимизации по 𝐻0 в формуле (22) [15–18]. Необ-
ходимое для вычисления 𝜇th фотометрическое расстояние 𝐷𝐿(𝑧) имеет вид:

𝐷𝐿(𝑧) =
𝑐 (1 + 𝑧)

𝐻0
𝑆𝑘

(︂
𝐻0

𝑧�

0

𝑑𝑧

𝐻(𝑧)

)︂
, 𝑆𝑘(𝑥) =

⎧⎨⎩
sinh

(︀
𝑥
√

Ω𝑘

)︀⧸︀√
Ω𝑘, Ω𝑘 > 0,

𝑥, Ω𝑘 = 0,

sin
(︀
𝑥
√︀
|Ω𝑘|

)︀⧸︀√︀
|Ω𝑘|, Ω𝑘 < 0.

В данной работе мы используем оценки значений параметра Хаббла 𝐻 при
разных красных смещениях 𝑧, полученные из наблюдений разностей возрастов
∆𝑡 галактик с близкими красными смещениями (малыми ∆𝑧) с помощью соот-
ношения 𝐻(𝑧) = �̇�/𝑎 ≃ −(1 + 𝑧)−1∆𝑧/∆𝑡. Такие оценки в литературе получили
название космических хронометров (cosmic chronometers). Мы включаем в анализ
𝑁𝐻 = 32 такого рода значений 𝐻(𝑧), добавив недавнюю оценку 𝐻 = 98.8 ± 33.6
км с−1Мпк−1 при 𝑧 = 0.75 [21] к 31 использованным ранее в работах [15–18,22–24]
оценкам космических хронометров. Оценки 𝐻(𝑧), извлеченные из данных по ба-
рионным акустическим осцилляциям (БАО), мы здесь не используем, чтобы из-
бежать корреляции с данными БАО.

Сравнение предсказаний космологической модели 𝐻th(𝑧𝑗 ,Ω
0
𝑚,Ω𝑘, . . . ) и наблю-

дательных данных для параметра Хаббла 𝐻obs(𝑧𝑗) = 𝐻𝑗 с погрешностями 𝜎𝑗 про-
изводим, вычисляя и анализируя функцию

𝜒2
𝐻(Ω0

𝑚, . . . ) =

𝑁𝐻∑︁
𝑗=1

[︀
𝐻𝑗 −𝐻th(𝑧𝑗 ,Ω

0
𝑚 . . . )

]︀2
𝜎2
𝑗

. (23)

Описание данных по барионным акустическим осцилляциям (БАО) основано
на расчете параметров [25]

𝑑𝑧(𝑧) =
𝑟𝑠(𝑧𝑑)

𝐷𝑉 (𝑧)
, 𝐴(𝑧) =

𝐻0

√︀
Ω0

𝑚

𝑐𝑧
𝐷𝑉 (𝑧) , (24)

где 𝐷𝑉 (𝑧) =
[︀
𝑐𝑧𝐷2

𝑀 (𝑧)/𝐻(𝑧)
]︀1/3

, 𝐷𝑀 (𝑧) = 𝐷𝐿(𝑧)/(1 + 𝑧), 𝑟𝑠(𝑧𝑑) — масштаб аку-
стического горизонта в эпоху 𝑧𝑑 исчезновения барионных осцилляций. Величину
𝑟𝑠(𝑧) вычисляем по формуле [16–18]

𝑟𝑠(𝑧) =

� ∞

𝑧

𝑐𝑠(𝑧)

𝐻(𝑧)
𝑑𝑧 =

1√
3

� 1/(1+𝑧)

0

𝑑𝑎

𝑎2𝐻(𝑎)
√︁

1 +
[︀
3Ω0

𝑏/(4Ω0
𝛾)
]︀
𝑎
. (25)

Мы оцениваем современное отношение плотностей барионов и фотонов Ω0
𝑏/Ω𝛾

и величину 𝑧𝑑 методами, описанными в работах [16–18]. В отличие от предыдущих
работ здесь мы исключили ряд дублирующих оценок из одного каталога галактик
и включили в анализ обновленные данные BAO: 21 измерение 𝑑𝑧(𝑧) и 7 оценок
𝐴(𝑧), приведенных в Таблице 2 из указанных источников [26] – [39].

Соответствующая функция 𝜒2 имеет вид

𝜒2
BAO(Ω0

𝑚,Ω𝑘, . . . ) = ∆𝑑 · 𝐶−1
𝑑 (∆𝑑)𝑇 + ∆𝐴 · 𝐶−1

𝐴 (∆𝐴)𝑇 . (26)

Здесь 𝐶𝑑 и 𝐶𝐴 ковариационные матрицы для коррелированных данных БАО [26,
29], соответствующие векторы:

∆𝑑𝑖 = 𝑑obs𝑧 (𝑧𝑖) − 𝑑th𝑧 (𝑧𝑖, . . . ) , ∆𝐴𝑖 = 𝐴obs(𝑧𝑖) −𝐴th(𝑧𝑖, . . . ) .
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Таблица 2: Значения параметров (24)

𝑧 𝑑𝑧(𝑧) 𝜎𝑑 𝐴(𝑧) 𝜎𝐴 Каталог Ссылки
0.106 0.336 0.015 0.526 0.028 6dFGS [28]
0.15 0.2237 0.0084 - - SDSS DR7 [32]
0.20 0.1905 0.0061 0.488 0.016 SDSS DR7 [26]
0.278 0.1394 0.0049 - - SDSS LRG [27]
0.314 0.1239 0.0033 - - SDSS LRG [29]
0.32 0.1181 0.0026 - - DR10,11 [31]
0.32 0.1165 0.0024 - - BOSS DR12 [34]
0.35 0.1097 0.0036 0.484 0.016 SDSS DR7 [26]
0.38 0.1011 0.0011 - - BOSS DR12 [33]
0.44 0.0916 0.0071 0.474 0.034 WiggleZ [29]
0.57 0.0739 0.0043 0.436 0.017 BOSS DR9 [30]
0.57 0.0726 0.0014 - - DR10,11 [31]
0.59 0.0701 0.0008 - - BOSS DR12 [34]
0.60 0.0726 0.0034 0.442 0.020 WiggleZ [29]
0.61 0.0696 0.0007 - - BOSS DR12 [33]
0.73 0.0592 0.0032 0.424 0.021 WiggleZ [29]
0.85 0.0538 0.0041 - - DR16 ELG [39]
1.48 0.0380 0.0013 - - eBOSS DR16 [38]
2.0 0.0339 0.0025 - - eBOSS DR14 [36]
2.35 0.0327 0.0016 - - DR14 Ly𝛼 [37]
2.4 0.0331 0.0016 - - DR12 Ly𝛼 [35]

Наиболее ранние из приведенных здесь данных БАО относятся к эпохе с крас-
ным смещением 𝑧 = 2.4, что соответствует в 𝑧+ 1 = 3.4 раза меньшему чем сейчас
значению масштабного фактора 𝑎, или возрасту Вселенной 𝑡 ≃ 2.75 млрд лет.

Этот возраст 𝑡(𝑎) =
� 𝑎

0

[︀
�̃�𝐻(�̃�)

]︀−1
𝑑�̃�, равный примерно 1/5 современного возраста

Вселенной 𝑡0 ≃ 13.75 млрд лет, зависит от выбора космологической модели. При-
мерно к той же эпохе относятся и самые ранние данные SNe Ia (𝑧 = 2.26) и по
𝐻(𝑧) (𝑧 = 1.956).

4. Анализ результатов расчетов

Для сравнения предсказаний моделей с описанными выше наборами данных
наблюдений используем функции 𝜒2 для сверхновых типа Ia (22), для данных
по параметру Хаббла 𝐻(𝑧) (23) и для данных БАО (26), анализируя суммарную
функцию

𝜒2 ≡ 𝜒2
tot = 𝜒2

SN + 𝜒2
𝐻 + 𝜒2

BAO. (27)

Исследуемая функция 𝜒2 = 𝜒2(Ω0
𝑚,Ω𝑘, . . . ) зависит от свободных параметров

конкретной космологической модели, их число𝑁𝑝 различно для разных сценариев,
большое число 𝑁𝑝 является недостатком модели. Для уменьшения числа парамет-
ров исключим слабо влияющий на результаты расчетов параметр Ω0

𝑟 (9), точнее,
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зафиксируем отношение долей радиации и пылевидной материи в виде [16–18]

𝑋𝑟 =
Ω0

𝑟

Ω0
𝑚

= 2.9656 · 10−4. (28)

В этом случае для простейшей модели ΛCDM число параметров 𝑁𝑝 равно 3 (Ω
0
𝑚,

Ω𝑘, 𝐻0), для 𝑤CDM это число равно 4 (добавляется 𝑤). Набор из 𝑁𝑝 = 5 парамет-
ров

Ω0
𝑚, Ω𝑘, 𝐻0, 𝑤0, 𝑤1 (29)

имеют модели линейная, CPL, модель (14), (15) при конкретных значениях 𝛾,
модель (16). Для общего случая моделей (14), BAZS, логарифмической (17), MCG
(19) число свободных параметров 𝑁𝑝 = 6, в то время как для экспоненциальной
модели (21) 𝑁𝑝 = 5.

Для выбора наиболее успешной из упомянутых моделей сравним минималь-
ные значения суммарной функции 𝜒2 (27) для них. Результаты такого сравнения
представлены на Рис. 1 и в Таблице 3. Для наглядности на Рис. 1 мы сравниваем
однопараметрические распределения 𝜒2(Ω0

𝑚), рассчитанные с помощью миними-
зации 𝜒2-функций (27) по всем остальным 𝑁𝑝 − 1 параметрам каждой модели. В
частности, для моделей с 5-ю параметрами (29) эти распределения вычисляются
как

𝜒2(Ω0
𝑚) = min

Ω𝑘,𝐻0,𝑤0,𝑤1

𝜒2(Ω0
𝑚,Ω𝑘, 𝐻0, 𝑤0, 𝑤1). (30)

При проведении расчетов мы используем описанный в работах [8,10–12] метод
численного поиска минимума функции 𝜒2 по 𝑁𝑝 − 1 переменным, например, ука-
занным в выражении (30). Этот метод предполагает выделение на первом этапе
двух параметров модели 𝜃1, 𝜃2, и в каждой точке плоскости (𝜃1, 𝜃2) мы ищем мини-
мум по оставшимся параметрам в прямоугольнике на плоскости (𝜃3, 𝜃4), размеры
которого фиксированы, а координаты центра определяются на основе вычисле-
ний в предыдущих точках и интерполяции. Аналогичным образом смещается и
прямоугольник на плоскости (𝜃1, 𝜃2).

Результаты расчетов на Рис. 1 и в Таблице 3 показывают, что модель (15) с
𝛾 = 3, то есть с 𝑤 = 𝑤0 +𝑤1(1−𝑎)3, наиболее успешна среди рассмотренных моде-
лей с точки зрения достижения минимума функции 𝜒2 (27), включающей данные
по SNe Ia, 𝐻(𝑧) и БАО. Для этой модели абсолютный минимум min𝜒2 ≃ 1086.93
существенно ниже соответствующих значений для моделей ΛCDM (1087.88) и
𝑤CDM (1087.76). Промежуточные результаты демонстрируют варианты модели
(15) с 𝛾 = 1 (модель CPL), 𝛾 = 2 и 𝛾 = 4, имеющие 𝑁𝑝 = 5 параметров (29) и
представленные на левой панели Рис. 1.

Следует обратить внимание на график распределения 𝜒2(Ω0
𝑚) для модели (15)

с 𝛾 = 2 — эта функция наряду с глобальным минимумом при Ω0
𝑚 ≃ 0.2859 имеет

дополнительный локальный минимум при Ω0
𝑚 ≃ 0.2935.

На правой панели Рис. 1 представлены однопараметрические распределения
𝜒2(Ω0

𝑚) для логарифмической модели (17), модели BAZS, а также для моделей с
уравнением состояния 𝑝𝑥 = 𝑓(𝜌𝑥) (18): экспоненциальной (21) и MCG (19). Как
видим, среди рассмотренных сценариев ближайший к модели (15) с 𝛾 = 3 ре-
зультат по min𝜒2 показывает модель MCG (19), которая, однако, имеет 𝑁𝑝 = 6
параметров. Это снижает конкурентоспособность данной модели, если мы учтем
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Рис. 1: Однопараметрические распределения 𝜒2(Ω0
𝑚) для моделей ΛCDM,

𝑤CDM, CPL, модели (15) с 𝛾 = 2, 𝛾 = 3, 𝛾 = 4 (слева), а также для моделей
логарифмической (17), экспоненциальной (21), BAZS, MCG (19) (справа)

информационный критерий Акаике [40]

AIC = min𝜒2 + 2𝑁𝑝. (31)

Значения AIC для различных моделей указаны в Таблице 3. Можно заклю-
чить, что критерий (31) дает преимущество моделям с малым числом свободных
параметров 𝑁𝑝, в частности, модель ΛCDM с 𝑁𝑝 = 3 выходит в лидеры по AIC,
на втором месте модель 𝑤CDM с 𝑁𝑝 = 4. Напротив, модели с наибольшим числом
параметров 𝑁𝑝 = 6 оказываются аутсайдерами с наибольшими значениями AIC.

Некоторые из рассмотренных моделей терпят неудачу в описании наблюда-
тельных данных по SNe Ia, 𝐻(𝑧) и БАО. Как видно из Таблицы 3, к таковым
относятся линейная модель с 𝑤 = 𝑤0 + 𝑤1(𝑎−1 − 1), модель (16) с квадратичной
функцией 𝑤(𝑎), экспоненциальная модель (21). Причиной неудач моделей (16) и
линейной (они не представлены на Рис. 1) является малое оптимальное значение
параметра 𝑤1 в окрестности минимума функции 𝜒2 в пространстве параметров
(29).

Сосредоточим внимание на наиболее успешной с точки зрения минимума 𝜒2

модели (15) с 𝛾 = 3. Для наглядного представления об оптимальных значени-
ях параметров (29) этой модели рассчитаем двупараметрические распределения
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Таблица 3: Минимумы 𝜒2 и значения AIC для различных моделей

Модель min𝜒2 𝑁𝑝 AIC Ω0
𝑚

ΛCDM 1087.88 3 1093.88 0.2953+0.0063
−0.0061

𝑤CDM 1087.76 4 1095.76 0.2952+0.0062
−0.0061

линейная 1087.76 5 1097.76 0.2952+0.0063
−0.0064

CPL 1087.71 5 1097.71 0.2940+0.0073
−0.0066

(15) 𝛾 = 2 1087.28 5 1097.28 0.2859+0.0073
−0.0066

(15) 𝛾 = 3 1086.93 5 1096.93 0.2883+0.0102
−0.010

(15) 𝛾 = 4 1087.11 5 1097.11 0.2897+0.0096
−0.0098

(16) 1087.73 5 1097.73 0.2944+0.0137
−0.0075

(17) «log» 1087.22 5 1097.22 0.2882+0.0112
−0.011

BAZS 1087.24 6 1099.24 0.2884+0.0141
−0.0092

MCG 1087.07 6 1099.07 0.2874+0.0112
−0.0106

(21) «exp» 1087.76 5 1097.76 0.2952+0.0063
−0.006

𝜒2(𝜃𝑖, 𝜃𝑗) на плоскостях двух параметров, представленные на Рис. 2. В этих рас-
пределениях по аналогии с (30) проводится минимизация по всем оставшимся па-
раметрам, например, 𝜒2(Ω0

𝑚,Ω𝑘) = min
𝐻0,𝑤0,𝑤1

𝜒2(Ω0
𝑚,Ω𝑘, 𝐻0, 𝑤0, 𝑤1).

Двупараметрические распределения на плоскостях (Ω0
𝑚,Ω𝑘), (Ω0

𝑚, 𝐻0), (𝑤0, 𝑤1)
для модели (15) с 𝛾 = 3 показаны в нижней части Рис. 2 в виде линий уровня 1𝜎
(68.27%) и 2𝜎 (95.45%) в сравнении с моделями ΛCDM и 𝑤CDM. Кроме этого на
Рис. 2 показаны однопараметрическое распределение вида (30) 𝜒2(𝐻0) и функции
правдоподобия

ℒ(𝜃𝑖) ∼ exp(−𝜒2(𝜃𝑖)/2)

для свободных параметров 𝜃𝑖. Распределение вида (30) 𝜒
2(𝜃𝑖) и функции позволя-

ют определить оптимальные значения параметров моделей с 1𝜎-оценками в Таб-
лицах 3 и 4.

Рис. 2 показывает, что оптимальное значение параметра Ω0
𝑚 для модели

𝑤 = 𝑤0 +𝑤1(1− 𝑎)3 меньше, чем для ΛCDM и 𝑤CDM; по Ω𝑘 модель ΛCDM пред-
сказывает близкое к нулю оптимальное значение и (в сравнении с другими сце-
нариями) существенно меньший допустимый разброс. Представленные на Рис. 2
и в Таблице 4 модели предсказывают близкие результаты по параметру Хаббла
𝐻0 (с несколько меньшим разбросом у ΛCDM) и, соответственно, близкие функ-
ции правдоподобия ℒ(𝐻0). Различие одномерных распределений 𝜒2(𝐻0) на Рис. 2
связано, главным образом, с различием min𝜒2 для этих моделей.

Заключение

В работе рассмотрены космологические модели с различными уравнениями
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Рис. 2: Линии уровня 1𝜎 и 2𝜎 функций 𝜒2(𝜃𝑖, 𝜃𝑗) для модели (15)
𝑤 = 𝑤0 + 𝑤1(1 − 𝑎)3 (заполненные контуры), а также распределение 𝜒2(𝐻0) и
функции правдоподобия ℒ(𝜃𝑖) для 𝜃𝑖 = Ω0

𝑚, Ω𝑘, 𝑤0, 𝑤1 в сравнении с моделями
ΛCDM и 𝑤CDM
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Таблица 4: Минимумы 𝜒2, AIC и 1𝜎-оценки оптимальных значений
параметров моделей (15) (𝛾 = 3) с 𝑤 = 𝑤0 + 𝑤1(1 − 𝑎)3, 𝑤CDM и ΛCDM для

наблюдательных данных SNe Ia, 𝐻(𝑧) и БАО

Модель min𝜒2 AIC 𝐻0 Ω0
𝑚 Ω𝑘 𝑤0 ≡ 𝑤 𝑤1

𝛾 = 3 1086.93 1096.93 69.31+2.14
−2.10 0.2883+0.0102

−0.010 −0.089+0.191
−0.195 −0.891+0.096

−0.211 0.938+0.208
−1.465

𝑤CDM 1087.76 1095.76 69.18+2.15
−2.07 0.2952+0.0062

−0.0061 −0.044+0.165
−0.207 −0.932+0.084

−0.150 -

ΛCDM 1087.88 1093.88 68.84+1.85
−1.83 0.2953+0.0063

−0.0061 0.018+0.034
−0.033 −1 -

состояния для темной энергии. Среди них были выявлены наиболее успешные в
описании последних астрофизических данных по сверхновым типа Ia, параметру
Хаббла 𝐻(𝑧) и барионным акустическим осцилляциям.

С точки зрения достижения минимума отвечающей этим данным функции (27)
𝜒2 = 𝜒2

SN + 𝜒2
𝐻 + 𝜒2

BAO максимально успешной оказалась модель (15) при 𝛾 = 3 с
уравнением состояния 𝑤 = 𝑤0 + 𝑤1(1 − 𝑎)3. Представленные в Таблице 3 резуль-
таты расчетов минимума 𝜒2 для различных моделей показывают относительную
успешность моделей с модифицированным газом Чаплыгина (19) и логарифми-
ческой модели (17). Однако применение информационного критерия Акаике (31)
AIC = min𝜒2 +2𝑁𝑝 дает преимущество моделям с малым числом свободных пара-
метров 𝑁𝑝, в результате модель ΛCDM с 𝑁𝑝 = 3 оказывается наиболее успешной
по AIC (см. Таблицы 3 и 4). Второе место по этому критерию занимает модель
𝑤CDM. Для этих сценариев вместе с (15) при 𝛾 = 3 в Таблице 4 приведены оценки
оптимальных значений свободных параметров. Рис. 2 иллюстрирует особенности
поведения функции 𝜒2 для этих моделей.
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