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Задача определения координат микросейсмических источников от
группы сенсоров как вспомогательная задача микросейсмического мо-
ниторинга встречается, например, при добыче полезных ископаемых.
Для приближенного расчета координат источника предложена мате-
матическая модель, в которой требуется найти глобальный минимум
непрерывной функции. Однако, большинство применяемых для реше-
ния этой задачи алгоритмов базируются на эвристических и метаэв-
ристических подходах. В настоящей работе предлагается использовать
подход на основе свойства 𝜀-липшицевости, который гарантирует на-
хождение глобального минимума. Приведены примеры расчетов, кото-
рые хорошо согласуются с результатами, полученными эвристическими
алгоритмами.
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Введение

Задача микросейсмического мониторинга заключается в отслеживании вибра-
ций, возникающих при разрушении горных пород, и последующем определении
мест разрушения [1]. Один из способов определения координат источника возму-
щений основывается на разнице времён вступления сейсмоволны, получаемых от
нескольких датчиков, расположенных на определенной территории. При расчетах
учитываются время поступления, скорость волны и пространственные координа-
ты датчиков. Сама же задача нахождения координат источника сводится к задаче
глобальной оптимизации.

Для численного решения этой задачи сейчас применяются, в основном, эв-
ристические подходы, например алгоритм Нелдера-Мида (симплекс метод) [2],
алгоритм имитации отжига [3], генетический алгоритм [4] и их различные ком-
бинации [5, 6]. Существенное влияние на их сходимость оказывает расположение
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датчиков: при их неравномерном расположении точность вычисления координат
падает [7]. Кроме того, названные методы не дают гарантии, что найденный оп-
тимум глобальный.

Одним из свойств, позволяющим строить численные методы для решения задач
глобальной оптимизации и обосновывать их сходимость, является липшицевость
целевой функции. В настоящий момент предложено множество эффективных вы-
числительных методов, в том числе и для функций многих переменных [8–11]. К
недостаткам таких методов можно отнести то, что при их реализации на практике
необходимо знать оценку постоянной Липшица. Её можно вычислить аналитиче-
ски, например если функция имеет непрерывный градиент в области поиска. В
случае, если формально доказать существование оценки постоянной Липшица не
удается, то делается предположение о том, что целевая функция липшицева.

Оригинальный подход для построения и обоснования методов оптимизации без
предположения липшицевости предложил R. J. Vanderbei [12]. Им было введено
понятие 𝜀-липшицевой функции: функция 𝑓(𝑥), определенная на выпуклом мно-
жестве 𝐴 ⊂ R𝑛, называется 𝜀-липшицевой, если выполняется условие

∀𝜀 > 0 ∃𝐿(𝜀) < +∞ ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 : |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| ≤ 𝐿(𝜀) ‖𝑥− 𝑦‖ + 𝜀. (1)

R. J. Vanderbei доказана теорема, что если 𝐴 — выпуклый компакт, то вся-
кая функция будет непрерывна на нем тогда и только тогда, когда для неё на 𝐴
выполняется свойство (1).

В той же работе [12] предлагается обобщение метода Пиявского поиска гло-
бального минимума функции на отрезке на случай непрерывной, а значит 𝜀-
липшицевой, функции. Условия сходимости и численные примеры работы для
этого алгоритма даны в работе [13]. Схожим образом с липшицевого случая на
непрерывный были перенесены методы Евтушенко [14] и Стронгина [15]. Послед-
ний алгоритм примечателен тем, что не требует априорного знания зависимости
величины 𝐿(𝜀) от заданного 𝜀 > 0.

Свойство (1) также можно применять при обобщении многомерных липшице-
вых алгоритмов. В статье [16] предлагаются два алгоритма глобальной миними-
зации непрерывной функции на 𝑛-мерном параллелепипеде. В работе [17] одно-
мерные варианты обобщенного метода Пиявского и обобщенного метода Стронги-
на перенесены на случай функций многих переменных с помощью диагонального
подхода Сергеева и Квасова [8].

В настоящей работе предлагается применение алгоритма из [17] для решения
задачи определения координат микросейсмических источников. В первом разделе
дается постановка задачи определения координат микросейсмического источни-
ка согласно работе [7]. Во втором разделе приведены результаты расчетов обоб-
щенным алгоритмом Стронгина в модификации Сергеева и Квасова из [17] для
примеров, рассмотренных в шестом разделе работы [7].
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1. Описание математической модели определения источника по разнице
времён поступления сейсмоволны

Принцип определения координат источника микросейсмических волн и време-
ни его возникновения заключается в анализе получаемой от датчиков информации
о времени первого поступления сейсмоволны. Зная координаты этих датчиков и
параметры волны можно определить пространственные координаты источника.

Формально принцип определения можно описать следующим образом [7]:

∆𝑡 = 𝑓(𝑟, 𝑣, 𝑠), (2)

где ∆𝑡 — разница во времени регистрации волны от разных датчиков, 𝑓 — функ-
ция, моделирующая распространение волны, которая зависит от местоположения
сенсоров 𝑟, скорости распространения волны 𝑣 и пространственных координат эпи-
центра 𝑠.

Предположим, что имеется 𝑛 датчиков 𝑇𝑖(𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑧𝑖, 𝑡𝑖) (𝑖 = 1, 𝑛), как показано
на Рис. 1. Каждый из датчиков характеризуется координатами 𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑧𝑖 и време-
нем 𝑡𝑖 прибытия волны, которое может быть получено каким-либо методом выбора
времени первого прибытия, например, алгоритмами из [18,19]. Эпицентр и его ко-
ординаты, а также время возникновения, обозначим через 𝑆(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0, 𝑡0). Далее,
через 𝑣𝑖 обозначим скорость распространения продольного компонента сейсмиче-
ской волны от источника 𝑆 до 𝑖-го датчика. Как отмечается в работе [7], для
упрощения вычислений на практике можно сделать допущение, что скорость рас-
пространения волны является постоянной для всех датчиков.

Рис. 1: Принцип определения микросейсмического источника по разнице
времени прибытия сейсмоволны

Расстояние между 𝑖-м датчиком и источником будем вычислять как

𝐷𝑖 =

√︁
(𝑥𝑖 − 𝑥0)

2
+ (𝑦𝑖 − 𝑦0)

2
+ (𝑧𝑖 − 𝑧0)

2
.

Тогда рассчитанное время 𝑡𝑐𝑖 распространения волны от источника до 𝑖-го дат-
чика вычисляется следующим образом
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𝑡𝑐𝑖 =
𝐷𝑖

𝑣𝑖
.

Реальное время 𝑡𝑎𝑖 распространение волны от источника до датчика 𝑖 вычисляется
как

𝑡𝑎𝑖 = 𝑡𝑖 − 𝑡0. (3)

Разница между реальным и рассчитанным временем распространения 𝛾𝑖 для 𝑖-го
датчика определяется следующим образом:

𝛾𝑖 = 𝑡𝑎𝑖 − 𝑡𝑐𝑖 = 𝑡𝑖 − 𝑡0 −

√︁
(𝑥𝑖 − 𝑥0)

2
+ (𝑦𝑖 − 𝑦0)

2
+ (𝑧𝑖 − 𝑧0)

2

𝑣𝑖
.

При сделанных предположениях и при 𝛾𝑖 = 0 модель (2) записывается с помо-
щью системы из 𝑛 уравнений:

𝑡𝑖 − 𝑡0 −

√︁
(𝑥𝑖 − 𝑥0)

2
+ (𝑦𝑖 − 𝑦0)

2
+ (𝑧𝑖 − 𝑧0)

2

𝑣𝑖
= 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

Для определения неизвестных параметров 𝑥0, 𝑦0, 𝑧0, 𝑡0 число детекторов должно
быть 𝑛 ≥ 4. При 𝑛 = 4 параметры можно вычислить аналитически, а при 𝑛 > 4
требуется применение оптимизационного алгоритма.

В работе [7] строится следующая целевая функция:

𝐹 (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0, 𝑡0) =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝛾𝑖
2. (4)

Минимизация (4) при заданных ограничениях на переменные 𝑥0, 𝑦0, 𝑧0, 𝑡0 дает
решение поставленной задачи нахождения параметров микросейсмического источ-
ника.

В статье [7] минимум функции (4) находится с помощью предложенного в
той же работе эвристического метода, объединяющего в себе алгоритм Нелдера-
Мида и метод роя частиц. Ясно, что применение этого метода не может гаран-
тировать глобальность найденного решения. Поскольку, как несложно заметить,
функция 𝐹 непрерывна и нелипшицева, целесообразно рассмотреть применение
𝜀-липшшицевых методов. Так как зависимость 𝐿(𝜀) от заданного 𝜀 > 0 для этой
функции неизвестна, то в данной работе будет применен обобщенный алгоритм
Стронгина в модификации Сергеева и Квасова [17], который далее для краткости
будем называть обобщенным методом Стронгина.

2. Результаты численных экспериментов

Для проверки применимости метода обобщенного метода Стронгина рассмот-
рим численные примеры, предложенные в работе [7]. Вычисления проведены для
двух схем расположения датчиков: равномерной, когда 8 датчиков располагаются
в вершинах куба, и неравномерный, когда 9 датчиков расположены вдоль одной
из осей (см. Рис. 2). Координаты датчиков для описанных схем расположения и
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координаты источников приведены в Таблицах 1, 2 и 3. Заметим, что источник 4
находится на границе области расположения датчиков, а источники 5 и 6 — за ее
пределами.

Рис. 2: Равномерное (Р) и неравномерное (НР) расположение датчиков

Реальное время 𝑡𝑎𝑖 распространение волны для каждого датчика взято из ра-
боты [7], где оно было рассчитано на основе случайно сгенерированных значений
скорости волны. Для полноты приведем их в Таблице 4. Значения скорости 𝑣𝑖 для
вычислений рассчитаны на основе времени 𝑡𝑎𝑖 и расстояния 𝐷𝑖.

Поскольку в работе [7] производится только оценка точности расположения и
не указано время 𝑡𝑖, исключим время 𝑡0 из функции (4) и заменим разность 𝑡𝑖− 𝑡0
на 𝑡𝑎𝑖 согласно (3), получив новую целевую функцию 𝐹 (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0).

Таблица 1: Координаты датчиков при равномерном расположении

Номер 𝑖 датчика 𝑋(м) 𝑌 (м) 𝑍(м)
1 0 0 0
2 0 1000 0
3 1000 1000 0
4 1000 0 0
5 0 0 1000
6 0 1000 1000
7 1000 1000 1000
8 1000 0 1000

Результаты минимизации (4) для двух типов расположения датчиков и каждо-
го источника представлены в Таблицах 5 и 6. В столбце «Ошибка» приведено рас-
стояние между вычисленными координатами источника и реальными. Стратегия
разбиения для всех случаев выбрана «эффективная», точность 𝛿 = 10−3(см. [17]).

Для источников 1-4 область поиска задана гиперинтервалом 𝐷 = [0; 1000]
3
, а для

источников 5 и 6 – 𝐷 = [0; 1500]
3
.

Из Таблицы 5 видно, что средняя ошибка при определении координат источ-
ника при равномерном расположении датчиков составляет 0.5 м, что лучше ре-
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Таблица 2: Координаты датчиков при неравномерном расположении

Номер 𝑖 датчика 𝑋(м) 𝑌 (м) 𝑍(м)
1 0 0 0
2 100 0 4
3 200 0 0
4 400 0 0
5 500 0 4
6 600 0 0
7 800 0 0
8 900 0 4
9 1000 0 0

Таблица 3: Координаты микросейсмических источников

Номер 𝑖 датчика 𝑋(м) 𝑌 (м) 𝑍(м)
1 140 460 590
2 730 380 620
3 270 840 390
4 350 1000 740
5 540 270 1200
6 1110 640 330

зультата, полученного в [7], где ошибка составляет около 5 м.
В Таблице 6 представлены результаты при неравномерном расположении дат-

чиков. Наблюдается достаточно большая ошибка определения координат, кроме
этого, отмечается низкая скорость сходимости. Однако, полученная при нерав-
номерном расположении датчиков координата 𝑋 практически точно совпадает с
аналогичной координатой источника, причем это значение координаты достига-
ется достаточно быстро. По-видимому, это связано с тем, что по этой координате
датчики расположены относительно равномерно, поскольку равномерное распо-
ложение этих датчиков относительно других координат дает схожий эффект. По-
этому, имеет смысл провести повторную оптимизацию, фиксируя лучшую полу-
ченную координату 𝑋. Приведенные в Таблице 7 результаты расчетов для этого
случая значительно лучше представленных в работе [7]: максимальная ошибка
составляет 6 м, тогда как в [7] лучшее значение более 10 м.

Заключение

В данной работе предлагается метод определения координат микросейсмиче-
ских источников. Приведены примеры расчётов с помощью обобщенного алгорит-
ма Стронгина в модификации Сергеева и Квасова для двух вариантов расположе-
ния датчиков: равномерного и неравномерного. В случае равномерного расположе-
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Таблица 4: Значения реального времени (мс) прибытия для каждого датчика
при равномерном (Р) и неравномерном (НР) расположении

Расположение
Датчик 𝑖

Источник 𝑗
1 2 3 4 5 6

Р

1 152.92 207.30 192.62 260.14 268.77 264.61
2 163.15 230.42 99.23 163.51 300.17 241.04
3 235.63 182.73 169.57 198.32 294.94 100.57
4 227.75 154.33 236.24 278.30 262.70 146.43
5 126.73 180.07 212.74 219.82 128.66 268.52
6 138.68 206.74 137.29 87.77 186.66 268.52
7 218.57 155.12 193.41 138.81 177.82 152.29
8 212.62 120.24 256.35 246.20 113.59 186.78

НР

1 153.20 205.80 192.68 260.47 268.18 265.80
2 146.65 193.61 186.92 253.95 261.40 250.11
3 149.98 179.55 184.13 250.17 255.42 232.87
4 157.93 160.06 187.50 249.89 247.67 201.98
5 164.77 150.75 190.18 247.75 244.62 188.36
6 175.71 147.21 196.11 252.46 244.59 178.06
7 199.48 145.21 213.84 264.52 250.59 155.78
8 210.93 148.03 224.50 270.72 255.32 148.58
9 228.89 154.07 233.52 278.25 262.28 146.66

Таблица 5: Результаты расчетов для каждого датчика при равномерном
расположении

𝑗 𝑋*(м) 𝑌*(м) 𝑍*(м) Ошибка (м) Значение 𝜀 Число шагов
1 139.917 459.995 589.849 0.172122 0.08 26
2 730.224 379.972 619.570 0.48548 0.09 1992
3 269.775 839.506 389.574 0.689125 0.08 112
4 349.794 1000 739.368 0.663702 0.15 2048
5 539.780 269.547 1199.588 0.649951 0.15 7418
6 1110.36 640.195 329.611 0.570328 0.25 4562

ния полученные результаты лучше, чем при применении эвристических алгорит-
мов. При неравномерном распределении, в частности, когда датчики равномерно
распределены вдоль одной оси координат, удается с достаточно хорошей точно-
стью определять данную координату источника. Если фиксировать полученную
координату и применять алгоритм оптимизации повторно, то можно получить до-
статочно точное расположение источника.
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Таблица 6: Результаты расчетов для каждого датчика при неравномерном
расположении

𝑗 𝑋*(м) 𝑌*(м) 𝑍*(м) Ошибка (м) Значение 𝜀 Число шагов
1 139.917 477.366 576.131 22.224 0.146 10 000
2 729.766 356.652 633.744 27.093 0.17 12 000
3 271.604 855.967 353.909 39.49 0.17 10 000
4 349.794 950.617 802.469 79.63 0.3 10 000
5 537.037 253.086 1203.703 17.566 0.14 10 000
6 1111.111 592.592 407.407 90.77 0.14 10 000

Таблица 7: Результаты расчетов для каждого датчика при неравномерном
расположении и фиксированной координате 𝑋*

𝑗 𝑋*(м) 𝑌*(м) 𝑍*(м) Ошибка (м) Значение 𝜀 Число шагов
1 139.917 459.990 589.849 0.172455 0.2 4199
2 729.766 380.429 620.027 0.490150 0.06 3673
3 271.604 839.506 389.574 1.731 0.06 740
4 349.794 1000.0 740.283 0.350434 0.1 869
5 537.037 275.720 1200.274 6.447 0.5 6001
6 1111.111 637.860 329.218 2.534 0.1 6001
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[9] Stripinis L., Paulavičius R. Lipschitz-inspired HALRECT Algorithm for
Derivative-free Global Optimization [Electronic resource]. 2022. URL:
https://arxiv.org/abs/2205.03015v1.

[10] D’Agostino D. An Efficient Global Optimization Algorithm with Adaptive
Estimates of the Local Lipschitz Constants [Electronic resource]. 2022. URL:
https://arxiv.org/abs/2211.04129.
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Determining microseismic sources coordinates based on a group of sensors
as a part of microseismic monitoring occurs, for example, in mining. A
mathematical model is proposed for an approximate calculation, and it is
required to find the global minimum of a continuous function. However,
most of the algorithms used to solve this problem are based on heuristic
and metaheuristic approaches. In this paper, we propose to use an approach
based on the 𝜀-Lipschitz continuity. This property assures that found so-
lution is global. We show numerical examples that are in good agreement
with the results obtained by heuristic algorithms.

Keywords: microseismic monitoring, source location, 𝜀-Lipschitz continu-
ity, continuous function, global optimization.
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