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Статья посвящена задаче оценивания функции распределения и пре-
дельного поведения расстояния между эмпирическим и теоретическим
законами, именно, суммируемых квадратичных уклонений и статисти-
ки Смирнова и Колмогорова по выборкам случайного объема. Мы пред-
полагаем, что этот случайный объем имеет обобщенное отрицательное
биномиальное распределение и как случайная величина не зависит от
исходной выборки. Найдены предельные распределения для суммиру-
емых квадратичных уклонений ядерных оценок функции распределе-
ния по выборкам случайного объема. Показано, что для выборок слу-
чайного объема предельное распределение статистик Смирнова и Кол-
могорова имеет более тяжелые хвосты, чем у функции распределения
Вейбулла и Колмогорова в случае выборок фиксированного объема.
Мы предлагаем подход на основе асимптотического разложения, чтобы
естественным образом сбалансировать асимптотическое распределение
и случайный объем выборки. Рассмотрена также задача последователь-
ного оценивания параметра сдвига равномерного распределения. Отри-
цательное биномиальное распределение (объем выборки 𝜈) возникает
здесь естественным образом в результате статистического эксперимен-
та по выполнению серии независимых испытаний.
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Введение

В задачах математической статистики объем выборки обычно считается
детерминированным, фиксированным заранее. В то же время в немалом числе
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ситуаций объем выборки 𝜈 является случайной величиной. Это: последователь-
ная проверка гипотез [1], последовательное оценивание неизвестного параметра
распределения [2]-[4] – там 𝜈 является моментом остановки, т.е. зависит от наблю-
даемых случайных величин. Рассматриваются также ситуации (см.[5]-[11]), когда
случайный объем не зависит от наблюдаемых случайных величин. Случайность
объема выборки приводит к тому, что предельные нормированные суммы (обычно
предполагается, что E(𝜏) ⩽ 𝑛) могут уже не иметь нормального распределения –
они могут иметь распределение Лапласа, или распределение Стьюдента [7], [9], по-
этому доверительный интервал для функции распределения или параметра (при
одинаковой надежности интервала) надо брать шире, чем при фиксированном объ-
еме выборки. В пп. 1,2 мы будем рассматривать суммы случайного объема, когда 𝜏
не зависит от наблюдаемых величин. В качестве распределения для с.в. 𝜏 обычно
рассматриваются либо геометрическое распределение, либо отрицательное бино-
миальное (NB). В п. 3 мы показываем, что при последовательном оценивании
параметра сдвига, равномерного на интервале (𝜃− 1/2, 𝜃+1/2), оптимальный мо-
мент остановки (см. [4]) имеет NB-распределение, он определяется по результатам
выборки, и находим предельное распределение последовательной оценки.

1. Ядерные оценки функции распределения и суммируемые квадратич-
ные уклонения

Пусть 𝑇𝑚 = 𝑇𝑚(𝑋1, ..., 𝑋𝑚), 𝑚 ∈ N – статистика, построенная по выборке
𝒳 (𝑚) = {𝑋1, 𝑋2, ..., 𝑋𝑚} неслучайного объема 𝑚 ∈ N.

Рассмотрим последовательность дискретных случайных величин
𝜏1, 𝜏2, ..., 𝜏𝑛, ..., зависящих от натурального 𝑛 и принимающих натуральные
значения. Натуральное значение 𝜏𝑛 = 𝑘 ⩾ 1 есть объем выборки 𝒳 (𝑘). Будем
предполагать, что при каждом 𝑛 с.в. 𝜏𝑛 не зависит от (𝑋1, 𝑋2, 𝑋3, ...). Определим
𝑇𝜏𝑛 , полагая 𝑇𝜏𝑛 = 𝑇𝑘, на множестве (𝜏𝑛 = 𝑘), 𝑘 ∈ N.

Предположения.
A1. Существует функция распределения 𝐹 (𝑥), такая, что для некоторого 𝛾 > 0,

sup
𝑥

|P(𝑚𝛾𝑇𝑚 < 𝑥)− 𝐹 (𝑥) | −→
𝑚→∞

0.

A2. Существуют функция распределения 𝐻(𝑥), 𝐻(+0) = 0 и последователь-
ность чисел 0 < 𝑔𝑛 ↑ ∞, такие, что

sup
𝑦

|P(𝑔−1
𝑛 𝜏𝑛 < 𝑦)−𝐻(𝑦) | −→

𝑛→∞
0.

Эти условия взяты из работы [12] где показано, что имеет место следующий
результат.

Теорема 1. Пусть даны: 𝛾, статистика 𝑇𝑚 и случайный объем выборки 𝜏𝑛, а
также выполнены предположения A1 и A2. Тогда

sup
𝑥∈R

|P(𝑔𝛾𝑛𝑇𝜏𝑛 < 𝑥)−𝐺𝑛(𝑥, 1/𝑔𝑛) | −→
𝑛→∞

0, где 𝐺𝑛(𝑥, 1/𝑔𝑛) =

� ∞

1/𝑔𝑛

𝐹 (𝑥𝑦𝛾) 𝑑𝐻(𝑦).
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В отличие от [12 ], где рассматривались значения 𝛾 ∈ {−1,−1/2, 0, 1/2, 1}, здесь
мы рассматриваем значение 𝛾 = 4/5.

Пусть с.в. 𝜎𝑛 имеет геометрическое распределение P(𝜎𝑛 ⩾ 𝑘) = 𝑞 =
(︀
1− 1

𝑛𝛽

)︀𝑘
,

𝑘 = 1, 2, ..., а 𝜏𝑛 = 𝜎
1/𝛽
𝑛 , 𝛽 > 0. Тогда P(𝜏𝑛 ⩾ 𝑘) = P(𝜎𝑛 ⩾ 𝑘𝛽) = 𝑞𝑘

𝛽

, т.е. 𝜏𝑛 имеет
дискретное распределение Вейбулла и поэтому P(𝜏𝑛/𝑛 ⩾ 𝑦) −→

𝑛→∞
𝑒−𝑦𝛽

= 1−𝐻(𝑦),

𝑦 > 0, а это есть непрерывное распределение Вейбулла.
Возьмем 𝛽 = 2𝛾 = 8/5. Пусть 𝑔𝑛 = 𝑛. Тогда (см. [12])

P(𝑔𝛾𝑛𝑇𝜏𝑛 ⩽ 𝑥) = P(𝜏𝛾𝑛𝑇𝜏𝑛 ⩽ 𝑥(𝜏𝑛/𝑛)
𝛾) =

∞∑︁
𝑚=1

P(𝑚𝛾𝑇𝑚 ⩽ 𝑥(𝑚/𝑛)𝛾)P(𝜏𝑛 = 𝑚) ≈

≈ E(𝐹 (𝑥(𝜏𝑛/𝑛)
𝛾) =

� ∞

1/𝑔𝑛

𝐹 (𝑥𝑦𝛾)𝑑P(𝜏𝑛/𝑛 < 𝑦) ≈
� ∞

1/𝑔𝑛

𝐹 (𝑥𝑦𝛾) 𝑑𝐻(𝑦).

Пусть 𝐹 (𝑥) = Φ(𝑥) = (1/
√
2𝜋)

� 𝑥

−∞ exp(−𝑡2/2) 𝑑𝑡 и 𝐻(𝑦) = 1− exp(−𝑦2𝛾), 𝑦 > 0,

а ℎ(𝑦) = 𝐻 ′(𝑦) = 2𝛾𝑦2𝛾−1 exp(−𝑦2𝛾). В этом случае при указанном выборе
P(𝑔𝛾𝑛𝑇𝜏𝑛 < 𝑥) ≈

�∞
0

Φ(𝑥𝑦𝛾) 𝑑𝐻(𝑦) с соответствующей предельной плотностью
𝑡2-распределения Стьюдента:

𝑤𝛾(𝑥; 𝑠) =
1√
2𝜋

� ∞

0

𝑦𝛾𝑒−𝑥2𝑦2𝛾/2 𝑑(1− exp(−𝑦2𝛾)) = 1

2
√
2

(︂
1 +

𝑥2

2

)︂−3/2

, 𝑥 ∈ R.

Рассмотрим еще одно дискретное распределение случайной величины 𝜏𝑛:

P(𝜏𝑛 ⩽ 𝑘) = exp
(︁
− 𝑠𝑛
𝑘𝛼

)︁
, 𝑘, 𝑛 ∈ N, 𝛼 > 0, 𝑠 > 0. (1)

Здесь P(𝜏𝑛/𝑛
1/𝛼 ⩽ 𝑥) = P(𝜏𝑛 ⩽ 𝑥/𝑛1/𝛼) −→

𝑚→∞
𝑒−𝑠/𝑥𝛼

= 𝐻(𝑦) и 𝑔𝑛 = 𝑛1/𝛼.
Положим 𝛼 = 2𝛾. Тогда

P(𝜏𝛾𝑛𝑇𝜏𝑛 ⩽ 𝑥((𝜏𝑛/𝑔𝑛)
𝛾 ≈

� ∞

0

Φ(𝑥𝑦𝛾) 𝑑(𝑒−𝑠/𝑦2𝛾

),

с соответствующей предельной плотностью распределения Лапласа:

𝑤𝛾(𝑥; 𝑠) =
𝑠√
2𝜋

� ∞

0

𝑦𝛾 𝑒−𝑥2𝑦2𝛾/2−𝑠/𝑦2𝛾

𝑑

(︂
1

𝑦2𝛾

)︂
=

𝑠√
2𝜋

� ∞

0

𝑡−3/2 𝑒−𝑥2𝑡/2−𝑠/𝑡 𝑑𝑡 =

=

√
2𝑠

2
𝑒−

√
2𝑠 | 𝑥 |, 𝑥 ∈ R.

Применим полученные результаты к задаче оценивания неизвестной функ-
ции распределения в зависимости «доза-эффект» по выборке случайного объема.
Пусть 𝒳 (𝑛) = {𝑋𝑖, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛} – последовательность независимых случайных ве-
личин с функцией распределения 𝐹 (𝑥), 𝑥 ∈ R1,P(0 < 𝑋𝑖 < 1) = 1 и плотностью
распределения 𝑓(𝑥), а {𝑢𝑖 ∈ (0, 1), 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛} – числовая последовательность. Мы
наблюдаем выборку 𝒲(𝑛) = {(𝑢𝑖,𝑊𝑖), 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛}, где 𝑊𝑖 = 𝐼(𝑋𝑖 < 𝑢𝑖) – индика-
тор события (𝑋𝑖 < 𝑢𝑖). Требуется оценить неизвестную функцию распределения
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𝐹 (𝑥) по выборке 𝒲(𝑛). В качестве оценки функции распределения 𝐹 (𝑥) возьмем
ядерную оценку

𝐹𝑛(𝑥) =
1

𝑛ℎ

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑊𝑖𝐾

(︂
𝑥− 𝑢𝑖
ℎ

)︂
. (2)

Здесь

1. 𝐾(𝑥) ⩾ 0;

2.
�∞
−∞𝐾(𝑥) 𝑑𝑥 = 1;

3. 𝐾(𝑥) = 𝐾(−𝑥);

4. ||𝐾 ||2 =
�∞
−∞𝐾2(𝑥) 𝑑𝑥 <∞

и выполнены некоторые дополнительные условия (см. [15]).

Рассмотрим статистику 𝐽𝑛𝑚 = 1
𝑚

𝑚∑︀
𝑗=1

(𝐹𝑛(𝑥𝑗) − 𝐹 (𝑥𝑗))
2 – суммируемое квадра-

тичное уклонение для 𝑚 заданных точек (𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑚). Введем обозначения:

𝜎2
1 =

𝜇2
2(𝐾)‖𝐾‖2

4𝑚2

𝑚∑︁
𝑗=1

𝐹 (𝑥𝑗)(1− 𝐹 (𝑥𝑗))(𝑓
′(𝑥𝑗))

2, 𝜎2
3 =

𝛽2
𝑚2

𝑚∑︁
𝑗=1

𝐹 2(𝑥𝑗)(1− 𝐹 (𝑥𝑗))
2,

𝜇2(𝐾) =

� 1

−1

𝑥2𝐾(𝑥) 𝑑𝑥, ‖𝐾‖2 =

� 1

−1

𝐾2(𝑥) 𝑑𝑥, 𝛽2 =

�
R2

𝐾2(𝑢)𝐾2(𝑢+ 𝑧) 𝑑𝑢𝑑𝑧.

Пусть 𝑛ℎ5 → 𝜆 ∈ (0,∞) при 𝑛→ ∞. При условиях работы [15] имеем:

𝑇𝑛 = 𝑛4/5(𝐽𝑛𝑚 − E(𝐽𝑛𝑚)(𝜆4/5𝜎2
1 + 𝜆−1/5𝜎2

3)
1/2 𝑑−→

𝑛→∞
𝜁 ∈ 𝑁(0, 1).

Значит, если объем выборки 𝜏𝑛 случаен и имеет дискретное распределение Вей-
булла, то из предыдущих рассуждений получаем, что предельным распределени-
ем нормированных разностей оценок будет распределение Стьюдента 𝑡2 c ф.р.

𝐺(𝑥) =
1

2
+

𝑥

2
√
2

2𝐹1

(︂
1

2
,
3

2
;
3

2
;−𝑥

2

2

)︂
, где 2𝐹1 (𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑧) есть гипергеометрическая

функция Гаусса, а при выборе распределения (1) в качестве предельного получим
распределение Лапласа, у которых более тяжелые хвосты, чем у нормального рас-
пределения. В подтверждение этого рассмотрим плотности:

𝜔𝛾(𝑥; 𝑠) =
𝑠√
2𝜋

� ∞

0

𝑦𝛾−2 𝑒−(𝑥2𝑦2𝛾/2+𝑠/𝑦) 𝑑𝑦, 𝜌𝜆(𝑥) =
1√
2𝜋

� ∞

0

𝑦𝛾 𝑒−(𝑥2𝑦2𝛾/2+𝑦) 𝑑𝑦

и функции распределения Ω𝛾(𝑥; 𝑠) =
� 𝑥

−∞ 𝜔𝛾(𝑧; 𝑠) 𝑑𝑧, 𝐿(𝑥) = 1√
2

� 𝑥

−∞ 𝑒−
√
2 |𝑧| 𝑑𝑧,

Φ(𝑥) = 1√
2𝜋

� 𝑥

−∞ 𝑒−𝑧2/2 𝑑𝑧, 𝑅𝛾(𝑥) =
� 𝑥

−∞ 𝜌𝜆(𝑧) 𝑑𝑧. Тогда

Ω2/5(2.01424) = 0.975, Φ(1.96) = 0.975, 𝐿(2.119) = 0.975, 𝑅2/5(3.454) = 0.975.
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2. Эмпирическая функция распределения и статистики Смирнова и
Колмогорова

Разлагая функцию (1− 𝜆)−𝑎, 0 < 𝜆 < 1, 𝑎 > 0 в ряд Тейлора по переменной 𝜆
в окрестности нуля, получим

(1− 𝜆)−𝑎 = 1 + 𝑎𝜆+
𝑎(𝑎+ 1)

2!
𝜆2 +

𝑎(𝑎+ 1)(𝑎+ 2)

3!
𝜆3 + ... , (3)

поэтому определим обобщенное отрицательное биномиальное распределение (рас-
пределение Пойа) следующим образом:

P(𝜈𝜆 = 1) = (1−𝜆)𝑎, P(𝜈𝜆 = 𝑘) =
𝑎(𝑎+ 1) · ... · (𝑎+ 𝑘 − 2)

(𝑘 − 1)!
(1−𝜆)𝑎𝜆𝑘−1, 𝑘 = 2, 3, ... .

Пусть 𝐹𝑛(𝑥) есть эмпирическая функция распределения (ф.р.), постро-
енная по повторной выборке 𝒳 (𝑛), 𝐹 (𝑥) = P(𝑋1 < 𝑥) – теоретиче-
ская ф.р., а с.в. 𝜈𝜆 не зависит от 𝒳 (𝑛) для 𝑛 ∈ N, 𝐹𝑛𝑗 = 𝐹𝑛(𝑥𝑗),
𝑝𝑗 = 𝐹 (𝑥𝑗), 𝑞𝑗 = 1− 𝑝𝑗 , 𝛼𝑗 = 𝑛𝐹𝑛𝑗 − 𝑛𝑝𝑗 , 𝛽𝑛,𝑗 = 𝛼𝑛,𝑗/

√
𝑝𝑗𝑞𝑗 . Тогда

𝜙𝛼𝑛,𝑗
(𝑡) = 𝑒−𝑖𝑡𝑛𝑝𝑗 (𝑝𝑗 𝑒

𝑖𝑡 + 𝑞𝑗)
𝑛 = (𝑝𝑗 𝑒

𝑖𝑡𝑞𝑗 + 𝑞𝑗 𝑒
−𝑖𝑡𝑝𝑗 )𝑛,

𝜙
𝛽𝑛,𝑗

(𝑡) =

(︃
𝑝𝑗 𝑒

𝑖𝑡

√︂
𝑞𝑗
𝑝𝑗 + 𝑞𝑗 𝑒

−𝑖𝑡

√︂
𝑝𝑗
𝑞𝑗

)︃𝑛

= 𝜓𝑛
𝑗 (𝑡) =

(︂
1− 𝑡2

2
+𝑂(| 𝑡 |3)

)︂𝑛

, 𝑡→ 0.

Поэтому

𝜙
𝛽𝜈𝜆,𝑗

(𝑡) = E(𝑒𝑖𝑡𝛽𝜈𝜆,𝑗 ) =

∞∑︁
𝑘=1

E(𝑒𝑖𝑡𝛽𝜈𝜆,𝑗 | 𝜈𝜆 = 𝑘)P(𝜈𝜆 = 𝑘) =

=

∞∑︁
𝑘=1

E(𝑒𝑖𝑡𝛽𝑘,𝑗 |𝜈𝜆 = 𝑘)P(𝜈𝜆 = 𝑘) =

=

∞∑︁
𝑘=1

E(𝑒𝑖𝑡𝛽𝑘,𝑗 )P(𝜈𝜆 = 𝑘) =

∞∑︁
𝑘=1

E(𝑒𝑖𝑡𝛽𝑘,𝑗 )P(𝜈𝜆 = 𝑘) =

= 𝜓𝑗(𝑡) (1− 𝜆)𝑎
∞∑︁
𝑘=1

𝑎(𝑎+ 1) · ... · (𝑎+ 𝑘 − 2)

(𝑘 − 1)!
(1− 𝜆)𝑎(𝜆𝜓𝑗(𝑡))

𝑘−1 =

= 𝜓𝑗(𝑡) (1− 𝜆)𝑎 (1− 𝜆𝜓𝑗(𝑡))
−𝑎

= 𝜓𝑗(𝑡)

(︂
1− 𝜆

1− 𝜆𝜓𝑗(𝑡)

)︂𝑎

.

Значит, при 𝜆→ 1,

𝜙√
1−𝜆𝛽𝜈𝜆,𝑗

(𝑡) = 𝜙𝛽𝜈𝜆,𝑗
(𝑡
√
1− 𝜆) =

= 𝜓𝑗(𝑡
√
1− 𝜆)

(︂
1− 𝜆

1− 𝜆𝜓𝑗(𝑡
√
1− 𝜆)

)︂𝑎

→
(︂

2

2 + 𝑡2

)︂𝑎

= 𝜙𝑎(𝑡),
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a 𝜁𝑎/
√
2 имеет характеристическую функцию 𝜙𝑎(𝑡) и плотность распределения

(см. [7], с.261, 2.3.(7))

𝑓𝑎(𝑥) =
1

Γ(𝑎)
√
𝜋

(︂
|𝑥 |
2

)︂𝑎−1/2

𝐾𝑎−1/2(|𝑥 |), 𝑥 ∈ R, (4)

где 𝐾𝛼(𝑥) – функция Макдональда.
Рассмотрим плотность (4) при натуральных 𝑎. Если 𝑎 = 1, то мы имеем плот-

ность распределения Лапласа вида (с.в. 𝜉1)

𝑓1(𝑥) =
1

2
𝑒− | 𝑥 |, 𝑥 ∈ R.

Когда 𝑎 = 2, эта плотность равна

𝑓2(𝑥) =
1 + |𝑥 |

4
𝑒− | 𝑥 |, 𝑥 ∈ R,

(плотность распределения с.в. 𝜍2 = 𝜉1 + 𝜉2, где 𝜉1, 𝜉2 – независимы), для 𝑎 = 3
мы имеем плотность распределения суммы трех стандартных независимых пока-
зательных случайных величин 𝜍3 = 𝜉1 + 𝜉2 + 𝜉3:

𝑓3(𝑥) =
3 + 3|𝑥 | + 𝑥2

16
𝑒− | 𝑥 |, 𝑥 ∈ R.

Из (3) имеем также:

𝜙𝜈𝜆
(𝑡) = 𝑒𝑖𝑡(1− 𝜆)𝑎

∞∑︁
𝑘=1

𝑎(𝑎+ 1) · ... · (𝑎+ 𝑘 − 2)

(𝑘 − 1)!
(𝜆𝑒𝑖𝑡)𝑘−1 = 𝑒𝑖𝑡

(︂
1− 𝜆

1− 𝜆𝑒𝑖𝑡

)︂𝑎

.

Отсюда, при 𝜆→ 1,

𝜙(1−𝜆)𝜈𝜆
(𝑡) = 𝜙𝜈𝜆

((1− 𝜆)𝑡) = 𝑒𝑖𝑡(1−𝜆)

(︂
1− 𝜆

1− 𝜆𝑒𝑖𝑡(1−𝜆)

)︂𝑎

−→
𝜆→1

(︂
1

1− 𝑖𝑡

)︂𝑎

,

а это есть характеристическая функция гамма-распределения с плотностью

𝑔(𝑥) =
𝑥𝑎−1

Γ(𝑎)
𝑒−𝑥, 𝑥 > 0.

Таким образом, предельной плотностью распределения величины 𝑊 будет рас-
пределение Накагами:

ℎ𝑎(𝑥) =
2𝑥2𝑎−1

Γ(𝑎)
𝑒−𝑥2

, 𝑥 > 0, (5)

с функцией распределения 𝐻𝑎(𝑦) =
𝛾(𝑎, 𝑥2)

Γ(𝑎)
, 𝑥 > 0, где 𝛾(𝑎, 𝑥) есть неполная

гамма-функция.
Из приведенных выше рассуждений следует, что если 𝑍 ∈ 𝑁(0, 1), то величина

𝑊 · 𝑍 будет иметь плотность распределения (5).
Пусть 𝐹 (𝑥𝑗) = 𝑝𝑗 , 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑠, 𝑝1 < 𝑝2 < ... < 𝑝𝑠, 𝜎𝑗𝑘 = 𝑝𝑗(1 − 𝑝𝑘), 𝑗 ≤ 𝑘,

𝜌𝑗𝑘 = 𝜎𝑗𝑘/
√
𝜎𝑗𝑗𝜎𝑘𝑘, Σ = (𝜌𝑗𝑘)𝑠×𝑠, 𝑏𝑗 = 𝜈𝑞(𝐹𝑛(𝑥𝑗) − 𝑝𝑗)/𝜎𝑗𝑗 , b = (𝑏1, ..., 𝑏𝑠)

′,
t = (𝑡1, ..., 𝑡𝑠)

′ ∈ R𝑠. Рассматривая теперь линейные комбинации представленных
величин, нетрудно получить следующую теорему.
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Теорема 2. Если 𝐹 (𝑥) непрерывная функция распределения, то

𝜂𝜆 =
√
1− 𝜆 · b 𝑑−→

𝜆→1
𝜁𝑎,

случайный вектор 𝜁𝑎 имеет характеристическую функцию 𝜙𝑎(t) =
(︂

2

2 + t ′Σt

)︂𝑎

и эллиптически контурированную плотность распределения

𝑓𝑎(x) =
2𝑠/2

Γ(𝑎)𝜋𝑠/2|Σ |1/2

(︃√
x ′Σ−1x√

2

)︃𝑎−𝑠/2

𝐾𝑎−𝑠/2(
√
2x ′Σ−1x ), x ∈ R𝑠.

Далее, из [8, с. 370, Теорема 1], имеем: если {𝑤(𝑡), 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇} – процесс бро-
уновского движения, то

P
(︂

max
0⩽𝑡⩽𝑇

𝑤(𝑡) > 𝑎 > 0, 𝑤(𝑇 ) ∈ [𝑐, 𝑑 ]

)︂
=

1√
2𝜋𝑇

max[𝑑,𝑎 ]�

max[𝑐,𝑎 ]

𝑒−
𝑥2

2𝑇 𝑑𝑥+

+
1√
2𝜋𝑇

max[2𝑎−𝑑,𝑎 ]�

max[2𝑎−𝑐,𝑎 ]

𝑒−
𝑥2

2𝑇 𝑑𝑥, (6)

a (см. [8], с. 635)

lim
𝑛→∞

P
(︂√

𝑛 sup
−∞<𝑥<∞

(𝐹𝑛(𝑥)− 𝐹 (𝑥)) < 𝛼

)︂
= P

(︂
sup

0⩽𝑡⩽1
𝛽(𝑡) < 𝛼

)︂
= 1−𝑒−2𝛼2

, 𝛼 > 0,

где {𝛽(𝑡), 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 1} есть броуновский мост.
Пусть ∆+

𝑛 =
√
𝑛 sup

−∞<𝑥<∞
(𝐹𝑛(𝑥) − 𝐹 (𝑥) ). Так как броуновский мост

есть гауссовский процесс, то предельную функцию распределения величины√︀
(1− 𝜆)𝜈𝜆 ∆

+
𝜈𝜆

при 𝜆→ 1 найдем как следующий интеграл (см.[9],с.354,3.471 (9)):

1−
∞�

0

2𝑤2𝑎−1

Γ(𝑎)
exp

(︂
−
(︂
2𝑥2

𝑤2
+ 𝑤2

)︂)︂
𝑑𝑤 = 1−

∞�

0

𝑢𝑎−1

Γ(𝑎)
exp

(︂
−
(︂
2𝑥2

𝑢
+ 𝑢

)︂)︂
𝑑𝑢 =

= 1− 2
(
√
2𝑥)𝑎

Γ(𝑎)
𝐾𝑎(2

√
2𝑥), 𝑥 > 0. (7)

Аналогично показывается, что если ∆𝑛 =
√
𝑛 sup

−∞<𝑥<∞
|𝐹𝑛(𝑥)− 𝐹 (𝑥) |, то

P
(︁√︀

(1− 𝜆 )𝜈𝜆 ∆𝜈𝜆
< 𝑥

)︁
−→
𝜆→1

1− 2
(
√
2𝑥)𝑎

Γ(𝑎)

∞∑︁
𝑗 =1

(−1)𝑗−1𝑗𝑎𝐾𝑎(2
√
2 𝑗𝑥), 𝑥 > 0.

Теорема 3. При условиях теоремы 2,

(i) P
(︁√︀

(1− 𝜆 )𝜈𝜆 ∆
+
𝜈𝜆

< 𝑥
)︁
−→
𝜆→1

1− 2
(
√
2𝑥)𝑎

Γ(𝑎)
𝐾𝑎(2

√
2𝑥), 𝑥 > 0,

(8)

(ii) P
(︁√︀

(1− 𝜆 )𝜈𝜆 ∆𝜈𝜆
< 𝑥

)︁
−→
𝜆→1

1− 2
(
√
2𝑥)𝑎

Γ(𝑎)

∞∑︁
𝑗 =1

(−1)𝑗−1𝑗 𝑎𝐾𝑎(2
√
2 𝑗𝑥), 𝑥 > 0.
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Рассмотрим теперь приближения для точных распределений статистики Смир-
нова Н.В. и статистики Колмогорова А.Н. (в основном для статистики Смирнова
Н.В.), которые основаны на асимптотических разложениях. Первое уточнение пре-
дельного распределения было дано в работе [25]. Следующее уточнение (второй
член асимптотического разложения) получено в работе [26], а уточнение до члена
порядка 1/

√
𝑛3 дано в работе [27].

Если точное распределение есть

P(𝐷+
𝑛 < 𝜆) =

𝑛−1∑︁
𝑘=[𝑛(1−𝜆)]+1

𝐶𝑘
𝑛 𝜆

(︂
𝑘

𝑛
+ 𝜆

)︂𝑘−1(︂
1− 𝑘

𝑛
− 𝜆

)︂𝑛−𝑘

, для 0 ⩽ 𝜆 ⩽ 1,

то (см. [27], Теорема 2) асимптотическое разложение имеет вид

P
(︂
𝐷+

𝑛 <
𝜆√
𝑛

)︂
= 1− 𝑒−2𝜆2

(︂
1− 2𝜆

3
√
𝑛
+

2𝜆2

3𝑛

(︂
1− 2𝜆2

3

)︂
+

+
4𝜆

9
√
𝑛3

(︂
1

5
− 19𝜆2

15
+

2𝜆4

3

)︂
+𝑂

(︂
1

𝑛2

)︂)︂
. (9)

В статье [28] Большев Л.Н. предложил преобразовать статистику 𝐷+
𝑛 и ис-

пользовать статистику 𝜉+𝑛 = (6𝑛𝐷+
𝑛 + 1)2/(18𝑛) для проверки гипотезы согласия.

Асимптотическое разложение для статистики 𝜉+𝑛 будет иметь вид:

P(𝜉+𝑛 < 𝑥) = (1− 𝑒−𝑥) + 𝑒−𝑥

(︂
2𝑥2 − 4𝑥− 1

18𝑛
+𝑂

(︂
1

𝑛
√
𝑛

)︂)︂
.

В результате этого преобразования аннулируется первое слагаемое разложения,
т.е. коэффициент при 1/

√
𝑛. Если же использовать разложение ( 9 ), то асимпто-

тическое разложение для распределения статистики 𝜉+𝑛 будет следующим:

P(𝜉+𝑛 < 𝑥) = 1− 𝑒−𝑥

(︃
1− 2𝑥2 − 4𝑥− 1

18𝑛
+

2
√
2𝑥

27𝑛
√
𝑛
+𝑂

(︂
1

𝑛2

)︂)︃
.

Это позволяет уточнить следующую формулу из статьи [28], с.152:

𝐷+
𝑛 (𝛽) =

√︃
𝑥+2 (− ln𝛽)

2𝑛
− 1

6𝑛
, 𝑥+2 (𝑦) = 𝑦 − 2𝑦2 − 4𝑦 − 1

18𝑛
+

2
√
2𝑦

27𝑛
√
𝑛
.

Для приведенного в [28] примера, где 𝛽 = 0.05, ln(1/𝛽) = 2.9957, будем иметь:
𝑥+2 (− ln𝛽) = 2.9957 − 0.2762

𝑛 + 0.06052446
𝑛
√
𝑛

и для 𝑛 = 5 получаем приближенное зна-
чение 0.5094257 вместо 𝐷+

5 (0.05) = 0.50892675 (в [28] округлено до 0.5090), в то
время как точное значение равно 0.5094493.

Сделаем еще одно преобразование:

𝜂+𝑛 =
9

2
𝑛+ 1−

√︀
81𝑛2 − 36𝑛𝜉+𝑛 + 36𝑛+ 6

2
,

в результате которого в асимптотическом разложении статистики 𝜂+𝑛 занулится
следующее слагаемое – коэффициент при 1/𝑛. Поэтому, если мы будем находить
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значение статистики 𝐷+
𝑛 по выборке случайного объема 𝑣𝜆, имеющего распределе-

ние P(𝑣𝜆) = 𝑘) = (1− 𝜆)𝜆𝑘−1, 𝑘 = 1, 2, ..., и возьмем преобразованную статистику
𝜂+𝑣𝜆

, то получим, что ее распределение будет иметь главный член 1− 𝑒−𝑥 и второе
слагаемое 𝑒−𝑥(

√
8𝑥/27)(1−𝜆)

∑︀∞
𝑘=1 𝜆

𝑘−1𝑘−3/2. Но ряд
∑︀∞

𝑘=1 𝑘
−3/2 сходится, тем бо-

лее будет сходиться и ряд
∑︀∞

𝑘=1 𝜆
𝑘−1𝑘−3/2, 0 < 𝜆 < 1. Это значит, что если объем

выборки случаен, то он будет оказывать пренебрежимое влияние на распределе-
ние статистики 𝜂+𝑣𝜆 (а, значит, и на распределение 𝐷+

𝑣𝜆
) при 𝜆 → 1. Аналогичный

вывод будет иметь место и для статистики Колмогорова 𝐷𝑣𝜆 .
Что же касается критерия Пирсона для проверки простой гипотезы согласия

по повторной выборке объема 𝑛, то ее статистика имеет вид:

𝜒2 =

𝑘+1∑︁
𝑗=1

(𝑚𝑗 − 𝑛𝑝𝑗)
2

𝑛𝑝𝑗
,

где (𝑚1,𝑚2, ...,𝑚𝑘+1) при нулевой гипотезе имеет полиномиальное распределение

𝑃 =
𝑛!

𝑚1!𝑚2! · · ·𝑚𝑘+1!
𝑝𝑚1
1 𝑝𝑚2

2 · · · 𝑝𝑚𝑘+1

𝑘+1 ,

𝑘+1∑︁
𝑗=1

𝑚𝑗 = 𝑛.

Если для этих целей воспользоваться асимптотическим разложением, получен-
ным в работе [29], с.164, то соответствующая предельная функция распределения
записана там как

𝐹𝑘 +
𝑆1

𝑛
(𝐹𝑘+1 − 2𝐹𝑘+2 + 𝐹𝑘) +

𝑆2

𝑛
(𝐹𝑘+6 − 3𝐹𝑘+4 + 3𝐹𝑘+2 − 𝐹𝑘),

где

𝑆1 =
1

8

⎡⎣𝑘+1∑︁
𝑗=1

1

𝑝𝑖
− (𝑘2 + 4𝑘 + 1)

⎤⎦ и 𝑆2 =
1

24

⎡⎣5 𝑘+1∑︁
𝑗=1

1

𝑝𝑖
− (3𝑘2 + 12𝑘 + 5)

⎤⎦ ,
а через 𝐹𝑘 обозначено распределение величины 𝜒2

𝑘 с 𝑘 степенями свободы.
Отметим, что в асимптотическом разложении коэффициент при 1/

√
𝑛 равен

нулю. Несмотря на то, что ряд
∞∑︀

𝑛=1

1

𝑛
расходится, ряд 𝑠(𝛾) =

∞∑︀
𝑛=1

𝛾𝑛

𝑛
для каждого

фиксированного 0 < 𝛾 < 1 сходится, поэтому для геометрического распределения
будем иметь математическое ожидание, равное (1− 𝛾) · 𝑠(𝛾) = −(1− 𝛾) · ln(1− 𝛾),
и мы получаем выводы, аналогичные предыдущим.

3. Последовательное оценивание

Рассмотрим равномерное на интервале (𝜃−1/2, 𝜃+1/2) распределение и оценку
Питмена (см. [29]) параметра сдвига 𝜃 по выборке (𝑥

(𝑟+1)
𝑛 , 𝑥

(𝑟+2)
𝑛 , ..., 𝑥

(𝑛−𝑠)
𝑛 ), кото-

рая есть

𝑡𝑛 =
(𝑠+ 1)𝑥

(𝑟+1)
𝑛 + (𝑟 + 1)𝑥

(𝑛−𝑠)
𝑛

𝑟 + 𝑠+ 2
+

𝑠− 𝑟

2(𝑟 + 𝑠+ 2)
,
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математическое ожидание и дисперсия которой равны, соответственно

E𝜃(𝑡𝑛) = 𝜃 и D(𝑡𝑛) =
(𝑟 + 1) (𝑠+ 1)

(𝑛+ 1) (𝑛+ 2) (𝑟 + 𝑠+ 2)
.

В работе [21] для оценки параметра сдвига равномерного распределения была
предложена статистика (эта же оценка приведена в книге [22], с. 718):

𝑚 =
(𝑛− 2𝑠− 1)𝑥

(𝑟+1)
𝑛 + (𝑛− 2𝑟 − 1)𝑥

(𝑛−𝑠)
𝑛

2 (𝑛− 𝑟 − 𝑠− 1)
,

дисперсия которой равна

D(𝑚) =
(𝑛− 2𝑠− 1) (𝑟 + 1) + (𝑛− 2𝑟 − 1) (𝑠+ 1)

4 (𝑛+ 1) (𝑛+ 2) (𝑛− 𝑟 − 𝑠− 1)
,

при этом

D(𝑚)− D(𝑡𝑛) =
(𝑟 − 𝑠)2

4 (𝑛− 𝑟 − 𝑠− 1) (𝑟 + 𝑠+ 2) (𝑛+ 2)
⩾ 0 ,

т.е. дисперсия оценки 𝑡𝑛 меньше, чем дисперсия оценки 𝑚, если 𝑟 ̸= 𝑠, и они
совпадают, если 𝑟 = 𝑠.

В дальнейшем, чтобы получить простые формулы, возьмем 𝑟 = 𝑠. Тогда эти

оценки равны 𝑡𝑛 =
𝑥
(𝑟+1)
𝑛 + 𝑥

(𝑛−𝑟)
𝑛

2
, а D(𝑡𝑛) =

(𝑟 + 1)

2 (𝑛+ 1) (𝑛+ 2)
.

Рассмотрим теперь последовательное оценивание параметра 𝜃 равномерного на
(𝜃−1/2, 𝜃+1/2) распределения в случае 𝑟 = 𝑠 по выборке (𝑥

(𝑟+1)
𝑛 , 𝑥

(𝑟+2)
𝑛 , ..., 𝑥

(𝑛−𝑟)
𝑛 ).

Обозначим 𝜆𝑛 = 1− 𝑥
(𝑛−𝑟)
𝑛 + 𝑥

(𝑟+1)
𝑛 . Найдем момент порядка 𝑎 = 2𝑚, 𝑚 ∈ N в

два шага:

E𝜃((𝑡𝑛−𝜃)𝛼) = E𝜃(E𝜃((𝑡𝑛−𝜃)𝛼| ℱ𝑛)), где ℱ𝑛 = 𝜎{𝑥2−𝑥1, 𝑥3−𝑥2, ..., 𝑥𝑛−𝑥𝑛−1} .

Имеем

E𝜃((𝑡𝑛 − 𝜃)𝛼| ℱ𝑛) = E0(𝑡
𝛼
𝑛| ℱ𝑛) =

=

𝑥(𝑟+1)
𝑛 +1/2�

𝑥
(𝑛−𝑟)
𝑛 −1/2

(𝑡𝑛 − 𝑦)𝛼 (𝑦 − 𝑥
(𝑟+1)
𝑛 − 1/2)𝑟 (1/2− 𝑥

(𝑛−𝑟)
𝑛 − 𝑦)𝑟 𝑑𝑦

𝑥
(𝑟+1)
𝑛 +1/2�

𝑥
(𝑛−𝑟)
𝑛 −1/2

(𝑦 − 𝑥
(𝑟+1)
𝑛 − 1/2)𝑟 (1/2− 𝑥

(𝑛−𝑟)
𝑛 − 𝑦)𝑟 𝑑𝑦

=
𝐼2
𝐼1
.

Вычислим интеграл 𝐼2:

𝐼2 =

𝜆𝑛�

0

(𝜆𝑛/2− 𝑥)𝛼(𝜆𝑛 − 𝑥)𝑟𝑥𝑟 𝑑𝑡 = 2

𝜆𝑛/2�

0

𝑧𝛼(𝜆2𝑛/4− 𝑧2)𝑟 𝑑𝑧 =

= 2 (𝜆𝑛/2)
𝛼+2𝑟+1

1�

0

𝑢𝛼(1− 𝑢2)𝑟 𝑑𝑢 =

(︂
𝜆𝑛
2

)︂𝛼+2𝑟+1
Γ((𝛼+ 1)/2)Γ(𝑟 + 1)

Γ((𝛼+ 1)/2 + 𝑟 + 1)
.
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Аналогично, 𝐼1 = 𝜆2𝑟+1
𝑛 · Γ

2(𝑟 + 1)

Γ(2𝑟 + 2)
, поэтому

E𝜃((𝑡𝑛 − 𝜃)𝛼| ℱ𝑛) =
𝜆𝛼𝑛

22𝑟+𝛼+1

Γ((𝛼+ 1)/2) Γ(2𝑟 + 2)

Γ(𝑟 + 1)Γ(𝑟 + 1 + (𝛼+ 1)/2)
.

Используя плотность распределения разности 𝑥(𝑛−𝑟)
𝑛 −𝑥(𝑟+1)

𝑛 для равномерного
на (0, 1) распределения (см. [22], p.14, (2.3.4)), получаем

E(𝜆𝛼𝑛) =

1�

0

(1− 𝑤)𝛼 · Γ(𝑛+ 1)

Γ(2𝑟 + 2)Γ(𝑛− 2𝑟 − 1)
𝑤𝑛−2𝑟−2 (1− 𝑤)2𝑟+1 𝑑𝑤 =

=
Γ(2𝑟 + 𝛼) Γ(𝑛+ 1)

Γ(2𝑟 + 2)Γ(𝑛+ 𝛼+ 1)
.

Значит,

E𝜃((𝑡𝑛 − 𝜃)𝛼) =
Γ(2𝑟 + 2 + 𝛼) Γ(𝑛+ 1)Γ((𝛼+ 1)/2)

22𝑟+𝛼+1 Γ(𝑛+ 𝛼+ 1)Γ(𝑟 + 1)Γ(𝑟 + 1 + (𝛼+ 1)/2)
=

=
Γ(2𝑟 + 1 + 𝛼) Γ(𝑛+ 1)Γ((𝛼+ 1)/2)

22𝑟+𝛼 Γ(𝑛+ 𝛼+ 1)Γ(𝑟 + 1)Γ(𝑟 + (𝛼+ 1)/2)
.

Учитывая формулу Лежандра удвоения гамма-функции (см. [24], с.19, (15))√
𝜋 Γ(2𝑧) = Γ(𝑧 + 1/2) Γ(𝑧) · 22𝑧−1, получим

E𝜃((𝑡𝑛−𝜃)𝛼) =
(2𝑟 + 𝛼) Γ(2𝑟 + 𝛼/2) Γ(𝑛+ 1)Γ(𝛼)

2𝛼 Γ(𝑛+ 𝛼+ 1)Γ(𝑟 + 1)Γ(𝛼/2)
=

(2𝑟 + 𝛼) Γ(2𝑟 +𝑚) Γ(𝑛+ 1)Γ(𝛼)

2𝛼 Γ(𝑛+ 𝛼+ 1)Γ(𝑟 + 1)Γ(𝑚)
.

Если 𝑟 = 𝑠 = 0, то (см. [3], Теорема 2) оптимальный инвариантный последо-
вательный план ∆0 = ∆(𝜏0, 𝜃𝜏0) оценивания параметра сдвига равномерного на
(𝜃 − 1/2, 𝜃 + 1/2) распределения имеет вид :

𝜏0 = min{𝑘 ⩾ 2 : 𝑥
(𝑘)
𝑘 − 𝑥

(1)
𝑘 ⩾ 1− 2/𝑛} 𝜃𝜏0 = (𝑥(1)𝜏0 + 𝑥(𝜏0)𝜏0 )/2 ,

для которого E𝜃(𝜏0) = 𝑛,и

E𝜃((𝜃𝑛 − 𝜃)𝛼) =
Γ(𝑛+ 1)Γ(𝛼+ 1)

2𝛼Γ(𝑛+ 𝛼+ 1)
∼ Γ(𝛼+ 1)

2𝛼𝑛𝛼
при 𝑛→ ∞.

Моменты нечетного порядка равны нулю, то есть если 𝛼 = 2𝑚 + 1, то
E𝜃((𝜃𝑛 − 𝜃)𝛼) = 0.

В случае 𝑟 = 𝑠 ̸= 0 оптимальный инвариантный последовательный план
∆0 = ∆(𝜏0, 𝜃𝜏0) оценивания параметра сдвига равномерного на (𝜃 − 1/2, 𝜃 + 1/2)
распределения имеет вид:

𝜏0 = min{𝑘 ⩾ 2𝑟 + 2 : 𝑥
(𝑘)
𝑘 − 𝑥

(1)
𝑘 ⩾ 1− (2𝑟 + 2)/𝑛} 𝜃𝜏0 = (𝑥(𝑟)𝜏0 + 𝑥(𝜏0−𝑟)

𝜏0 )/2 ,

для которого также 𝐸𝜃(𝜏0) = 𝑛. Следовательно

E𝜃((𝜃𝑛 − 𝜃)𝛼) =
Γ(𝑛+ 1)Γ(𝛼+ 1)

2𝛼Γ(𝑛+ 𝛼+ 1)
∼ Γ(𝛼+ 1)

2𝛼𝑛𝛼
при 𝑛→ ∞.
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Вернемся к последовательному плану оценивания по полной выборке и рас-
смотрим случайную величину 𝜏0, определенную следующим образом:
𝜏0 = min{𝑘 ⩾ 2 : 𝑥

(𝑘)
𝑘 − 𝑥

(1)
𝑘 ⩾ 1− 𝜀}, 𝜀 = 2/𝑛 и событие 𝐴𝑘 = {𝑥(𝑘)𝑘 − 𝑥

(1)
𝑘 < 1− 𝜀}.

Тогда (𝜏0 = 𝑘) = 𝐴𝑘−1 ∩ 𝐴𝑘 и P(𝜏0 = 𝑘) = P(𝐴𝑘−1) − P(𝐴𝑘), так как 𝐴𝑘 ⊂ 𝐴𝑘−1.
Используя плотность распределения размаха 𝑤 = 𝑥

(𝑘)
𝑘 − 𝑥

(1)
𝑘 для равномерного на

(0, 1) распределения, получаем

P(𝐴𝑘) =

1−𝜀�

0

𝑘(1− 𝑘)𝑤𝑘−2(1− 𝑤) 𝑑𝑤 = 𝑘(1− 𝜀)𝑘−1 − (𝑘 − 1)(1− 𝜀)𝑘,

поэтому
P(𝜏0 = 𝑘) = (𝑘 − 1)(1− 𝜀)𝑘−2𝜀2, 𝑘 = 𝑞 + 1, 𝑞 + 2, ...,

т.е. отрицательное биномиальное распределение с параметрами (2, 𝜀).
Найдем характеристическую функцию 𝜙1(𝑡) величины 𝑛 (𝜃𝑛 − 𝜃) при 𝑛→ ∞).

Имеем:

𝜙1(𝑡) = 1 +

∞∑︁
𝑚=1

Γ(2𝑘 + 1)

2 2𝑘
· (−𝑡

2)𝑘

(2𝑘)!
=

∞∑︁
𝑘=0

(︂
− 𝑡

2

2

)︂𝑘

=
2

2 + 𝑡2
,

что является характеристической функцией распределения Лапласа с плотностью
𝜆(𝑥) = 1√

2
𝑒−| 𝑥 |

√
2, 𝑥 ∈ R.

Пусть 𝐿1(𝜏, 𝛿𝜏 , 𝜃) и 𝐿2(𝜏, 𝛿𝜏 , 𝜃) – неотрицательные измеримые функции потерь
(необязательно выпуклые) от принятия последовательного плана ∆ = (𝜏, 𝛿𝜏 ), ко-
гда истинное значение параметра равно 𝜃. Пусть

0 < E𝜃(𝐿1(𝜏, 𝛿𝜏 , 𝜃)) <∞, 0 < E𝜃(𝐿2(𝜏, 𝛿𝜏 , 𝜃)) <∞.

Лемма 1. Пусть существует при каждом 𝜃 такой план ∆𝑐, что

E𝜃(𝐿1(∆𝑐, 𝜃) + 𝑐𝐿2(∆𝑐, 𝜃)) = inf
Δ

E𝜃(𝐿1(∆, 𝜃) + 𝑐𝐿2(∆, 𝜃)), (10)

и пусть функции 𝑞𝜃(𝑐) = E𝜃(𝐿2(∆𝑐, 𝜃)), 𝑄𝜃(𝑐) = E𝜃(𝐿1(∆𝑐, 𝜃)) – функции ограни-
ченной вариации, причем существуют обратные функции 𝑞−1

𝜃 (𝑐) и 𝑄−1
𝜃 (𝑐). Тогда

𝑄𝜃(𝑐) = −
𝑐�

0

𝑥 𝑑𝑞𝜃(𝑥) =

∞�

E𝜃(𝐿2(Δ𝑐,𝜃))

𝑞−1
𝜃 (𝑦) 𝑑𝑦, (11)

𝑞𝜃(𝑐) = −
𝑐�

0

𝑥−1 𝑑𝑄𝜃(𝑥) =

∞�

E𝜃(𝐿1(Δ𝑐,𝜃))

(𝑄−1
𝜃 (𝑦))−1 𝑑𝑦. (12)

Доказательство. Докажем соотношение (11), соотношение (12) доказывается ана-
логично.

Если 𝑐1 ̸= 𝑐, то из (10) следует, что{︃
𝑄𝜃(𝑐) + 𝑐 𝑞𝜃(𝑐) ⩽ 𝑄𝜃(𝑐1) + 𝑐 𝑞𝜃(𝑐1),

𝑄𝜃(𝑐1) + 𝑐1𝑞𝜃(𝑐1) ⩽ 𝑄𝜃(𝑐) + 𝑐1 𝑞𝜃(𝑐),



ОЦЕНИВАНИЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ ПО ВЫБОРКАМ СЛУЧАЙНОГО... 17

откуда имеем {︃
𝑄𝜃(𝑐)−𝑄𝜃(𝑐1) + 𝑐 ( 𝑞𝜃(𝑐)− 𝑞𝜃(𝑐1) ) ⩽ 0,

𝑄𝜃(𝑐)−𝑄𝜃(𝑐1) + 𝑐1 ( 𝑞𝜃(𝑐)− 𝑞𝜃(𝑐1) ) ⩾ 0.

Разобьем отрезок [0, 𝑐] точками 0 ≡ 𝑐0 < 𝑐1 . . . < 𝑐𝑘 < 𝑐 ≡ 𝑐𝑘+1. Учитывая, что
𝑄𝜃(0) = 0, складывая последовательно предыдущие неравенства, мы получаем⎧⎪⎨⎪⎩

𝑄𝜃(𝑐) +
∑︀

𝑖: 0⩽𝑐𝑖⩽𝑐

𝑐𝑖 ( 𝑞𝜃(𝑐𝑖)− 𝑞𝜃(𝑐𝑖+1) ) ⩽ 0,

𝑄𝜃(𝑐) +
∑︀

𝑖: 0⩽𝑐𝑖⩽𝑐

𝑐𝑖 ( 𝑞𝜃(𝑐𝑖)− 𝑞𝜃(𝑐𝑖+1) ) ⩾ 0.

Так как функция 𝑔(𝑥) = 𝑥 – непрерывна, а 𝑞𝜃(𝑐) есть функция ограниченной
вариации, то ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑄𝜃(𝑐) +
𝑐�
0

𝑥 𝑑𝑞𝜃(𝑥) ⩽ 0,

𝑄𝜃(𝑐) +
𝑐�
0

𝑥 𝑑𝑞𝜃(𝑥) ⩾ 0.

Последние неравенства совместимы, только если

𝑄𝜃(𝑐) = −
𝑐�

0

𝑥 𝑑𝑞𝜃(𝑥),

что составляет утверждение леммы.

Пусть 𝜏(𝑐) момент остановки, для которого

E 𝜃 ( | 𝑡𝜏(𝑐) − 𝜃 |𝛼) + 𝑐E 𝜃(𝜏(𝑐)) = min
𝜏

{E 𝜃 ( | 𝑡𝜏 − 𝜃 |𝛼) + 𝑐E 𝜃(𝜏)},

и пусть
𝑄(𝑐) = E 𝜃 ( | 𝑡𝜏(𝑐) − 𝜃 |𝛼), 𝑞(𝑐) = E 𝜃(𝜏(𝑐)).

В нашем случае 𝑞−1(𝑥) = 𝜇𝛼
(2𝑟 + 2)𝛼

(2𝑟 + 𝛼+ 2)𝑛𝛼
𝛼𝑥𝛼−1, где

𝜇𝛼 =
Γ(2𝑟 + 2)

Γ2(𝑟 + 1)

� 1

0

| 1/2− 𝑦 |𝛼𝑦𝑟(1− 𝑦)𝑟 𝑑𝑦,

поэтому

E 𝜃( | 𝑡𝜏𝑜 − 𝜃 |𝛼 ) = 𝜇𝛼
𝛼(2𝑟 + 2)1+𝛼

(2𝑟 + 𝛼+ 2)𝑛𝛼

1�

0

𝑡𝛼−1 𝑑𝑡 = 𝜇𝛼
(2𝑟 + 2)1+𝛼

(2𝑟 + 𝛼+ 2)𝑛𝛼
.

Заметим, что если 𝑟 = 𝑠 = 0, то 𝜇𝛼 =
1

(𝛼+ 1) 2𝛼
.

Рассмотрим последовательный план оценивания когда 𝑟 = 𝑠 = 0, определяе-
мый моментом остановки 𝜏0, для которого E(𝜃(𝜏0)) = 𝑛, с терминальным решени-
ем 𝜃𝜏0 . Для 𝜃𝜏0 моменты нечетного порядка равны 0, а моменты четного порядка
равны

E(𝜃𝛼𝜏0) =
2

𝑛𝛼(𝛼+ 1)(𝛼+ 2)
.
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Если взять треугольное распределение величины 𝜁 = 𝜉/𝑛, где 𝜉 имеет плот-
ность 𝜌(𝑥) = 1− |𝑥 |, |𝑥 | ⩽ 1, то моменты четного порядка будут равны

E(𝜁𝛼) =
2

(𝛼+ 1)(𝛼+ 2)𝑛𝛼
и выполнено условие Карлемана. Это означает, что для

𝑛 ⩾ 2, распределение величины 𝜏0(𝜃𝜏0 − 𝜃) является треугольным, имеющим огра-
ниченный носитель, т.е. легкие хвосты.

Заключение

В работе рассмотрены задачи статистического оценивания распределений по
выборкам случайного объема, когда объем и исходная выборка независимы (п.1 и
2) и задача статистического оценивания параметра сдвига равномерного распреде-
ления (п.3), в которой случайный объем выборки является моментом остановки.
Если предельные распределения статистик в первом случае имеют более тяже-
лые хвосты, нежели для выборок фиксированного объема, то в последнем случае
объем выборки, являясь случайной величиной, определяется по исходной выбор-
ке, а распределение последовательной оценки имеет треугольное распределение, у
которого легкие хвосты.
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The article is concerned with the estimating problem of a distribution func-
tion and the limiting behavior of the distance between the empirical and
theoretical laws, namely, integrated square errors and Smirnov and Kol-
mogorov statistics by the samples with random size. We suppose that this
random size and the initial sample are independent random variables and
this random variable has the generalized negative binomial distribution. We
find limiting distributions for integrated square errors of kernel distribution
function estimators by the samples with random size. It is shown that for
samples with random size the limiting distribution of the Smirnov and Kol-
mogorov statistics has more heavier tails than the Weibull and Kolmogorov
distribution function for samples with the fixed size. We propose an asymp-
totic expansion approach to naturally balance the asymptotic distribution
and random sample size. The problem of sequential estimation of the shift
parameter of the uniform distribution is considered. The negative bino-
mial distribution (samples size 𝜈) arises naturally here from a statistical
experiment of performing a series of independent trials.

Keywords: sample with random size, empirical distribution function, Kol-
mogorov statistics, sequential estimation, generalized negative binomial dis-
tribution.
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