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В работе рассмотрено асимптотическое поведение резерва организа-
ции, подверженной риску в случае, когда число факторов, приводящих
к убытку, случайно. Рассмотрено конкретное рапределение убытков,
близкое к распределению Бёрра. Проведено асимптотическое сравнение
деятельности таких организаций в терминах необходимого добавочно-
го числа таких факторов. Рассмотрены два примера, иллюстрирующие
полученные результаты. Первый пример касается максимальных по-
терь, а во втором примере рассматриваются усечённые биномиальное
и распределение Пуассона, описывающие число случайных факторов,
приводящих к потерям.
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Введение

Всюду ниже под организацией, подверженной риску, будем понимать страхо-
вую компанию (фирму), а под факторами риска ее клиентов, страхующих свои
потери. Хотя, например, под такой организацией можно рассматривать лечебное
учереждение, а под факторами риска – ее больных (в случайном числе, например,
в условиях пандемии).

Итак, рассмотрим простейшую модель страхования, в которой в течение раз-
ных отчётных периодов одинаковой длины (скажем, месяцев или лет) происходит
разное число страховых событий (страховых выплат или заключений страховых
контрактов). Подобного рода ситуации возникают, например, в медицине, когда
число пациентов с тем или иным заболеванием варьируется от года к году, в тех-
нике, когда при испытании на надежность (скажем, при определении наработки
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на отказ) разных партий приборов, число отказавших приборов в разных партиях
будет разным и заранее неопределённым. В таких ситуациях «число клиентов, ко-
торые доступны страховой компании», разумно считать случайной величиной. В
силу указанных обстоятельств вполне естественным становится изучение асимп-
тотического поведения деятельности страховой компании в случае, когда число
клиентов случайно. На естественность такого подхода, в частности, обратили вни-
мание авторы работ [1-5].

В работе [17] рассматривалось распределение с функцией распределения (ф.р.)
вида (распределение Бёрра)

𝐹 (𝑥) = 1 − 1

(1 + 𝑥𝑐)𝑘
, 𝑥 > 0, 𝑐 > 0, 𝑘 > 0.

При этом постоянные 𝑐 и 𝑘 характеризуют скорость убывания «хвостов» этого
распределения (она может быть достаточно медленной, то есть с большой веро-
ятностью возможны «большие» риски). Применению этого распределения, напри-
мер, посвящёны раздел 6 работы [17], работа [20], оно также рассмотрено в книге
[18] (стр. 242). В настоящей работе рассмотрено (технически более удобное) рас-
пределение, близкое (в смысле асимптотического поведения «хвостов») к распре-
делению Бёрра, и имеющее ф.р. вида

𝐹𝛾(𝑥) = 1 − 𝛾𝑟

𝑥𝑟
, 𝑥 ≥ 𝛾 > 0, 𝑟 > 0,

при этом параметры 𝛾 > 0 и 𝑟 > 0 могут быть сколь угодно малы.
Для этого случая в работе изучается асимптотическое поведение необходимо-

го резерва страховой компании в случае, когда число клиентов страховой фирмы
детерминированно или случайно. Результаты подобного типа содержатся в рабо-
тах [11] – [16]. Получены асимптотические разложения (а.р.) необходимого резерва
страховой компании. Проведено асимптотическое сравнение деятельности страхо-
вых компаний в терминах необходимого добавочного числа клиентов (асимптоти-
ческий дефект). Рассмотрены два примера, иллюстрирующие полученные резуль-
таты. Первый пример касается максимальных потерь (максимальная порядковая
статистика), а во втором рассматриваются усечённые биномиальное и распреде-
ление Пуассона.

1. Асимптотический дефект и его свойства

Рассмотрим две статистические процедры Π*
𝑛 и Π𝑛 с мерами качества 𝜋*

𝑛 и 𝜋𝑛
соответственно. Здесь 𝑛 – число наблюдений 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛, на которых основаны эти
процедуры. При этом предпологается, что статистическая процедура Π*

𝑛 является
в некотором смысле «оптимальной», а процедура Π𝑛 – конкурирующей. Например,
в задаче статистического оценивания в качестве меры качества обычно выступает
среднеквадратичное отклонение оценки от оцениваемой функции, тогда 𝜋*

𝑛 ≤ 𝜋𝑛,
а в задаче проверки статистичеких гипотез в качестве меры качества критериев
рассматривают их мощность и тогда 𝜋*

𝑛 ≥ 𝜋𝑛.
Обозначим через 𝑚(𝑛) необходимое число наблюдений, которое требуется про-

цедуре Π𝑚(𝑛), основанной на наблюдениях 𝑋1, . . . , 𝑋𝑚(𝑛), для достижения тако-
го же качества, что и в «лучшей» процедуре Π*

𝑛, основанной на 𝑛 наблюдени-
ях 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛. Ниже рассматривается асимптотический подход, означающий, что
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𝑛 → ∞. Под асимптотической относительной эффективностью (АОЭ) процедуры
Π𝑚(𝑛) по отношению к процедуре Π*

𝑛 понимается предел (в случае его существо-
вания и независимости от последовательности 𝑚(𝑛)) вида (см., например, [9])

𝑒 ≡ lim
𝑛→∞

𝑛

𝑚(𝑛)
.

Например, предположим, что 𝑒 = 1/3. Тогда при больших значениях числа
наблюдений 𝑛 величина 𝑚(𝑛) приближённо равна 3𝑛, поэтому процедура Π𝑚(𝑛)

для достижения такого же качества, что и процедура Π*
𝑛, требует примерно в три

раза больше наблюдений.
Вместо отношения необходимого числа наблюдений, естественно, можно было

бы рассматривать разность вида 𝑚(𝑛) − 𝑛, которая тоже имеет наглядный смысл
необходимого дополнительного числа наблюдений, требующихся процедуре Π𝑚(𝑛)

для достижения того же качества, что и в процедуре Π*
𝑛. Однако, исторически

сложилось так, что многие авторы сначала исследовали асимптотические свойства
отношения 𝑛/𝑚(𝑛) (возможно, в силу относительной простоты его поведения).

Впервые общее асимптотическое исследование поведения разности 𝑚(𝑛) − 𝑛
было предпринято в 1970 году Ходжесом и Леманом (см. работу [7]). Они назва-
ли разность 𝑚(𝑛) − 𝑛 дефектом (deficiency) конкурирующей процедуры Π𝑚(𝑛)

относительно процедуры Π*
𝑛 и предложили обозначение

𝑑𝑛 = 𝑚(𝑛) − 𝑛. (1.1)

Если предел lim𝑛→∞ 𝑑𝑛 существует, то он называется асимптотическим дефек-
том процедуры Π𝑚(𝑛) относительно процедуры Π*

𝑛 и обозначается символом 𝑑.
Часто 𝑑 называют просто дефектом Π𝑚(𝑛) относительно Π*

𝑛. Заметим, что если
АОЭ процедуры Π𝑚(𝑛) 𝑒 ̸= 1, то 𝑑 = ∞ и этот случай малоинтересен. В работе
[7] также было отмечено, что существуют статистические задачи, в которых ти-
пичным образом возникает случай 𝑒 = 1 (см., например, книгу [10] и работы [11],
[12]), то есть в этом случае понятие АОЭ не даёт ответа на вопрос какая проце-
дура лучше и понятие дефекта проясняет эту ситуацию, поскольку в этом случае
асимптотический дефект может, в принципе, быть любым.

Предположим, например, что 𝑑 = 7. Тогда для больших значений 𝑛 величи-
на 𝑚(𝑛) равна приближённо 𝑛 + 7. Чтобы получить ту же величину критерия
качества процедуре Π𝑚(𝑛) требуется примерно на семь наблюдений больше, чем
процедуре Π*

𝑛.
Таким образом, дефект процедуры Π𝑚(𝑛) относительно процедуры Π*

𝑛 показы-
вает, сколько добавочных наблюдений, примерно, требуется, если мы настаиваем
на использовании процедуры Π𝑚(𝑛) вместо процедуры Π*

𝑛, и поэтому создаёт есте-
ственный базис для их асимптотического сравнения в случае 𝑒 = 1. Исследование
асимптотического поведения дефекта 𝑑𝑛 технически более сложно, чем нахожде-
ние предела 𝑒. Часто оно требует построения асимптотических разложений (а.р.)
для соответсвующих функций, характеризующих качество оценок (см., например,
книги [8-10]).

Напомним, что статистические процедуры Π*
𝑛 и Π𝑛 имеют меры качества 𝜋*

𝑛 и
𝜋𝑛 соответственно. Тогда по определению величины 𝑑𝑛 = 𝑚(𝑛) − 𝑛, для каждого
𝑛 должно выполняться равенство

𝜋*
𝑛 = 𝜋𝑚(𝑛). (1.2)
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При решении уравнения (1.2) целочисленную величину 𝑚(𝑛) следует рассмат-
ривать как переменную, принимающую произвольные действительные значения.
Для этого можно определить функцию 𝜋𝑚(𝑛) для нецелых значений 𝑚(𝑛) по фор-
муле

𝜋𝑚(𝑛) =
(︀
1 − 𝑚(𝑛) + [𝑚(𝑛)]

)︀
𝜋[𝑚(𝑛)] +

(︀
𝑚(𝑛) − [𝑚(𝑛)]

)︀
𝜋[𝑚(𝑛)]+1

(см. работу [7]).
Типичным образом, функции 𝜋*

𝑛 и 𝜋𝑛 точно неизвестны и поэтому использу-
ются их аппроксимации. Предположим, что справедливы асимптотические разло-
жения вида

𝜋*
𝑛 =

𝑎

𝑛𝑟
+

𝑏

𝑛𝑟+𝑠
+ o

(︀
𝑛−𝑟−𝑠

)︀
, (1.3)

𝜋𝑛 =
𝑎

𝑛𝑟
+

𝑐

𝑛𝑟+𝑠
+ o

(︀
𝑛−𝑟−𝑠

)︀
, (1.4)

где 𝑎, 𝑏 и 𝑐 – некоторые постоянные не зависящие от 𝑛, а 𝑟 > 0, 𝑠 > 0 – некото-
рые константы, определяющие порядок убывания по 𝑛 этих критериев качества.
Первый член в этих асимптотических разложениях одинаков и это отражает тот
факт, что АОЭ этих процедур равна единице. Из соотношений (1.1) – (1.4) легко
получить, что (см. работу [7] или книгу [9])

𝑑𝑛 =
𝑐 − 𝑏

𝑟 𝑎
𝑛1−𝑠 + o

(︀
𝑛1−𝑠

)︀
. (1.5)

Таким образом, асимптотический дефект имеет вид

𝑑 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
±∞, 0 < 𝑠 < 1,

𝑐 − 𝑏

𝑟 𝑎
, 𝑠 = 1,

0, 𝑠 > 1.

(1.6)

Случай, когда выполняется равенство 𝑠 = 1, представляется наиболее интерес-
ным, поскольку в этом случае асимптотический дефект конечен. Ходжес и Леман
в работе [7] привели ряд простых примеров, показывающих естественность воз-
никновения этого случая в математической статистике (см., также книгу [10] и
работы [11], [12]).

В работе приняты следующие обозначения: R – множество вещественных чи-
сел, N – множество натуральных чисел.

В разделе 2 приведены результаты в случае неслучайного числа клиентов, в
разделе 3 проведено асимптотическое сравнение деятельности страховых компа-
ний в этом случае, в разделе 4 рассмотрена ситуация, когда число клиентов стра-
ховой фирмы случайно, в разделе 5 рассмотрены примеры.

2. Асимптотическое поведение необходимого резерва страховой органи-
зации в случае большого неслучайного числа клиентов

Рассмотрим страховую компанию, занимающуюся страхованием 𝑛 ∈ N кли-
ентов, риски которых описываются случайными величинами 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛 (не обя-
зательно независимыми и одинаково рапределенными). Обозначим через

𝑆𝑛 = 𝑆𝑛(𝑋1, · · · , 𝑋𝑛)
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потери страховой компании при страховании этих 𝑛 клиентов. В частном случае
эти потери могут иметь вид суммы отдельных исков клиентов

𝑆𝑛 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑋𝑖 (2.1)

или равняться их максимальному значению

𝑆𝑛 = max
1≤𝑖≤𝑛

𝑋𝑖 ≡ 𝑋(𝑛). (2.2)

Назовём 𝛼 – резервом (асимптотической 𝛼 – квантилью статистики 𝑆𝑛, 𝛼 ∈ (0, 1)
– малое число) соответствующим потерям 𝑆𝑛 величину 𝑐*𝛼(𝑛), удовлетворяющую
асимптотическому равенству

P
(︀
𝑆𝑛 ≥ 𝑐*𝛼(𝑛)

)︀
= 𝛼 + o(𝑛−2𝛽), 𝛽 > 0, 𝑛 → ∞. (2.3)

В регулярном случае, обычно, 𝛽 = 1/2 (см. работу [16]), однако здесь будет
рассмотрен случай 𝛽 = 1. Если интерпретировать статистику 𝑆𝑛 как общие
страховые требования, которые предъявляются клиентами страховой компании,
то 𝛼-резерв 𝑐*𝛼(𝑛) может рассматриваться как резервный капитал страховой ком-
пании, который ей при большом числе клиентов 𝑛 (асимптотически) с большой
вероятностью 1 − 𝛼 желательно не превышать.

Применяя формулу Тейлора, несложно получить следующий результат.
Лемма 2.1. Пусть для функции распределения статистики 𝑆𝑛 равномерно по
𝑥 ∈ R справедливо а.р. вида

P
(︀
𝑆𝑛 < 𝑥

)︀
= 𝐺*(𝑥) +

1

𝑛𝛽
𝑔*1(𝑥) +

1

𝑛2𝛽
𝑔*2(𝑥) + o(𝑛−2𝛽), 𝛽 > 0,

где 𝐺*(𝑥), 𝑔*1(𝑥), 𝑔
*
2(𝑥) – достаточно гладкие функции, тогда для 𝛼-резерва 𝑐*𝛼(𝑛)

справедливо а.р.

𝑐*𝛼(𝑛) = 𝑐*𝛼 − 𝑔*1(𝑐
*
𝛼)

𝑛𝛽 𝐺*′(𝑐*𝛼)
−

− 1

𝑛2𝛽

(︁𝐺*′′
(𝑐*𝛼)𝑔

*2
1 (𝑐*𝛼)

2(𝐺*′(𝑐*𝛼))
3

+
𝐺*′

(𝑐*𝛼)𝑔
*
2(𝑐

*
𝛼) − 𝑔*1(𝑐

*
𝛼)𝑔

*′

1 (𝑐*𝛼)

(𝐺*′(𝑐*𝛼))
2

)︁
+ o(𝑛−2𝛽),

где 𝑐*𝛼 удовлетворяет уравнению 𝐺*(𝑐*𝛼) = 1 − 𝛼.
Рассмотрим применение этой леммы в случае, когда страховая компания

страхует однотипных и независимых клиентов, а потери представлены нормиро-
ванной величиной (2.2) (случай нормированной суммы (2.1) рассмотрен в работе
[16]).

Итак, пусть 𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑛 независимые одинаково распределённые с.в., име-
ющие функцию распределения

𝐹𝛾(𝑥) ≡ P
(︀
𝑋1 < 𝑥

)︀
= 1 − 𝛾𝑟

𝑥𝑟
, 𝑥 ≥ 𝛾 > 0, 𝑟 > 0 (2.4)

и для каждого 𝑛 общие потери страховой компании имеют вид нормированной
максимальной порядковой статистики (или максимальной потери)

𝑆𝑛 = 𝑛−1/𝑟 𝑋(𝑛). (2.5)
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Лемма 2.2. Пусть независимые одинаково распределённые с.в. 𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑛

имеют функцию распределения (2.4). Тогда для функции распределения стати-
стики 𝑆𝑛 (см. (2.5)) справедливо асимптотическое разложение вида⃒⃒⃒

P
(︀
𝑆𝑛 < 𝑥

)︀
− 𝑒−𝛾𝑟/𝑥𝑟

+ 𝑒−𝛾𝑟/𝑥𝑟 𝛾2𝑟

2𝑛𝑥2𝑟
+

+ 𝑒−𝛾𝑟/𝑥𝑟 𝛾3𝑟

3𝑛2𝑥3𝑟

(︁
1 − 3𝛾𝑟

8𝑥𝑟

)︁⃒⃒⃒
≤ 𝐶𝛾 𝑒

−𝛾𝑟/𝑥𝑟

𝑛3ℎ𝑟(𝑥)
, 𝐶𝛾 > 0, 𝑥 ≥ 𝛾 > 0, 𝑛 ∈ N,

где функция ℎ𝑟(𝑥) имеет вид

ℎ𝑟(𝑥) =

{︂
𝑥2𝑟, 𝑥 > 1,
𝑥12𝑟, 𝑥 < 1.

Доказательство. По определению (2.5) статистики 𝑆𝑛 имеем

P
(︀
𝑆𝑛 < 𝑥

)︀
= 𝐹𝑛

𝛾 (𝑛
1/𝑟𝑥) =

(︁
1 − 𝛾𝑟

𝑛𝑥𝑟

)︁𝑛
= exp{𝑛 log

(︀
1 − 𝛾𝑟/𝑛𝑥𝑟

)︀
}. (2.6)

Теперь, используя разложение

log(1 + 𝑡) = 𝑡 − 𝑡2

2
+

𝑡3

3
+ 𝜌(𝑡),

где для 𝛿 > 0 существует константа 𝐶𝛿 > 0 такая, что справедливо неравенство

|𝜌(𝑡)| ≤ 𝐶𝛿 𝑡
4, |𝑡| ≤ 𝛿,

получаем (см. (2.6))

P
(︀
𝑆𝑛 < 𝑥

)︀
= exp{𝑛 log

(︀
1 − 𝛾𝑟/𝑛𝑥𝑟

)︀
} =

= exp{−𝛾𝑟/𝑥𝑟 − 𝛾2𝑟/2𝑛𝑥2𝑟 − 𝛾3𝑟/3𝑛2𝑥3𝑟 + 𝜌𝑛(𝑥)}, (2.7)

где для остаточного члена 𝜌𝑛(𝑥) справедливо неравенство

|𝜌𝑛(𝑥)| ≤ 𝐶𝛾

𝑛3𝑥4𝑟
, 𝐶𝛾 > 0.

Далее, используя неравенство

𝑒𝑡 = 1 + 𝑡 +
𝑡2

2
+ 𝜌(𝑡), |𝜌(𝑡)| ≤ 𝐶𝛿|𝑡|3, |𝑡| ≤ 𝛿,

непосредственно из соотношения (2.7) получаем

P
(︀
𝑆𝑛 < 𝑥

)︀
= exp{−𝛾𝑟/𝑥𝑟}

(︁
1 − 𝛾2𝑟/2𝑛𝑥2𝑟 − 𝛾3𝑟/3𝑛2𝑥3𝑟 + 𝜌𝑛(𝑥) +

+
(𝛾2𝑟/2𝑛𝑥2𝑟 + 𝛾3𝑟/3𝑛2𝑥3𝑟 + 𝜌𝑛(𝑥))

2

2
+ 𝜌𝑛(𝑥)

)︁
, (2.8)

где остаточный член 𝜌𝑛(𝑥) удовлетворяет неравенству

|𝜌𝑛(𝑥)| ≤ 𝐶𝛾 |𝛾2𝑟/2𝑛𝑥2𝑟 + 𝛾3𝑟/3𝑛2𝑥3𝑟 + 𝜌𝑛(𝑥)|3.

Теперь утверждение Леммы следует из соотношений (2.7) и (2.8). Лемма доказана.
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Из этих Лемм непосредственно следут а.р. для 𝛼-резерва 𝑐*𝛼(𝑛).
Лемма 2.3. Пусть выполнены условия Леммы 2.2, тогда для 𝛼-резерва 𝑐*𝛼(𝑛)
справедливо а.р.

𝑐*𝛼(𝑛) = 𝑣𝛼 +
𝑣1(𝛼)

𝑛
+
𝑣2(𝛼)

𝑛2
+ o(𝑛−2),

где
𝑣𝛼 = 𝛾 𝑙−1/𝑟(𝛼),

𝑣1(𝛼) =
𝛾

2𝑟
𝑙(𝑟−1)/𝑟(𝛼),

𝑣2(𝛼) = −𝛾 𝑙
(2𝑟−1)/𝑟(𝛼)

24𝑟

(︁
4 +

3(𝑟 + 1)

𝑟

)︁
,

𝑙(𝛼) = − log(1 − 𝛼).

3. Сравнение необходимых резервов страховых компаний при неслучай-
ном числе клиентов

В этом разделе будет проведено асимптотическое сравнение необходимых ре-
зервов двух страховых компаний в терминах необходимого добавочного числа кли-
ентов (асимптотический дефект).

Рассмотрим теперь другую страховую компанию, суммарный ущерб которой
имеет вид 𝑇𝑛 = 𝑇𝑛(𝑌1, · · · , 𝑌𝑛), и зависит от 𝑛 «потерь» 𝑌1, . . . , 𝑌𝑛, представ-
ляющих собой с.в.(с произвольным совместным распределением), описывающих
страховые требования 𝑛 клиентов этой страховой компании. Назовём 𝛼-резервом
(𝛼 ∈ (0, 1)), соответствующим нормированному ущербу 𝑇𝑛, величину 𝑐𝛼(𝑛), удо-
влетворяющую асимптотическому равенству

P
(︀
𝑇𝑛 ≥ 𝑐𝛼(𝑛)

)︀
= 𝛼 + o(𝑛−2), 𝑛 → ∞. (3.1)

Если интерпретировать величину 𝑇𝑛 как суммарные страховые требования, предъ-
являемые страховой компании 𝑛 клиентами, то 𝛼-резерв 𝑐𝛼(𝑛) может рассматри-
ваться как резервный капитал страховой компании, который ей с большой веро-
ятностью 1 − 𝛼 желательно не превышать. Здесь будет рассмотрен случай, когда
𝑌1, 𝑌2, . . . , 𝑌𝑛 независимые одинаково распределённые с.в., имеющие функцию рас-
пределения

𝐹𝛾𝑛(𝑥) ≡ P
(︀
𝑌1 < 𝑥

)︀
= 1 − 𝛾𝑟𝑛

𝑥𝑟
, 𝑥 ≥ 𝛾𝑛 > 0, 𝑟 > 0, (3.2)

𝛾𝑛 = 𝛾 +
𝑎

𝑛
+

𝑏

𝑛2
+ o(𝑛−2), 𝑎, 𝑏 ∈ R

и для каждого 𝑛 общие потери страховой компании имеют вид нормированной
максимальной порядковой статистики (или максимальной потери)

𝑇𝑛 = 𝑛−1/𝑟 𝑌(𝑛), 𝑌(𝑛) = max
1≤𝑖≤𝑛

𝑌𝑖. (3.3)
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Из Леммы 2.2 непосредственно следует
Лемма 3.1. Пусть независимые одинаково распределённые с.в. 𝑌1, 𝑌2, . . . , 𝑌𝑛 име-
ют функцию распределения (3.2), тогда для 𝛼-резерва 𝑐𝛼(𝑛) (см. (3.1)) стати-
стики 𝑇𝑛 (см. (3.3)) справедливо а.р.

𝑐𝛼(𝑛) = 𝑣𝛼 +
𝑣1(𝛼)

𝑛
++

𝑣2(𝛼)

𝑛2
+ o(𝑛−2),

где
𝑣𝛼 = 𝛾 𝑙−1/𝑟(𝛼),

𝑣1(𝛼) = 𝑎 𝑙−1/𝑟(𝛼) + 𝑣1(𝛼),

𝑣2(𝛼) =
𝑎 𝑙(𝑟−1)/𝑟(𝛼)

2𝑟
+ 𝑏 𝑙−1/𝑟(𝛼) + 𝑣2(𝛼),

𝑙(𝛼) = − log(1 − 𝛼).

Рассмотрим теперь в качестве меры качества страховой компании ее 𝛼-резерв, то
есть пусть

𝜋*
𝑛 = 𝑐*𝑛(𝛼), 𝜋𝑛 = 𝑐𝑛(𝛼).

Теперь непосредственно из Леммы 3.1 и формулы (1.6) получается формула для
асимптотического дефекта.
Следствие 3.1. Пусть выполнены условия Лемм (2.3) и (3.1) , тогда, если
𝑎 = 0, (см. (3.2)) то асимптотический дефект (добавочное число клиентов)
имеет вид

𝑑 =
𝑏 𝑙−1/𝑟(𝛼)

𝑣1(𝛼)
= − 2𝑏𝑟

log(1− 𝛼)
.

4. Случайное число клиентов

Рассмотрим случайные величины 𝑁1, 𝑁2, . . . и 𝑋1, 𝑋2, . . ., заданные на од-
ном и том же вероятностном пространстве (Ω, 𝒜, P). В рассматриваемом случае
страхования с.в. 𝑋1, 𝑋2, . . . 𝑋𝑛 интерпретируются как страховые требования
клиентов, 𝑛 – неслучайное число клиентов страховой фирмы, а с.в. 𝑁𝑛 – случай-
ное число клиентов страховой компании, зависящее от натурального параметра
𝑛 ∈ N. Например, если с.в. 𝑁𝑛 имеет геометрическое распределение вида

P(𝑁𝑛 = 𝑘) =
1

𝑛

(︁
1 − 1

𝑛

)︁𝑘−1

, 𝑘 ∈ N,

то
E 𝑁𝑛 = 𝑛 (4.1)

и, значит, среднее число клиентов, обратившихся в страховую компанию, равно 𝑛.
Условие (4.1) далее будет предполагаться всегда выполненным.

Пусть для каждого 𝑛 ∈ N с.в. 𝑁𝑛 принимает только натуральные значения
(то есть, 𝑁𝑛 ∈ N) и не зависит от последовательночти с.в. 𝑋1, 𝑋2, . . ..

Для каждого 𝑛 ∈ N, как и выше, обозначим через 𝑆𝑛 = 𝑆𝑛(𝑋1, · · · , 𝑋𝑛) обоб-
щенные потери страховой компании, то есть действительную измеримую функ-
цию, зависящую от страховах требований 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛. Для каждого 𝑛 определим
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потери страховой компании, обслуживающей случайное число клиентов 𝑁𝑛, как
𝑆𝑁𝑛

𝑆𝑁𝑛
(𝜔) ≡ 𝑆𝑁𝑛(𝜔)(𝑋1(𝜔), · · · , 𝑋𝑁𝑛(𝜔)(𝜔)), 𝜔 ∈ Ω.

Асимптотическое разложение для ф.р. случайных потерь 𝑆𝑁𝑛
описывается следу-

ющей леммой.

Лемма 4.1. Пусть выполнены условия Леммы 2.2, тогда

⃒⃒⃒
P
(︀
𝑆𝑁𝑛 < 𝑥

)︀
− 𝑒−𝛾𝑟/𝑥𝑟

+ 𝑒−𝛾𝑟/𝑥𝑟 𝛾2𝑟 E 𝑁−1
𝑛

2𝑥2𝑟
+

+ 𝑒−𝛾𝑟/𝑥𝑟 𝛾3𝑟 E 𝑁−2
𝑛

3 𝑥3𝑟

(︁
1 − 3𝛾𝑟

8𝑥𝑟

)︁⃒⃒⃒
≤

𝐶𝛾 𝑒
−𝛾𝑟/𝑥𝑟

E 𝑁−3
𝑛

3ℎ𝑟(𝑥)
, 𝐶𝛾 > 0, 𝑥 ≥ 𝛾 > 0, 𝑛 ∈ N,

где функция ℎ𝑟(𝑥) имеет вид

ℎ𝑟(𝑥) =

{︂
𝑥2𝑟, 𝑥 > 1,
𝑥12𝑟, 𝑥 < 1.

Доказательство непосредственно следует из формулы полной вероятности.

Следствие 4.1. Пусть выполнены условия Леммы 4.1 и справедливы формулы

E 𝑁𝑛 = 𝑛, E 𝑁−1
𝑛 =

1

𝑛
+

𝑎

𝑛2
+ o(𝑛−2), 𝑎 ∈ R,

E 𝑁−2
𝑛 =

𝑏

𝑛2
+ o(𝑛−2), E 𝑁−3

𝑛 = o(𝑛−2), 𝑏 ∈ R,

тогда

P
(︀
𝑆𝑁𝑛 < 𝑥

)︀
= 𝑒−𝛾𝑟/𝑥𝑟

− 𝑒−𝛾𝑟/𝑥𝑟 𝛾2𝑟

2𝑛𝑥2𝑟
−

− 𝑒−𝛾𝑟/𝑥𝑟 𝛾2𝑟

6𝑛2 𝑥2𝑟

(︁
3𝑎 +

2𝛾𝑟𝑏

𝑥𝑟

(︁
1 − 3𝛾𝑟

8𝑥𝑟

)︁)︁
+ o(𝑛−2), 𝑥 ≥ 𝛾 > 0.

Рассмотрим теперь в качестве меры качества страховой компании ее функции
распределения (при фиксированном 𝑥) в случае неслучайного и случайного числа
клиентов, то есть пусть

𝜋*
𝑛 = P

(︀
𝑆𝑛 < 𝑥

)︀
, 𝜋𝑛 = P

(︀
𝑆𝑁𝑛

< 𝑥
)︀
. (4.2)

Теперь непосредственно из Леммы 2.2, Следствия 4.1 и формулы (1.6) получается
формула для асимптотического дефекта.

Следствие 4.2. Пусть выполнены условия Следствия 4.1, тогда для асимпто-
тического дефекта (добавочное число клиентов) при мере качества (4.2) спра-
ведлива формула

𝑑 = 𝑎 − 2𝛾𝑟(1 − 𝑏)

3𝑥𝑟

(︁
1 − 3𝛾𝑟

8𝑥𝑟

)︁
.
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Следствие 4.3. Пусть выполнены условия Следствия 4.1, тогда для 𝛼 – резерва
𝑐𝛼(𝑛) статистики 𝑆𝑁𝑛 (см.(3.1)) справедливо представление

𝑐𝛼(𝑛) = 𝑣𝛼 +
𝑣1(𝛼)

𝑛
++

𝑣2(𝛼)

𝑛2
+ o(𝑛−2),

где
𝑣𝛼 = 𝛾 𝑙−1/𝑟(𝛼),

𝑣1(𝛼) =
𝛾

2𝑟
𝑙(𝑟−1)/𝑟(𝛼),

𝑣2(𝛼) =
𝛾 𝑙(𝑟−1)/𝑟(𝛼)

𝑟

(︁3𝑙2(𝛼)(1 − 𝑏)

24
+ 𝑙(𝛼)

(︁2𝑏− 3

6
− 𝑟 + 1

8𝑟

)︁
+ 𝑎

)︁
,

𝑙(𝛼) = − log(1 − 𝛼).

Рассмотрим теперь в качестве меры качества страховой компании ее 𝛼 - резерв
в случае неслучайного и случайного числа клиентов, то есть пусть

𝜋*
𝑛 = 𝑐*𝑛(𝛼), 𝜋𝑛 = 𝑐𝑛(𝛼). (4.3)

Теперь непосредственно из Леммы 2.3, Следствия 4.3 и формулы (1.6) получается
формула для асимптотического дефекта.
Следствие 4.4. Пусть выполнены условия Следствия 4.1, тогда для асимпто-
тического дефекта (добавочное число клиентов) при мере качества (4.3) спра-
ведлива формула (не зависящая ни от 𝛾, ни от 𝑟)

𝑑 =
𝑣2(𝛼) − 𝑣2(𝛼)

𝑣1(𝛼)
=

𝑙(𝛼)(𝑏 − 1)(8 − 3𝑙(𝛼))

12
+ 2𝑎.

5. Случай усеченных биномиального и распределения Пуассона

Пусть с.в. 𝑁 имеет усечённое в нуле биномиальное распределение с парамет-
рами 𝑛 и 𝑝 ∈ (0, 1), то есть

P
(︀
𝑁 = 𝑖

)︀
=

1

1 − 𝑞𝑛

(︂
𝑛

𝑖

)︂
𝑝𝑖 𝑞𝑛−𝑖, 𝑞 = 1 − 𝑝, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, (5.1)

тогда
E 𝑁 =

𝑛𝑝

1 − 𝑞𝑛

и в работе [19] (см. (2.18) - (2.20)) получены следующие асимптотические формулы

E 𝑁−1 =
1

1 − 𝑞𝑛

(︁ 1

𝑛𝑝
+

𝑞

(𝑛𝑝)2
+ O

(︀
(𝑛𝑝)−3

)︀)︁
,

E 𝑁−2 =
1

1 − 𝑞𝑛

(︁ 1

(𝑛𝑝)2
+ O

(︀
(𝑛𝑝)−3

)︀)︁
,

E 𝑁−3 =
1

1 − 𝑞𝑛

(︁ 1

(𝑛𝑝)3
+ O

(︀
(𝑛𝑝)−4

)︀)︁
.
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Определим теперь случайный индекс 𝑁𝑛 как с.в. 𝑁 с параметрами 𝑛,𝑚 ∈ N, 𝑚 –
фиксировано и 𝑝 = 1/𝑚, 𝑛 → ∞. Тогда из последних формул получаем

E 𝑁−1
𝑛 =

1

1 − (1− 1/𝑚)𝑛𝑚

(︁ 1
𝑛

+
1− 1/𝑚

𝑛2
+ O

(︀
𝑛−3

)︀)︁
=

=
1

𝑛
+

1− 1/𝑚

𝑛2
+ O

(︀
𝑛−3

)︀
,

аналогично
E 𝑁−2

𝑛 =
1

𝑛2
+ O

(︀
𝑛−3

)︀
,

E 𝑁−3
𝑛 =

1

𝑛3
+ O

(︀
𝑛−4

)︀
.

Теорема 5.1 Пусть выполнены условия Леммы 4.1 и случайный индекс 𝑁𝑛 имеет
распределение(5.1) с параметрами 𝑛,𝑚 ∈ N, 𝑚 – фиксировано и 𝑝 = 1/𝑚, 𝑛 → ∞,
тогда

P
(︀
𝑆𝑁𝑛 < 𝑥

)︀
= 𝑒−𝛾𝑟/𝑥𝑟

− 𝑒−𝛾𝑟/𝑥𝑟 𝛾2𝑟

2𝑛𝑥2𝑟
−

− 𝑒−𝛾𝑟/𝑥𝑟 𝛾2𝑟

6𝑛2 𝑥2𝑟

(︁
3(1 − 1/𝑚) +

2𝛾𝑟

𝑥𝑟

(︁
1 − 3𝛾𝑟

8𝑥𝑟

)︁)︁
+ o(𝑛−2), 𝑥 ≥ 𝛾 > 0.

Рассмотрим теперь в качестве меры качества страховой компании ее функ-
ции распределения (при фиксированном 𝑥) при неслучайном и случайном числе
клиентов, то есть пусть

𝜋*
𝑛 = P

(︀
𝑆𝑛 < 𝑥

)︀
, 𝜋𝑛 = P

(︀
𝑆𝑁𝑛

< 𝑥
)︀
. (5.2)

Теперь непосредственно из Леммы 2.2, Теоремы 5.1 и формулы (1.6) получается
формула для асимптотического дефекта.
Следствие 5.1. Пусть выполнены условия Теоремы 5.1, тогда для асимптоти-
ческого дефекта (добавочное число клиентов) при мере качества (5.2) справедли-
ва формула

𝑑 = 1 − 1

𝑚
.

Следствие 5.2. Пусть выполнены условия Следствия 5.1, тогда для 𝛼 – резерва
𝑐𝛼(𝑛) статистики 𝑆𝑁𝑛 (см.(3.1)) справедливо представление

𝑐𝛼(𝑛) = 𝑣𝛼 +
𝑣1(𝛼)

𝑛
++

𝑣2(𝛼)

𝑛2
+ o(𝑛−2),

где
𝑣𝛼 = 𝛾 𝑙−1/𝑟(𝛼),

𝑣1(𝛼) =
𝛾

2𝑟
𝑙(𝑟−1)/𝑟(𝛼),

𝑣2(𝛼) = −𝛾 𝑙
(𝑟−1)/𝑟(𝛼)

𝑟

(︁
𝑙(𝛼)

(︁1
6

+
𝑟 + 1

8𝑟

)︁
− 1 + 1/𝑚

)︁
,

𝑙(𝛼) = − log(1 − 𝛼).
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Пусть теперь в качестве меры качества страховой компании ее 𝛼 - резерв в
случае неслучайного и случайного числа клиентов, то есть пусть

𝜋*
𝑛 = 𝑐*𝑛(𝛼), 𝜋𝑛 = 𝑐𝑛(𝛼). (5.3)

Теперь непосредственно из Леммы 2.3, Теоремы 5.1 и формулы (1.6) получается
формула для асимптотического дефекта.
Следствие 5.3. Пусть выполнены условия Следствия 5.1, тогда для асимпто-
тического дефекта (добавочное число клиентов) при мере качества (5.3) спра-
ведлива формула (независящая ни от 𝛾, ни от 𝑟)

𝑑 =
𝑣2(𝛼) − 𝑣2(𝛼)

𝑣1(𝛼)
= 2

(︁
1 − 1

𝑚

)︁
.

Если с.в. 𝑀 имеет усечённое в нуле распределение Пуассона с параметром 𝜆 > 0,
то есть

P
(︀
𝑀 = 𝑖

)︀
=

𝑒−𝜆 𝜆𝑖

𝑖! (1 − 𝑒−𝜆)
, 𝑖 = 1, 2, . . . , (5.4)

то

E 𝑀 =
𝜆

1 − 𝑒−𝜆

и в работе [19] (см. (3.7)) получены следующие асимптотические формулы

E𝑀−𝑟 =
1

𝜆𝑟(1− 𝑒−𝜆)

(︁
1 +

𝑟(𝑟 + 1)

2𝜆
+
𝑟(10 + 21𝑟 + 14𝑟2 + 3𝑟3)

24𝜆2
+O

(︀
𝜆−3

)︀)︁
, 𝑟 > 0.

В этом случае определим случайный индекс 𝑁𝑛 как с.в. 𝑀 с параметрами
𝜆 = 𝑛 ∈ N, 𝑛 → ∞. Тогда из последних формул получаем

E 𝑁−𝑟
𝑛 =

1

𝑛𝑟

(︁
1 +

𝑟(𝑟 + 1)

2𝑛
+

𝑟(10 + 21𝑟 + 14𝑟2 + 3𝑟3)

24𝑛2
+ O

(︀
𝑛−3

)︀)︁
, 𝑟 > 0.

Теорема 5.2. Пусть выполнены условия Леммы 4.1 и случайный индекс 𝑁𝑛 име-
ет распределение(5.4) с параметром 𝜆 = 𝑛, тогда

P
(︀
𝑆𝑁𝑛

< 𝑥
)︀

= 𝑒−𝛾𝑟/𝑥𝑟

− 𝑒−𝛾𝑟/𝑥𝑟 𝛾2𝑟

2𝑛𝑥2𝑟
−

− 𝑒−𝛾𝑟/𝑥𝑟 𝛾2𝑟

6𝑛2 𝑥2𝑟

(︁
3 +

2𝛾𝑟

𝑥𝑟

(︁
1 − 3𝛾𝑟

8𝑥𝑟

)︁)︁
+ o(𝑛−2), 𝑥 ≥ 𝛾 > 0.

Рассмотрим теперь в качестве меры качества страховой компании ее функции
распределения (при фиксированном 𝑥) в случае неслучайного и случайного числа
клиентов, то есть пусть

𝜋*
𝑛 = P

(︀
𝑆𝑛 < 𝑥

)︀
, 𝜋𝑛 = P

(︀
𝑆𝑁𝑛

< 𝑥
)︀
. (5.5)

Теперь непосредственно из Леммы 2.2, Следствия 4.1 и формулы (1.6) получается
формула для асимптотического дефекта.
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Следствие 5.4. Пусть выполнены условия Теоремы 5.2, тогда для асимптоти-
ческого дефекта (добавочное число клиентов) при мере качества (5.5) справедли-
ва формула

𝑑 = 1.

Следствие 5.5. Пусть выполнены условия Следствия 5.4, тогда для 𝛼 – резерва
𝑐𝛼(𝑛) статистики 𝑆𝑁𝑛

(см.(3.1)) справедливо представление

𝑐𝛼(𝑛) = 𝑣𝛼 +
𝑣1(𝛼)

𝑛
+

𝑣2(𝛼)

𝑛2
+ o(𝑛−2),

где
𝑣𝛼 = 𝛾 𝑙−1/𝑟(𝛼),

𝑣1(𝛼) =
𝛾

2𝑟
𝑙(𝑟−1)/𝑟(𝛼),

𝑣2(𝛼) = −𝛾 𝑙
(𝑟−1)/𝑟(𝛼)

𝑟

(︁
𝑙(𝛼)

(︁1
6

+
𝑟 + 1

8𝑟

)︁
− 1

)︁
,

𝑙(𝛼) = − log(1 − 𝛼).

Рассмотрим теперь в качестве меры качества страховой компании ее 𝛼 - резерв
в случае неслучайного и случайного числа клиентов, то есть пусть

𝜋*
𝑛 = 𝑐*𝑛(𝛼), 𝜋𝑛 = 𝑐𝑛(𝛼). (5.6)

Теперь непосредственно из Леммы 2.3, Теоремы 5.2 и формулы (1.6) получается
формула для асимптотического дефекта.
Следствие 5.6. Пусть выполнены условия Следствия 5.5, тогда для асимпто-
тического дефекта (добавочное число клиентов) при мере качества (5.6) спра-
ведливо равенство

𝑑 = 2.

Заключение

В работе исследовано асимптотическое поведение резерва страховой компании
(организации, подверженной риску) в простейшей модели страхования в случае,
когда число факторов, приводящих к убытку (число клиентов), как случайно так
и детерминировано. Проведено асимптотическое сравнение деятельности таких
организаций в терминах необходимого добавочного числа таких факторов (кли-
ентов). Приведены явные формулы для асимптотического дефекта. Рассмотрены
два конкретных примера, иллюстрирующие полученные результаты. Первый при-
мер максимального убытка, который описывает потери страховой компании, а во
втором примере рассматриваются усеченные биномиальное распределение и рас-
пределение Пуассона, характеризующие случайное число клиентов.
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The paper considers the asymptotic behavior of the reserve of an organi-
zation subjected to risk in the case when the number of factors leading to
loss is random. Burr distribution is considered as loss distribution. An
asymptotic comparison of the activities of such organizations is carried out
in terms of the necessary additional number of such factors (asymptotic
deficiency). Two examples illustrating tne obtained results are presented.
The first example concerns extreme order statistics, and the second one
deals with the truncated Poisson and binomial distributions.

Keywords: reserve of insurance company, sample of random size, Burr
distribution, asymptotic expansions, truncated Poisson and binomial dis-
tributions, extreme order statistics, asymptotic deficiency.
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