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Настоящая статья посвящена изучению задачи Коши для дифференци-
ального уравнения второго порядка, заданного в банаховых простран-
ствах 𝐸1 → 𝐸2 с замкнутыми линейными операторными коэффициен-
тами, имеющими всюду плотные в 𝐸1 области определения. Оператор
𝐴 вырожден, из-за чего решение задачи Коши существует не при каж-
дых значениях начальных данных. Этот оператор фредгольмов с ну-
левым индексом (далее, фредгольмов). Его ядро полагается 𝑛-мерным.
Свойство фредгольмовости позволяет расщепить уравнение и условия
на соответствующие уравнение и условия в подпространствах умень-
шающихся размерностей. В правой части операторные коэффициенты
являются переменными в отличие от других работ. Исследуется случай
∆(𝑡) ̸= 0 при каждом 𝑡 ∈ [0;𝑇 ], где ∆(𝑡) — некоторая матрица, постро-
енная с помощью операторных коэффициентов. Получены условия, при
которых решение задачи существует, единственно; найдено это решение
в аналитическом виде. Приводится иллюстрирующий пример.

Ключевые слова: задача Коши, вырожденное дифференциальное
уравнение второго порядка, банахово пространство, фредгольмов опе-
ратор, разрешение уравнения, каскадная декомпозиция.
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Введение

Рассматривается задача Коши:

𝐴
𝑑2𝑢

𝑑𝑡2
= 𝐵(𝑡)

𝑑𝑢

𝑑𝑡
+ 𝐶(𝑡)𝑢(𝑡) + 𝑓(𝑡), (1)

𝑢(0) = 𝑢0 ∈ 𝐸1, 𝑢′(0) = 𝑢1 ∈ 𝐸1, (2)
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где 𝐴,𝐵(𝑡), 𝐶(𝑡) — замкнутые линейные операторы, действующие из банахова про-
странства 𝐸1 в банахово пространство 𝐸2, dom𝐴 = dom𝐵(𝑡) = dom𝐶(𝑡) = 𝐸1, 𝑓(𝑡)
— заданная функция со значениями в 𝐸2; 𝑡 ∈ T = [0;𝑇 ].

Под решением задачи (1), (2) подразумевается функция 𝑢(𝑡) ∈ 𝐸1 такая, что:
𝑢′(𝑡) ∈ 𝐸1, дважды дифференцируема и удовлетворяющая (1), (2) при каждом
𝑡 ∈ T.

Уравнениями второго порядка описывается вращение жесткого тела (уравне-
ние Ламе) [1], считывание информации с диска [2]; они встречаются в теории
вязко-упругих процессов [3] и т.д.

Уравнение (1) с вырожденным коэффициентом 𝐴 при старшей производной
исследовалось другими авторами: в работе [4] 𝐴, 𝐵, 𝐶 являются матрицами 𝑛-го
порядка; в [5] 𝐴 — нормально разрешимый фредгольмов оператор, имеющий отно-
сительно некоторой оператор-функции полный биканонический жорданов набор.
В [6] для уравнения

𝐴
𝑑2𝑢

𝑑𝑡2
= 𝐵𝑢(𝑡) + 𝑓(𝑡),

применялся метод каскадной декомпозиции (далее, МКД) в случае обратимости
некоторого оператора, построенного с помощью коэффициентов 𝐴, 𝐵. Он позво-
ляет расщепить исходное уравнение и условия на соответствующие уравнение и
условия в подпространствах уменьшающихся размерностей. Этот метод применял-
ся в работе [7] при решении задачи Коши для вырожденного дифференциального
уравнения первого порядка.

Отметим, что этим методом решена задача Коши, описывающая бесчокерный
трелёвочный захват с энергосберегающим гидроприводом [8].

Цель работы: разрешить уравнение (1); получить условия существования и
единственности решения задачи Коши (1), (2); найти решение в аналитическом
виде.

Теперь операторные коэффициенты в правой части уравнения изменяются по
времени, что в вышеперечисленных работах [4]– [6] не рассматривалось. Для ре-
шения поставленных задач также применяется МКД.

Оператор 𝐴 полагается фредгольмовым с нулевым индексом и имеющим 𝑛-
мерное ядро.

1. Необходимые сведения

Фредгольмов оператор 𝐴 : 𝐸1 → 𝐸2 вполне определяется свойством [9]:

𝐸1 = Ker𝐴⊕ Coim𝐴, 𝐸2 = Im𝐴⊕ Coker𝐴, (3)

где Ker𝐴 — ядро оператора 𝐴, Coim𝐴 — прямое дополнение к яд-
ру, Im𝐴 — образ оператора 𝐴, Coker𝐴 — прямое дополнение к образу,
dimKer𝐴 = dimCoker𝐴 = 𝑛 < ∞; сужение ̃︀𝐴 оператора 𝐴 на Coim𝐴 ∩ dom𝐴
имеет ограниченный обратный ̃︀𝐴−1 : Im𝐴→ Coim𝐴 ∩ dom𝐴.

Введем 𝑄 = 𝑄(𝐴) — проектор на Coker𝐴, полуобратный оператор
𝐴− = ̃︀𝐴−1(𝐼 −𝑄), где 𝐼 — единичный оператор в соответствующем подпростран-
стве. Зафиксируем элементы 𝑒 ∈ Ker𝐴, 𝑒 ̸= 0, 𝜙 ∈ Coker𝐴 и разложим их по
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базисам:

𝑒 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜇𝑖𝑒𝑖, 𝜙 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜈𝑖𝜙𝑖.

В Coker𝐴 вводится скалярное произведение ⟨·, ·⟩ так, что

⟨𝜙𝑖, 𝜙𝑗⟩ = 𝛿𝑖𝑗 , 𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛. (4)

Лемма 1. [10] Линейное уравнение

𝐴𝜉 = 𝜂, 𝜉 ∈ dom𝐴, 𝜂 ∈ 𝐸2,

равносильно системе:

𝜉 = 𝐴−𝜂 + 𝑒 для любого 𝑒 ∈ Ker𝐴,

⟨𝑄𝜂,𝜙𝑗⟩ = 0, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛.

2. Разрешение уравнения (1) относительно второй производной

В силу леммы 1 уравнение (1) равносильно системе:

𝑑2𝑢

𝑑𝑡2
= 𝐴−𝐵(𝑡)

𝑑𝑢

𝑑𝑡
+𝐴−𝐶(𝑡)𝑢(𝑡) +𝐴−𝑓(𝑡) +

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑘𝑖(𝑡)𝑒𝑖, (5)

⟨𝑄𝐵(𝑡)
𝑑𝑢

𝑑𝑡
, 𝜙𝑗⟩+ ⟨𝑄𝐶(𝑡)𝑢(𝑡), 𝜙𝑗⟩+ ⟨𝑄𝑓(𝑡), 𝜙𝑗⟩ = 0, (6)

где функции 𝑘𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, надлежит вычислить.
Введем обозначения:

𝑑𝑖𝑗(𝑡) = ⟨𝑄𝐵(𝑡)𝑒𝑖, 𝜙𝑗⟩,

∆(𝑡) = det(𝑑𝑖𝑗(𝑡)),

𝐷
(1)
𝑖 (𝑡)(·) =

= − 1

∆(𝑡)

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑖

𝑑11(𝑡) 𝑑21(𝑡) . . . ⟨𝑄(𝐵′(𝑡) + 𝐶(𝑡) +𝐵(𝑡)𝐴−𝐵(𝑡))(·), 𝜙1⟩ . . . 𝑑𝑛1(𝑡)

𝑑12(𝑡) 𝑑22(𝑡) . . . ⟨𝑄(𝐵′(𝑡) + 𝐶(𝑡) +𝐵(𝑡)𝐴−𝐵(𝑡))(·), 𝜙2⟩ . . . 𝑑𝑛2(𝑡)

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑑1𝑛(𝑡) 𝑑2𝑛(𝑡) . . . ⟨𝑄(𝐵′(𝑡) + 𝐶(𝑡) +𝐵(𝑡)𝐴−𝐵(𝑡))(·), 𝜙𝑛⟩ . . . 𝑑𝑛𝑛(𝑡)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,
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𝐷
(0)
𝑖 (𝑡)(·) =

= − 1

∆(𝑡)

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑖

𝑑11(𝑡) 𝑑21(𝑡) . . . ⟨𝑄(𝐶 ′(𝑡) +𝐵(𝑡)𝐴−𝐶(𝑡))(·), 𝜙1⟩ . . . 𝑑𝑛1(𝑡)

𝑑12(𝑡) 𝑑22(𝑡) . . . ⟨𝑄(𝐶 ′(𝑡) +𝐵(𝑡)𝐴−𝐶(𝑡))(·), 𝜙2⟩ . . . 𝑑𝑛2(𝑡)

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑑1𝑛(𝑡) 𝑑2𝑛(𝑡) . . . ⟨𝑄(𝐶 ′(𝑡) +𝐵(𝑡)𝐴−𝐶(𝑡))(·), 𝜙𝑛⟩ . . . 𝑑𝑛𝑛(𝑡)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

Φ𝑖(𝑡) = − 1

∆(𝑡)

⎛⎜⎜⎝
𝑖

𝑑11(𝑡) 𝑑21(𝑡) . . . ⟨𝑄(𝑓 ′(𝑡) +𝐵(𝑡)𝐴−𝑓(𝑡)), 𝜙1⟩ . . . 𝑑𝑛1(𝑡)
𝑑12(𝑡) 𝑑22(𝑡) . . . ⟨𝑄(𝑓 ′(𝑡) +𝐵(𝑡)𝐴−𝑓(𝑡)), 𝜙2⟩ . . . 𝑑𝑛2(𝑡)
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑑1𝑛(𝑡) 𝑑2𝑛(𝑡) . . . ⟨𝑄(𝑓 ′(𝑡) +𝐵(𝑡)𝐴−𝑓(𝑡)), 𝜙𝑛⟩ . . . 𝑑𝑛𝑛(𝑡)

⎞⎟⎟⎠,
𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛,

𝐷(1)(𝑡)(·) = 𝐴−𝐵(𝑡)(·) +
𝑛∑︁

𝑖=1

𝐷
(1)
𝑖 (𝑡)(·)𝑒𝑖,

𝐷(0)(𝑡)(·) = 𝐴−𝐶(𝑡)(·) +
𝑛∑︁

𝑖=1

𝐷
(0)
𝑖 (𝑡)(·)𝑒𝑖,

Φ(𝑡) = 𝐴−𝑓(𝑡) +

𝑛∑︁
𝑖=1

Φ𝑖(𝑡)𝑒𝑖.

Дифференцирование соотношений (6) в предположении дифференцируемости
𝐵(𝑡), 𝐶(𝑡), 𝑓(𝑡), и подстановка в них выражения (5) приводят к системе уравнений
относительно 𝑘𝑖(𝑡):
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑘𝑖(𝑡)𝑑𝑖𝑗(𝑡) = −⟨(𝑄𝐵′(𝑡) +𝑄𝐶(𝑡) +𝑄𝐵(𝑡)𝐴−𝐵(𝑡))
𝑑𝑢

𝑑𝑡
, 𝜙𝑗⟩−

− ⟨(𝑄𝐶 ′(𝑡) +𝑄𝐵(𝑡)𝐴−𝐶(𝑡))𝑢(𝑡), 𝜙𝑗⟩ − ⟨𝑄𝐵(𝑡)𝐴−𝑓(𝑡) +𝑄𝑓 ′(𝑡), 𝜙𝑗⟩, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛.
(7)

В предположении, что при каждом 𝑡 выполнено

∆(𝑡) ̸= 0, (8)

она имеет единственное решение

𝑘𝑖(𝑡) = 𝐷
(1)
𝑖 (𝑡)

𝑑𝑢

𝑑𝑡
+𝐷

(0)
𝑖 (𝑡)𝑢(𝑡) + Φ𝑖(𝑡). (9)

Подстановка (9) в (5) приводит к уравнению

𝑑2𝑢

𝑑𝑡2
= 𝐷(1)(𝑡)

𝑑𝑢

𝑑𝑡
+𝐷(0)(𝑡)𝑢(𝑡) + Φ(𝑡). (10)

Тем самым, получен следующий результат.
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Лемма 2. Пусть выполнено условие (8), операторы 𝐵(𝑡), 𝐶(𝑡) и функция 𝑓(𝑡)
дифференцируемы при каждом 𝑡 ∈ T. Тогда уравнение (1) равносильно системе
(10), (6).

3. Задача Коши для разрешенного дифференциального уравнения вто-
рого порядка

Для уравнения (10) поставим задачу Коши:

𝑢(0) = 𝑢0, 𝑢′(0) = 𝑢1. (11)

Замены
𝑢(𝑡) = 𝑤1(𝑡), (12)
𝑑𝑤1

𝑑𝑡
= 𝑤2(𝑡) (13)

приводят это уравнение к уравнению

𝑑𝑤2

𝑑𝑡
= 𝐷(1)(𝑡)𝑤2(𝑡) +𝐷(0)(𝑡)𝑤1(𝑡) + Φ(𝑡). (14)

Обозначив

𝑤(𝑡) =

(︂
𝑤1(𝑡)
𝑤2(𝑡)

)︂
, 𝐷(𝑡) =

(︂
0 𝐼

𝐷(0)(𝑡) 𝐷(1)(𝑡)

)︂
, Ψ(𝑡) =

(︂
0

Φ(𝑡)

)︂
,

запишем систему (13), (14) как уравнение

𝑑𝑤

𝑑𝑡
= 𝐷(𝑡)𝑤(𝑡) + Ψ(𝑡). (15)

В силу замен (12), (13) начальное условие для него имеет вид:

𝑤(0) =

(︂
𝑢0

𝑢1

)︂
. (16)

Применив лемму 2 и результаты монографии [11] к задаче (15), (16), получим
следующее утверждение.

Теорема 1. Пусть выполнены условия леммы 2. Пусть операторы
𝐷(0)(𝑡), 𝐷(1)(𝑡) ограничены и сильно непрерывно дифференцируемы, функция
Φ(𝑡) непрерывна при каждом 𝑡 ∈ T. Тогда решение задачи (1), (2) существует
при выполнении условий согласования:

⟨𝑄𝐵(0)𝑢1, 𝜙𝑗⟩+ ⟨𝑄𝐶(0)𝑢0, 𝜙𝑗⟩+ ⟨𝑄𝑓(0), 𝜙𝑗⟩ = 0, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛, (17)

оно единственно и определяется первой компонентой функции

𝑤(𝑡) = 𝑉 (𝑡, 0)

(︂
𝑢0

𝑢1

)︂
+

𝑡�

0

𝑉 (𝑡, 𝑠)

(︂
0

Φ(𝑠)

)︂
𝑑𝑠, (18)

где 𝑉 (𝑡, 𝑠) — эволюционный оператор, порожденный оператором 𝐷(𝑡).
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4. Предложение

Рассматривается линейный оператор 𝒜 : R3 → R3, задаваемый матрицей

𝒜 =

⎛⎝2 5 6
6 15 18
0 0 0

⎞⎠ .

Предложение 1. Оператор 𝒜 фредгольмов.

Доказательство. Возьмем элементы 𝜉 =

⎛⎝𝜉1𝜉2
𝜉3

⎞⎠ ∈ R3, 𝜂 =

⎛⎝𝜂1𝜂2
𝜂3

⎞⎠ ∈ R3. Решив

уравнение 𝒜𝜉 = 0, построим ядро:

Ker𝒜 = {𝜉1𝑒1 + 𝜉2𝑒2}, 𝜉21 + 𝜉22 ̸= 0, 𝑒1 =

⎛⎝ 1
0
− 1

3

⎞⎠ , 𝑒2 =

⎛⎝ 0
1
− 5

6

⎞⎠ .

Тогда

Coim𝒜 =

⎧⎨⎩
⎛⎝ 0

0
1
3𝜉1 +

5
6𝜉2 + 𝜉3

⎞⎠⎫⎬⎭ .

Образ оператора 𝒜 равен

Im𝒜 =

⎧⎨⎩
⎛⎝ 𝜂1
3𝜂1
0

⎞⎠⎫⎬⎭ ,

тогда прямое дополнение к нему имеет вид:

Coker𝒜 = {(𝜂2 − 3𝜂1)𝜙1 + 𝜂3𝜙2}, 𝜙1 =

⎛⎝0
1
0

⎞⎠ , 𝜙2 =

⎛⎝0
0
1

⎞⎠ .

Нетрудно видеть, что имеют место разложения пространств 𝐸1 = 𝐸2 = R3 в
прямые суммы (3) и dimKer𝒜 = dimCoker𝒜 = 2. Проектор на Coker𝒜 равен

𝑄(𝒜) =

⎛⎝ 0 0 0
−3 1 0
0 0 1

⎞⎠ .

Он идемпотентен: 𝑄2 = 𝑄.
Теперь возьмем элементы 𝜉 ∈ Coim𝒜, 𝜂 ∈ Im𝒜. Из решения уравнения 𝐴𝜉 = 𝜂

вытекает, что между Coim𝒜 и Im𝒜 имеется взаимно однозначное соответствие, и
полуобратный оператор равен

𝒜− =

⎛⎝ 0 0 0
0 0 0
1/6 0 0

⎞⎠ .
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5. Пример

Решим задачу Коши на 𝑡 ∈ T:

2
𝑑2𝑢1
𝑑𝑡2

+ 5
𝑑2𝑢2
𝑑𝑡2

+ 6
𝑑2𝑢3
𝑑𝑡2

=
𝑑𝑢1
𝑑𝑡

+ 4
𝑑𝑢2
𝑑𝑡

+ 7
𝑑𝑢3
𝑑𝑡

+ 𝑢1(𝑡) + 𝑡,

6
𝑑2𝑢1
𝑑𝑡2

+ 15
𝑑2𝑢2
𝑑𝑡2

+ 18
𝑑2𝑢3
𝑑𝑡2

= 2
𝑑𝑢1
𝑑𝑡

− 3
𝑑𝑢2
𝑑𝑡

+ 3𝑢2(𝑡) + 5𝑢3(𝑡) + 1,

6
𝑑𝑢1
𝑑𝑡

+ 2
𝑑𝑢2
𝑑𝑡

+ 4
𝑑𝑢3
𝑑𝑡

+ 2𝑢1(𝑡) + 7𝑢2(𝑡)− 3𝑢3(𝑡) = 0,

(19)

𝑢1(0) = 𝑎1, 𝑢2(0) = 𝑎2, 𝑢3(0) = 𝑎3,

𝑢′1(0) = 𝑏1, 𝑢′2(0) = 𝑏2, 𝑢′3(0) = 𝑏3.
(20)

Задача (19), (20) — задача вида (1), (2) с операторами 𝐴,𝐵,𝐶 : R3 → R3:

𝐴 = 𝒜, 𝐵 =

⎛⎝1 4 7
2 −3 0
6 2 4

⎞⎠ , 𝐶 =

⎛⎝1 0 0
0 3 5
2 7 −3

⎞⎠ ,

функцией 𝑢(𝑡) ∈ R3:

𝑢(𝑡) =

⎛⎝𝑢1(𝑡)𝑢2(𝑡)
𝑢3(𝑡)

⎞⎠ ,

функцией 𝑓(𝑡) ∈ R3:

𝑓(𝑡) =

⎛⎝𝑡1
0

⎞⎠ ,

и начальными векторами 𝑢0, 𝑢1 ∈ R3:

𝑢0 =

⎛⎝𝑎1𝑎2
𝑎3

⎞⎠ , 𝑢1 =

⎛⎝𝑏1𝑏2
𝑏3

⎞⎠ .

Применим полученные результаты. Выше было показано, что 𝐴 фредгольмов.
Условие (8) выполнено: ∆(𝑡) = ∆ = −59/3 ̸= 0. Вычисления показывают следую-
щее:

𝐷(1) =

⎛⎝ 6/59 −57/118 131/118
139/59 328/59 303/59
−108/59 −449/118 −411/118

⎞⎠ , 𝐷(0) =

⎛⎝ 9/59 0 0
61/59 0 0
−44/59 0 0

⎞⎠ ,

Φ(𝑡) =

⎛⎝ (9𝑡+ 12)/59
(61𝑡+ 42)/59
−(44𝑡+ 39)/59

⎞⎠ .

Условия согласования (19) — это равенства:

3𝑎1 − 3𝑎2 − 5𝑎3 + 𝑏1 + 15𝑏2 + 21𝑏3 = 1,

2𝑎1 + 7𝑎2 − 3𝑎3 + 6𝑏1 + 2𝑏2 + 4𝑏3 = 0.
(21)
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Возьмем, к примеру,

𝑎1 = 7/27, 𝑎2 = −2/27, 𝑎3 = 𝑏1 = 𝑏2 = 𝑏3 = 0.

Решение задачи (19), (20) описывается формулой (18). Запишем его в приближен-
ном виде:

𝑢1(𝑡) ≈ 7/27 + 43/354 𝑡2 − 116975/563922 𝑡3,

𝑢2(𝑡) ≈ −2/27 + 1561/3186 𝑡2 + 250591/563922 𝑡3,

𝑢3(𝑡) ≈ −1361/3186 𝑡2 − 182647/563922 𝑡3.

Заключение

В работе рассмотрена задача Коши для вырожденного дифференциального
уравнения второго порядка, заданного в банаховом пространстве. Получено утвер-
ждение о разрешении уравнения относительно старшей производной. С помощью
него определены условия существования, единственности решения задачи Коши;
найдено это решение. Результаты проиллюстрированы примером.
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This article is devoted to the study of the Cauchy problem for a second-
order differential equation given in Banach spaces 𝐸1 → 𝐸2 with closed
linear operator coefficients that are everywhere dense in the 𝐸1 domain
of definition. The operator 𝐴 is degenerate, which is why the solution
of the Cauchy problem does not exist for every value of the initial data.
This operator is Fredholm with zero index (hereinafter, Fredholm). Its
kernel is assumed to be 𝑛-dimensional. The Fredholm property allows one
to split the equation and conditions into the corresponding equations and
conditions in subspaces of decreasing dimensions. On the right hand side,
the operator coefficients are variable, which is different from other works.
We study the case ∆(𝑡) ̸= 0 for each 𝑡 ∈ [0;𝑇 ], where ∆(𝑡) is some matrix
constructed using operator coefficients. Conditions obtained the conditions
under which the solution of the problem exists is unique; this solution is
found in analytical form. An illustrative example is given.

Keywords: Cauchy problem, second-order degeneracy differential equa-
tion, Banach space, Fredholm operator, solution of equation, cascade split-
ting.
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