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В работе изучается слабая сходимость семимартингалов, принимающих
значения в Гильбертовом пространстве, к произвольному стохастиче-
ски непрерывному процессу с независимыми приращениями. Получе-
ны достаточные условия слабой сходимости таких семимартингалов к
стохастически непрерывному семимартингалу с независимыми прира-
щениями.
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Введение

Липцер Р.Ш. и Ширяев А.Н. в [1, 2] исследовали достаточные условия слабой
сходимости последовательности семимартингалов к произвольному стохастически
непрерывному процессу с независимыми приращениями. Техника интегрирования
по семимартингалам и стохастическим мерам позволила единообразно рассмат-
ривать как случай непрерывного, так и дискретного времени. В частности, эта
«семимартингальная схема» включает в себя традиционную схему серий, исследо-
ванную во многих работах (см. библиографию в [1,2]).

При обобщении этих результатов на бесконечномерный случай возникают не
только технические, но и совершенно новые принципиальные трудности, которые,
в основном, связаны с тем фактом, что ограниченные множества в бесконечно-
мерных пространствах не являются, вообще говоря, компактными множествами.
Важный шаг в преодолении этих трудностей при исследовании в гильбертовом
пространстве связан с фундаментальной теоремой Ю.В.Прохорова [3], в которой
были получены условия относительной компактности семейства распределений
в терминах вторых моментов. Эти результаты послужили основой для вывода
условий слабой сходимости распределений сумм независимых гильбертовозначных
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случайных величин к безгранично делимым распределениям, которые изучались
рядом авторов.

Для гильбертовозначных мартингалов и семимартингалов известны необходи-
мые и достаточные условия слабой сходимости к непрерывному гильбертовознач-
ному мартингалу [4,5]. Целью данной работы является распространение результа-
тов [1] на случай семимартингалов со значениями в Гильбертовом пространстве.

1. Основные определения и вспомогательные результаты

Пусть на полном вероятностном пространстве (Ω,ℱ ,P) выделено неубывающеe
непрерывноe справа семейство 𝜎-алгебр 𝐹 = (ℱ𝑡)𝑡≥0 и 𝑋 = (𝑋𝑡,F𝑡;H) - семимар-
тингал, принимающий значения в гильбертовом пространстве H.

Обозначим через 𝜇 = 𝜇 (𝑑𝑡, 𝑑𝑥) целочисленную случайную меру скачков семи-
мартингала 𝑋 и 𝜈 = 𝜈(𝑑𝑠, 𝑑𝑥) - ее компенсатор [6]:

𝜇 ((0, 𝑡],Γ) =
∑︁

0<𝑠≤𝑡

𝐼 (∆𝑋𝑠 ∈ Γ) , Γ ∈ ℬ (H∖ {0}) ,

где ℬ − 𝜎-алгебра борелевских множеств.
Напомним, что для гильбертовозначных семимартингалов справедливо следу-

ющее каноническое разложение [7]:

𝑋𝑡 = 𝑋0 +𝐵𝑡 +𝑀𝑡 +

� 𝑡

0

�
‖𝑥‖≤1

𝑥𝑑(𝜇− 𝜈) +

� 𝑡

0

�
‖𝑥‖>1

𝑥𝜇 (𝑑𝑠, 𝑑𝑥) , (1)

где 𝐵 = (𝐵𝑡,ℱ𝑡;H) - предсказуемый процесс с локально интегрируемой вариацией,
𝑀 = (𝑀𝑡,ℱ𝑡;H) - непрерывный локальный мартингал, 𝜇 = 𝜇(𝑑𝑠, 𝑑𝑥) - мера скачков
семимартингала 𝑋 и 𝜈 = 𝜈(𝑑𝑠, 𝑑𝑥) - ее компенсатор.

Для гильбертовозначного процесса 𝑋 для 𝑖 ≥ 1 через 𝑥𝑖 будем обозначать дей-
ствительные процессы, определяемые равенствами (𝑥𝑖)𝑡 = (𝑒𝑖, 𝑋𝑡), где {𝑒𝑖} - орто-
нормированный базис в гильбертовом пространстве H, т.е. 𝑋𝑡 = ((𝑥1)𝑡, (𝑥2)𝑡, · · · ).

Тогда локально квадратично интегрируемому гильбертовозначному мартин-
галу 𝑀 соответствует набор предсказуемых действительных процессов локально
интегрируемой вариации (< 𝑚𝑖,𝑚𝑗 >)𝑖,𝑗≥1 таких, что 𝑚𝑖𝑚𝑗− < 𝑚𝑖,𝑚𝑗 > - ло-
кальный мартингал; < 𝑚𝑖 >≡< 𝑚𝑖,𝑚𝑖 > . Заметим [8], что

< 𝑀 >𝑡=

∞∑︁
𝑖=1

< 𝑚𝑖 >𝑡 .

По аналогии с конечномерным случаем набор (𝐵, (< 𝑚𝑖,𝑚𝑗 >)𝑖,𝑗≥1, 𝜈) будет
называться триплетом локальных характеристик семимартингала 𝑋. Следует
отметить, что этот триплет определяется по процессу 𝑋 единственным образом.

Если семимартингал 𝑋 является стохастически непрерывным, то его триплет
будет непрерывным: P-п.н. функции (𝐵𝑡)𝑡≥0, (< 𝑚𝑖,𝑚𝑗 >𝑡)𝑡≥0, 𝑖, 𝑗 ≥ 1 непрерыв-
ны, а 𝜈({𝑡},H ∖ 0) = 0, 𝑡 > 0.

Если семимартингал 𝑋 является процессом с независимыми приращениями,
то его триплет будет детерминированным.
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Таким образом, если семимартингал 𝑋 является стохастически непрерывным
процессом с независимыми приращениями, то триплет (𝐵, (< 𝑚𝑖,𝑚𝑗 >)𝑖,𝑗≥1, 𝜈) бу-
дет детерминированным и непрерывным.

Пусть 𝑆 - непустое подмножество R+ = [0,∞). Для обозначения слабой сходи-
мости конечномерных распределений 𝑋𝑛 к конечномерным распределениям 𝑋,
определяемых ограничениями на моменты времени из 𝑆, используется запись

𝑋𝑛 𝐷𝑓 (𝑆)−−−−→ 𝑋.

Если 𝑆 = R+, то пишем 𝑋𝑛 𝐷𝑓−−→ 𝑋.
Слабую сходимость 𝑋𝑛 к 𝑋 в пространстве (D(H),𝒟) с топологией Скорохода

будем обозначать 𝑋𝑛 𝐷−→ 𝑋.

2. Основные результаты

Теорема 1. Пусть 𝑋𝑛 = (𝑋𝑛
𝑡 ,F

𝑛
𝑡 ;H), 𝑛 ≥ 1 - семимартингалы с триплета-

ми (𝐵𝑛, (< 𝑚𝑖,𝑚𝑗 >
𝑛)𝑖,𝑗≥1, 𝜈

𝑛) и 𝑋 = (𝑋𝑡,F𝑡;H) - семимартингал с триплетом
(𝐵, (< 𝑚𝑖,𝑚𝑗 >)𝑖,𝑗≥1, 𝜈), являющийся стохастически непрерывным процессом с
независимыми приращениями.

Пусть выполнено условие

𝑋𝑛
0

𝑑−→ 𝑋0. (2)

a) Если для любых 𝑡 ∈ 𝑆 ⊂ R+ выполнены условия

𝐵𝑛
𝑡

𝑃−→ 𝐵𝑡, (3)

lim
𝜀→0

lim sup
𝑛

P(|< 𝑚𝑛𝜖
𝑖 ,𝑚𝑛𝜖

𝑗 >𝑡 − < 𝑚𝑖,𝑚𝑗 >𝑡|> 𝑎) = 0, 𝑎 > 0, 𝑖, 𝑗 ≥ 1; (4)

lim
𝜀→0

lim sup
𝑛

P(|< 𝑀𝑛𝜀 >𝑡 − < 𝑀 >𝑡|> 𝑎) = 0, 𝑎 > 0; (5)

для любой непрерывной ограниченной функции 𝑓 = 𝑓(𝑥) равной нулю в некоторой
окрестности нуля� 𝑡

0

�
H∖{0}

𝑓(𝑥)𝜈𝑛(𝑑𝑠, 𝑑𝑥)
𝑃−→

� 𝑡

0

�
H∖{0}

𝑓(𝑥)𝜈(𝑑𝑠, 𝑑𝑥), (6)

𝜈(R+, {‖ 𝑥 ‖= 1}) = 0; (7)

sup
𝑜<𝑠≤𝑡

𝜈𝑛({𝑠}, {‖ 𝑥 ‖> 𝜀}) 𝑃−→ 0, 𝜀 > 0, 𝑡 ∈ R+; (8)

то 𝑋𝑛 𝐷𝑓 (𝑆)−−−−→ 𝑋.
b) Если условия (3),(4),(5),(6) и (7) выполнены для любых 𝑡 ∈ R+,

то 𝑋𝑛 𝐷𝑓−−→ 𝑋.
c) Если для любых 𝑡 ∈ R+ выполнено условие

sup
𝑜<𝑠≤𝑡

‖ 𝐵𝑛
𝑠 −𝐵𝑠 ‖

𝑃−→ 0, (9)

и условия (4),(5),(6) и (7),

то 𝑋𝑛 𝐷−→ 𝑋.
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Замечание 1. Для конечномерного пространства H условие (5) вытекает из усло-
вия (4).

Доказательство. В силу [9] распределение процессов 𝑋𝑛, 𝑛 ≥ 1, относительно

компактны, поэтому для доказательства сходимости 𝑋𝑛 𝐷−→ 𝑋 достаточно пока-

зать сходимость конечномерных распределений (𝑋𝑛 𝐷𝑓−−→ 𝑋).
Для произвольного 𝑘 ≥ 0 и 0 ≤ 𝑡0 < 𝑡1 < ... < 𝑡𝑘 < ∞, ℎ𝑖 ∈ H, 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘,

рассмотрим процессы

𝑌 𝑛
𝑡 = (ℎ0, 𝑋

𝑛
0 )+

𝑘∑︁
𝑖=1

(ℎ𝑖, 𝑋
𝑛
𝑡𝑖∧𝑡−𝑋𝑛

𝑡𝑖−1∧𝑡), 𝑌𝑡 = (ℎ0, 𝑋0)+

𝑘∑︁
𝑖=1

(ℎ𝑖, 𝑋𝑡𝑖∧𝑡−𝑋𝑡𝑖−1∧𝑡). (10)

Так как в силу первой части теоремы 1 [9] конечномерные распределения про-

цессов 𝑋𝑛, 𝑛 ≥ 1, относительно компактны, то для сходимости (𝑋𝑛 𝐷𝑓 (𝑆)−−−−→ 𝑋) (в

частности, (𝑋𝑛 𝐷𝑓−−→ 𝑋)) достаточно [3] показать, что (𝑌 𝑛
𝑇

𝑑−→ 𝑌𝑇 ) для любого 𝑇 ∈ 𝑆
и 𝑡𝑖 ∈ 𝑆, 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘. Для этого проверим, что для действительных семимартингалов
𝑌, 𝑌 𝑛, 𝑛 ≥ 1, выполняются соответствующие условия теоремы 1 в [1] при 𝑡 = 𝑇 .
Легко видеть, что достаточно проверить это для

𝑌 𝑛 = (ℎ,𝑋𝑛), 𝑌 = (ℎ,𝑋), ℎ ∈ H. (11)

Заметим (подробнее см. [10]), что для любого ℎ ∈ H существует 𝑎 ≥ 1 такое, что

𝜈(R+, {|(ℎ, 𝑥)|= 𝑎}) = 0. Так как для любого 𝛼 > 0 сходимость (ℎ,𝑋𝑛
𝑇 )

𝑑−→ (ℎ,𝑋𝑇 )

эквивалентна (𝛼ℎ,𝑋𝑛
𝑇 )

𝑑−→ (𝛼ℎ,𝑋𝑇 ), то выбором 𝛼 > 0 можно добиться выполнения
условий

𝜈(R+, {|(ℎ, 𝑥)|= 1}) = 0; ‖ℎ‖ ≤ 1, (12)

которые далее будут предполагаться выполненными.
𝑌, 𝑌 𝑛, 𝑛 ≥ 1, - действительные семимартингалы, следовательно, они допус-

кают канонические представления (1) с триплетами локальных характеристик
(𝛽,< 𝑚 >, 𝜈), (𝛽𝑛, < 𝑚𝑛 >, 𝜈𝑛), 𝑛 ≥ 1.

С другой стороны, из соотношений (11), (1) получаем

𝑌 𝑛
𝑇 = (ℎ,𝑋𝑛

0 ) + [(ℎ,𝐵𝑛
𝑇 ) +

� 𝑇

0

�
‖𝑥‖>1,|(ℎ,𝑥)|≤1

(ℎ, 𝑥) 𝑑𝜈𝑛]+ (13)

+(ℎ,𝑀𝑛1
𝑇 ) +

� 𝑇

0

�
‖𝑥‖>1,|(ℎ,𝑥)|≤1

(ℎ, 𝑥) 𝑑(𝜇𝑛 − 𝜈𝑛) +

� 𝑇

0

�
|(ℎ,𝑥)|>1

(ℎ, 𝑥) 𝑑𝜇𝑛

𝑌𝑇 = (ℎ,𝑋0) + [(ℎ,𝐵𝑇 ) +

� 𝑇

0

�
‖𝑥‖>1,|(ℎ,𝑥)|≤1

(ℎ, 𝑥) 𝑑𝜈] + (ℎ,𝑀𝑇 )+ (14)

+(ℎ,𝑀𝑑
𝑇 ) +

� 𝑇

0

�
‖𝑥‖>1,|(ℎ,𝑥)|≤1

(ℎ, 𝑥) 𝑑(𝜇− 𝜈) +

� 𝑇

0

�
|(ℎ,𝑥)|>1

(ℎ, 𝑥) 𝑑𝜇.

Таким образом, согласно теореме 1 из [1] для сходимости 𝑌 𝑛
𝑇

𝑑−→ 𝑌𝑇 достаточно
проверить выполнение следующих условий

(ℎ,𝑋𝑛
0 )

𝐷−→ (ℎ,𝑋0), (15)
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(ℎ,𝐵𝑛
𝑇 )

𝑃−→ (ℎ,𝐵𝑇 ),

� 𝑇

0

�
‖𝑥‖>1,|(ℎ,𝑥)|≤1

(ℎ, 𝑥) 𝑑𝜈𝑛 →
� 𝑇

0

�
‖𝑥‖>1,|(ℎ,𝑥)|≤1

(ℎ, 𝑥) 𝑑𝜈 (16)

lim
𝜀↓0

lim sup
𝑛→∞

P(| < (ℎ,𝑀𝑛𝜖) >𝑇 − < (ℎ,𝑀) >𝑇 |> 𝑎) = 0, 𝑎 > 0, (17)

lim
𝜀↓0

lim sup
𝑛→∞

P(|<
� 𝑇

0

�
‖𝑥‖>𝜀,|(ℎ,𝑥)|≤𝜀

(ℎ, 𝑥) 𝑑(𝜇𝑛 − 𝜈𝑛) >| > 𝑎) =

lim
𝜀↓0

lim sup
𝑛→∞

P(|
� 𝑇

0

�
‖𝑥‖>𝜀,|(ℎ,𝑥)|≤𝜀

(ℎ, 𝑥)2 𝑑𝜈𝑛− (18)

−
∑︁

0<𝑠≤𝑡

(

� 𝑇

0

�
‖𝑥‖>𝜀,|(ℎ,𝑥)|≤𝜀

(ℎ, 𝑥)𝜈𝑛({𝑠}, 𝑑𝑥))2| > 𝑎} = 0;

для любой непрерывной ограниченной функции 𝑓 = 𝑓(𝑥), равной нулю в некото-
рой окрестности нуля

� 𝑇

0

�
R
𝑓(𝑦)𝑑𝜈𝑛 →

� 𝑇

0

�
R
𝑓(𝑦)𝑑𝜈, (19)

sup
0<𝑠≤𝑡

𝜈𝑛({𝑠}, |𝑦| > 𝜀) → 0, 𝜀 ∈ (0, 1], 𝑡 ∈ R+. (20)

Условие (15) и первое условие (16) согласно следствию 1 из теоремы 5.1 [11]
вытекают из условий (2) и (3), соответственно.

Для проверки второго условия (16) рассмотрим множество непрерывных функ-
ций 𝑓𝛿(𝑥), |𝑓𝛿(𝑥)| ≤ 1 таких, что

𝑓𝛿(𝑥)𝐼(‖𝑥‖ > 1− 𝛿)𝐼(|(ℎ, 𝑥)| < 1 + 𝛿) = 𝑓𝛿(𝑥),

𝑓𝛿(𝑥)𝐼(‖𝑥‖ ≥ 1)𝐼(|(ℎ, 𝑥)| ≤ 1) = (ℎ, 𝑥).

Введём также обозначения:

𝐴𝛿 = {1− 𝛿 < ‖𝑥‖ ≤ 1} ∪ {1 < |(ℎ, 𝑥)| < 1 + 𝛿},

𝐵𝛿 = {1 < ‖𝑥‖ < 1 + 𝛿} ∪ {1− 𝛿 < |(ℎ, 𝑥)| ≤ 1}, (21)

𝐷𝜀 = {‖𝑥‖ > 𝜀} ∩ {|(ℎ, 𝑥)| ≤ 𝜀}, 𝐷 ≡ 𝐷1.

Тогда для любого 𝜂 > 0

P{|
� 𝑇

0

�
𝐷

(ℎ, 𝑥)𝑑𝜈𝑛 −
� 𝑇

0

�
𝐷

(ℎ, 𝑥)𝑑𝜈| > 𝜂} ≤

≤ P{|
� 𝑇

0

�
𝐷∪𝐴𝛿

𝑓𝛿(𝑥)𝑑𝜈
𝑛 −

� 𝑇

0

�
𝐷∪𝐴𝛿

𝑓𝛿(𝑥)𝑑𝜈| >
𝜂

3
}+ (22)

+P{
� 𝑇

0

�
𝐴𝛿

𝑑𝜈 >
𝜂

3
}+P{

� 𝑇

0

�
𝐴𝛿

|𝑓𝛿(𝑥)|𝑑𝜈𝑛 >
𝜂

3
}.

Рассмотрим непрерывную функцию 𝑓*
𝛿 (𝑥), такую что

𝑓*
𝛿 (𝑥)𝐼(𝐴𝛿 ∪𝐵𝛿) = 𝑓*

𝛿 (𝑥) ≥ |𝑓𝛿(𝑥)|𝐼(𝐴𝛿).
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Тогда

P{
� 𝑇

0

�
𝐴𝛿

|𝑓𝛿(𝑥)|𝑑𝜈𝑛 >
𝜂

3
} ≤ P{

� 𝑇

0

�
𝐴𝛿∪𝐵𝛿

𝑑𝜈 >
𝜂

6
}+ (23)

+P{|
� 𝑇

0

�
𝐴𝛿∪𝐵𝛿

𝑓*
𝛿 (𝑥)𝑑𝜈

𝑛 −
� 𝑇

0

�
𝐴𝛿∪𝐵𝛿

𝑓*
𝛿 (𝑥)𝑑𝜈| >

𝜂

6
}.

Таким образом, в соответствии с (22) и (23), достаточно выбрать (в cилу усло-
вия (6) и (12)) такое 𝛿0 = 𝛿0(𝜂), что

P{
� 𝑇

0

�
𝐴𝛿0

∪𝐵𝛿0

𝑑𝜈 >
𝜂

6
} <

𝜂

4

и такое 𝑛0 = 𝑛0(𝜂), что

sup
𝑛≥𝑛0

P{|
� 𝑇

0

�
𝐷∪𝐴𝛿0

𝑓𝛿0(𝑥)𝑑𝜈
𝑛 −

� 𝑇

0

�
𝐷∪𝐴𝛿0

𝑓𝛿0(𝑥)𝑑𝜈| >
𝜂

3
} <

𝜂

4
,

sup
𝑛≥𝑛0

P{|
� 𝑇

0

�
𝐴𝛿0

∪𝐵𝛿0

𝑓*
𝛿0(𝑥)𝑑𝜈

𝑛 −
� 𝑇

0

�
𝐴𝛿0

∪𝐵𝛿0

𝑓*
𝛿0(𝑥)𝑑𝜈| >

𝜂

6
} <

𝜂

4
.

Первое условие (17) вытекает из условий (4) и (5). Далее, так как

(

�
𝐷𝜀

(ℎ, 𝑥)𝜈𝑛({𝑠}, 𝑑𝑥))2 ≤
�
𝐷𝜀

(ℎ, 𝑥)2𝜈𝑛({𝑠}, 𝑑𝑥),

то для любого 𝑎 > 0

P{|
� 𝑇

0

�
𝐷𝜀

(ℎ, 𝑥)2𝑑𝜈𝑛 −
∑︁

0<𝑠≤𝑡

(

�
𝐷𝜀

(ℎ, 𝑥)𝜈𝑛({𝑠}, 𝑑𝑥))2| > 𝑎} ≤

≤ P{
� 𝑇

0

�
𝐷𝜀

(ℎ, 𝑥)2𝑑𝜈𝑛 >
𝑎

2
}. (24)

Рассмотрим непрерывную функцию 𝑓𝜀(𝑥) такую, что

0 ≤ 𝑓𝜀(𝑥) ≤ 𝜀 ∧ ‖𝑥‖2, 𝑓𝜀(𝑥)𝐼(‖𝑥‖ >
𝜀

2
) = 𝑓𝜀(𝑥) ≥ ((ℎ, 𝑥)2 ∧ 𝜀)𝐼(‖𝑥‖ > 𝜀).

Тогда

P{
� 𝑇

0

�
𝐷𝜀

(ℎ, 𝑥)2𝑑𝜈𝑛 >
𝑎

2
} ≤ P{

� 𝑇

0

�
‖𝑥‖>𝜀

𝑓𝜀(𝑥)𝑑𝜈
𝑛 >

𝑎

2
} ≤

≤ P{
� 𝑇

0

�
‖𝑥‖> 𝜀

2

(‖𝑥‖2 ∧ 𝜀)𝑑𝜈𝑛 >
𝑎

4
}+ (25)

+P{|
� 𝑇

0

�
‖𝑥‖> 𝜀

2

𝑓𝜀(𝑥)𝑑𝜈
𝑛 −

� 𝑇

0

�
‖𝑥‖> 𝜀

2

𝑓𝜀(𝑥)𝑑𝜈| >
𝑎

4
}.
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Таким образом, фиксируя произвольное 𝜂 > 0, выбираем 𝜀 = 𝜀(𝜂) из соотношения
(см. лемму в [7])

P{
� 𝑇

0

�
H∖{0}

(‖𝑥‖2 ∧ 𝜀)𝑑𝜈𝑛 >
𝑎

4
} <

𝜂

2

и (в силу условия (6)) такое 𝑛0 = 𝑛0(𝜂), что

sup
𝑛≥𝑛0

P{|
� 𝑇

0

�
‖𝑥‖> 𝜀

2

𝑓𝜀(𝑥)𝑑𝜈
𝑛 −

� 𝑇

0

�
‖𝑥‖> 𝜀

2

𝑓𝜀(𝑥)𝑑𝜈| >
𝑎

4
} <

𝜂

2
.

Для проверки условия (19) заметим, что для любого

Γ ∈ ℬ(R ∖ {0}), 𝜈*((0, 𝑡],Γ) =
�
H
𝐼((ℎ, 𝑥) ∈ Γ)𝜈((0, 𝑡], 𝑑𝑥)

(аналогично для 𝜈𝑛* и 𝜈𝑛), поэтому для любой действительной непрерывной огра-
ниченной функции 𝑓 = 𝑓(𝑦) в силу условия (6)

� 𝑇

0

�
R∖{0}

𝑓(𝑦)𝜈𝑛*(𝑑𝑠, 𝑑𝑦) =

� 𝑇

0

�
H∖{(ℎ,𝑥)=0}

𝑓((ℎ, 𝑥))𝜈𝑛(𝑑𝑠, 𝑑𝑦)
𝑃−→

𝑃−→
� 𝑇

0

�
H∖{(ℎ,𝑥)=0}

𝑓((ℎ, 𝑥))𝜈(𝑑𝑠, 𝑑𝑦) =

� 𝑇

0

�
R∖{0}

𝑓(𝑦)𝜈*(𝑑𝑠, 𝑑𝑦). (26)

Условие (20) вытекает из условия (8) и следующего соотношения

sup
0<𝑠≤𝑡

𝜈𝑛*({𝑠}, |𝑦| > 𝜀) ≤ sup
0<𝑠≤𝑡

𝜈({𝑠}, ‖𝑥‖ >
𝜀

‖ℎ‖
)

𝑃−→ 0.

Заметим, что в случае 𝑆 = R+ (и 𝜈*({𝑡},R ∖ {0}) = 0) условие (20), как показано в
лемме 3 [1], вытекает из условия (19). Таким образом, теорема полностью доказана.

3. Следствия и замечания

Следствие 1. Если 𝑋 - непрерывный гауссовский мартингал с 𝑋0 = 0, то
𝐵 = 0, 𝜈 = 0 и из теоремы 1 автоматически вытекает справедливость функци-
ональных центральных предельных теорем для гильбертовозначных мартинга-
лов [4] и семимартингалов [5].

Следствие 2. Если 𝑋,𝑋𝑛, 𝑛 ≥ 1, являются однородными процессами с независи-
мыми приращениями с 𝑋0 = 0, 𝑋𝑛

0 = 0, то, полагая

𝑎𝑛 = 𝐵𝑛
1 , 𝑎 = 𝐵1, 𝜆

𝑛(𝑑𝑥) = 𝜈𝑛((0, 1], 𝑑𝑥), 𝜆(𝑑𝑥) = 𝜈((0, 1], 𝑑𝑥)

и обозначая через 𝑆𝑛, 𝑇𝑛𝜀 𝑆-операторы, определяемые равенствами

(𝑆𝑛𝑦, 𝑦) = E(𝑀𝑛
1 , 𝑦)

2 =< (𝑀𝑛, 𝑦) >1,

(𝑇𝑛𝜀𝑦, 𝑦) = (𝑆𝑛𝑦, 𝑦) +E(𝑀𝑛𝑑𝜀
1 , 𝑦)2 =< (𝑀𝑛𝜀, 𝑦) >1,
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Заметим [12], что семейство 𝑆-операторов 𝑆𝑛, 𝑛 ≥ 1 называется компактным, если

sup
𝑛

∞∑︁
𝑖=1

(𝑆𝑛𝑒𝑖, 𝑒𝑖) < ∞, lim
𝑚→∞

sup
𝑛

∞∑︁
𝑖=𝑚

(𝑆𝑛𝑒𝑖, 𝑒𝑖) −→ 0 (27)

Из теоремы 1 автоматически получаем условия слабой сходимости безгранично
делимых распределений 𝜇𝑛 = (𝑎𝑛, 𝑆𝑛, 𝜆𝑛) к безгранично делимому распределению
𝜇 = (𝑎, 𝑆, 𝜆), которые изучались в работах [12,13] и других.

Замечание 1. Условие (7) не является ограничительными, так как всегда можно
найти такое 𝑎 > 1, что 𝜈(R+, {‖𝑥‖ = 𝑎}) = 0 и тогда в условиях (3) и (9) достаточно
положить 𝐵𝑛 ≡ 𝐵𝑛𝑎, 𝐵 ≡ 𝐵𝑎 (подробнее см. [1] и [10]). От этого условия можно
отказаться (см. [1])), заменив условие (3), на

𝐵*𝑛
𝑡

𝑝−→ 𝐵*
𝑡 , (28)

где

𝐵*𝑛
𝑡 = 𝐵𝑛

𝑡 +

� 𝑡

0

�
H∖{0}

𝑥

1 + ‖𝑥‖2
− 𝑥𝐼(‖𝑥‖ ≤ 1)𝑑𝜈𝑛,

𝐵*
𝑡 = 𝐵𝑡 +

� 𝑡

0

�
H∖{0}

𝑥

1 + ‖𝑥‖2
− 𝑥𝐼(‖𝑥‖ ≤ 1)𝑑𝜈.

Следствие 3. Пусть 𝑋𝑛
𝑡 =

∑︀[𝑛𝑡]
𝑘=0 𝜉𝑛𝑘,ℱ𝑛

𝑡 = 𝜎{𝑋𝑛
𝑠 , 𝑠 ≤ 𝑡}, 0 ≤ 𝑡 ≤ 1, 𝜉𝑛0 = 0, (𝜉𝑛𝑘)

- схема серий гильбертовозначных случайных величин 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛, 𝑛 ≥ 1. Исполь-
зуя обозначение 𝜉𝑎 = 𝜉𝐼(‖𝜉‖ ≤ 𝑎), и полагая ℱ𝑛

𝑘 = ℱ𝑛
𝑡 при 𝑘 = [𝑛𝑡], получаем

следующее следствие из теоремы.
Пусть семимартингал 𝑋 является стохастически непрерывным процессом с

независимыми приращениями.
1) Если для 𝑡 ∈ 𝑆 ⊂ [0, 1] выполнены условия

[𝑛𝑡]∑︁
𝑘=1

E(𝜉1𝑛𝑘|ℱ𝑛
𝑘−1)

𝑝−→ 𝐵𝑡; (29)

lim
𝜀↓0

lim sup
𝑛→∞

P{|
[𝑛𝑡]∑︁
𝑘=1

(E((𝜉𝜀𝑛𝑘, 𝑒𝑖)(𝜉
𝜀
𝑛𝑘, 𝑒𝑗)|ℱ𝑛

𝑘−1)− (30)

−E((𝜉𝜀𝑛𝑘, 𝑒𝑖)|ℱ𝑛
𝑘−1)E((𝜉𝜀𝑛𝑘, 𝑒𝑗)|ℱ𝑛

𝑘−1))−E(𝑀𝑡, 𝑒𝑖)(𝑀𝑡, 𝑒𝑗)| > 𝑎} = 0, 𝑎 > 0, 𝑖, 𝑗 ≥ 1;

lim
𝜀↓0

lim sup
𝑛→∞

P{|
[𝑛𝑡]∑︁
𝑘=1

(E(‖𝜉𝜀𝑛𝑘‖2|ℱ𝑛
𝑘−1)− (31)

−‖E(𝜉𝜀𝑛𝑘|ℱ𝑛
𝑘−1)‖2)−E‖𝑀𝑛

𝑡 ‖2| > 𝑎} = 0, 𝑎 > 0;

для любой непрерывной ограниченной функции 𝑓 = 𝑓(𝑥) равной нулю в некоторой
окрестности нуля

[𝑛𝑡]∑︁
𝑘=1

(E(𝑓(𝜉𝑛𝑘)|ℱ𝑛
𝑘−1)

𝑝−→
� 𝑡

0

�
H
𝑓(𝑥)𝑑𝜈; (32)
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𝜈((0, 1], {‖𝑥‖ = 1}) = 0; (33)

sup
1≤𝑘≤𝑛

P{‖𝜉𝑛𝑘‖ > 𝜀|ℱ𝑛
𝑘−1)

𝑝−→ 0, 𝜀 > 0, (34)

то 𝑋𝑛 𝐷𝑓 (𝑆)−−−−→ 𝑋.

2) Если условия (29)-(33) выполнены для любых 𝑡 ∈ [0, 1], то 𝑋𝑛 𝐷𝑓−−→ 𝑋.
3) Если для любого 𝑡 ∈ [0, 1] выполнены условия (30)-(33) и

sup
0<𝑠≤𝑡

‖
[𝑛𝑡]∑︁
𝑘=1

E(𝜉1𝑛𝑘|ℱ𝑛
𝑘−1)−𝐵𝑠‖

𝑝−→ 0 (35)

то 𝑋𝑛 𝐷−→ 𝑋.

Заключение

В этой работе доказаны достаточные условия слабой сходимости последова-
тельности гильбертовозначных семимартингалов к стохастически непрерывному
семимартингалу с независимыми приращениями. Эта семимартингальная схема
включает в себя также традиционную схему серий, исследованную во многих ра-
ботах. При H = R эти условия совпадают с приведенными в работе [1].
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such semimartingales to a stochastically continuous semimartingale with
independent increments are obtained.
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