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В настоящей работе исследован процесс теплопроводности в пористой
пластине с упорядоченной макроструктурой. Рассмотрена краевая за-
дача теплопереноса с симметричными граничными условиями первого
рода с учетом зависимости эффективного коэффициента теплопровод-
ности от температуры. При выводе дифференциального уравнения теп-
лопереноса учитывалась также зависимость теплофизических свойств
пористой среды от геометрических характеристик элементарных яче-
ек. Решение краевой задачи получено с использованием широко рас-
пространённых численных методов (метод конечных разностей, метод
конечных элементов). В работе представлены графики распределения
температуры и плотности теплового потока в пористой пластине с упо-
рядоченной макроструктурой в различных точках пространственной
переменной в зависимости от значений коэффициента пористости. Вы-
полнен анализ влияния геометрических характеристик пористой среды
на распределение искомых функций.
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Введение

Исследование теплофизических свойств пористых материалов и процессов теп-
ломассопереноса в них является важной задачей теоретической и инженерной теп-
лофизики. Известно, что теплофизические свойства веществ зависят от темпера-
туры. При моделировании переноса тепла в твердых телах учет этой зависимости
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приводит к существенному усложнению решаемых дифференциальных уравне-
ний, однако позволяет приблизиться к описанию реальных процессов. Решению
нелинейных задач теплопроводности посвящено большое количество научных ра-
бот. Так, в работах [1–4] авторами проведено исследование влияние неоднородно-
сти теплофизических свойств материалов на расчет температурных профилей, в
некоторых случаях учет зависимости теплопроводности от температуры приводит
к поправке в значениях до 11%.

При теоретическом моделировании процессов теплообмена возможно приме-
нение точных, численных и приближенных аналитических методов. Наибольшее
распространение при исследовании нелинейных процессов теплопроводности полу-
чили численные и приближенно-аналитические методы. Так, работы [5–8] посвя-
щены разработке приближенно-аналитических методов, позволяющих получать
решения удовлетворительной точности во всем диапазоне времени. Однако, из ана-
лиза результатов, представленных в [9–11], следует что использование численных
методов позволяет проводить анализ температурного состояния тел с меньшими
вычислительными затратами.

Кроме того, практический интерес представляет изучение теплофизических
характеристик, а также распределение температурных полей и теплового пото-
ка в пористых материалах, имеющих упорядоченную структуру, основанную на
ТПМП. Связано это в первую очередь с возможностью изменения теплофизи-
ческих свойств пористого материала. Например, изменяя геометрические харак-
теристики элементарной ячейки, возможно варьирование значений коэффициента
эффективной теплопроводности. Преимуществами пористых материалов, основан-
ных на ТПМП, являются малый вес, высокая прочность, а также возможность
варьирования термического сопротивления материала. Возможными областями
применения таких материалов являются теплоэнергетика (теплоизоляция, теп-
лообменные аппараты и др.), химическая промышленность и т.д. Исследованию
теплофизических свойств пористых материалов, основанных на ТПМП, посвяще-
но множество работ, например, [12–17], однако авторами данных исследований не
учитывается влияние температуры на изменение коэффициента теплопроводно-
сти. В настоящей работе предлагается учитывать не только влияние геометриче-
ских параметров элементарной ячейки, но и влияние температуры на коэффици-
ент эффективной теплопроводности пористого материала.

В настоящей работе рассматривается нелинейная задача теплопроводности в
пористой стенке, структура которой основана на трижды периодических мини-
мальных поверхностях (ТПМП) типа Шварца P с толщиной стенки 2𝑙 (Рис.1).

1. Математическая постановка задачи

С целью осреднения теплофизических свойств материала в исследуемой обла-
сти выполнена вычислительная «гомогенизация среды» на основе метода мини-
мального репрезентативного объема [18].

Согласно данному методу применяется эффективный коэффициент теплопро-
водности 𝜆𝑒 вместо истинного значения. Коэффициент 𝜆𝑒 определяется следующей
линейной зависимостью

𝜆𝑒 =
𝜋

2
△𝜆𝑘, (1)
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Рис. 1: Модель пористой пластины на основе ТПМП Шварца P

где 𝜆𝑘 – коэффициент теплопроводности материала твердотельного каркаса [19];
△ – относительная толщина, △ = 𝛿/𝑏 ; 𝛿– толщина стенки ячейки; 𝑏 – длина ребра
куба, в который вписана ячейка.

Плотность пористого материала 𝜌𝑒 определяется линейной зависимостью от
пористости 𝜑

𝜌𝑒 = 𝜌(1− 𝜑), (2)

где 𝜌 - истинное значение плотности материала каркаса, из которого изготовлена
пористая структура; 𝜑 -пористость, определяется в зависимости от геометрических
параметров ячейки.

Пористость элементарной ячейки зависит от геометрических параметров самой
ячейки (толщины 𝛿 и ребра куба 𝑏) и определяется следующим образом: выпол-
няется серия вычислений в ПО «SpaceClaim», в ходе которых измеряется объем
элементарной ячейки в зависимости от толщины 𝛿 при помощи функции «Mass
Properties». Таким образом, пористость определяется выражением

𝜑 = 1− 𝑉𝑇𝑃𝑀𝑆

𝑉
, (3)

где 𝑉𝑇𝑃𝑀𝑆 - объем элементарной ячейки; 𝑉 – объем куба, в который вписана
ячейка.

Аппроксимируя полученные результаты линейной функцией, получаем

𝜑 = −2.3298△+ 1. (4)

Нелинейное одномерное уравнение теплопроводности в общем виде [7, 8, 20]
будет:

𝑐𝜌

(︂
𝜕𝑇 (𝑥, 𝜏)

𝜕𝜏

)︂
= − 𝜕

𝜕𝑥

(︂
−𝜆(𝑇 )

𝜕𝑇 (𝑥, 𝜏)

𝜕𝑥

)︂
. (5)

При этом зависимость теплопроводности от температуры имеет вид
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𝜆(𝑇 ) = 𝜆0 [1 + 𝛽 (𝑇 (𝑥, 𝜏)− 𝑇0)]), (6)

где 𝜆0 коэффициент теплопроводности при значении начальной температуры 𝑇0,
принимается 𝜆0 = 𝜆𝑒; 𝛽 – коэффициент, определяемый опытным путем, принима-
ется равным 𝛽 = 0.01

С учетом (1), выражение (6) примет вид

𝜆(𝑇 ) =
𝜋

2

𝛿

𝑏
𝜆0
𝑘 [1 + 𝛽 (𝑇 (𝑥, 𝜏)− 𝑇0)] = 𝜆0

𝑒 [1 + 𝛽 (𝑇 (𝑥, 𝜏)− 𝑇0)] , (7)

где 𝜆0
𝑒 - коэффициент эффективной теплопроводности при начальной температуре

𝑇0.
С учетом выражений (7) математическая постановка задачи принимает вид

(Рис.2)

𝜕𝑇 (𝑥, 𝜏)

𝜕𝜏
=

𝜆0
𝑒𝛽

𝑐𝜌(1− 𝜑)

(︂
𝜕𝑇 (𝑥, 𝜏)

𝜕𝑥

)︂2

+
𝜆0
𝑒

𝑐𝜌(1− 𝜑)
[1 + 𝛽 (𝑇 (𝑥, 𝜏)− 𝑇0)]

𝜕2𝑇 (𝑥, 𝜏)

𝜕𝑥2
, (8)

(𝜏 > 0; 0 < 𝑥 < 𝑙) ;

𝑇 (𝑥, 0) = 𝑇0; (9)

𝑇 (𝑙, 0) = 𝑇ст; (10)

𝜕𝑇 (0, 𝜏)

𝜕𝑥
= 0, (11)

где 𝑇ст - температура стенки; 𝑇0 – начальная температура.

Рис. 2: Схема теплообмена

Учитывая выражения (7), а также геометрические характеристики элементар-
ной ячейки Шварца P возможно получить выражение для определения плотности
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теплового потока 𝑞. Согласно закону Фурье, плотность теплового потока с учетом
нелинейности задачи определяется в следующем виде:

𝑞 = −𝜆0
𝑒 [1 + 𝛽 (𝑇 (𝑥, 𝜏)− 𝑇0)] 𝑔𝑟𝑎𝑑𝑇. (12)

2. Численное решение задачи

Решение краевой задачи (8)–(11) находится методом конечных разностей
[21–23]. Согласно данному методу вводится пространственно – временная сетка
с шагами по пространственной координате △𝑥 и по времени △𝜏 . При этом

𝑥𝑖 = 𝑖△𝑥, 𝑖 = 0, 𝐼; 𝜏𝑘 = 𝑘△𝜏, 𝑘 = 0,𝐾, (13)

где 𝐼, 𝐾 – число шагов по пространственной и временной координатам соответ-
ственно.

На принятой пространственно-временной сетке (13) вводятся сеточные функ-
ции 𝑇 𝑘

𝑖 = 𝑇 (𝑥𝑖, 𝜏𝑘). В ходе применения явной схемы аппроксимации дифференци-
альных операторов математическая постановка задачи (8)–(11) примет вид

𝑇 𝑘+1
𝑖 − 𝑇 𝑘

𝑖

△𝜏
=

𝜆0
𝑒𝛽

𝑐𝜌(1− 𝜑)

(︃
𝑇 𝑘
𝑖 − 𝑇 𝑘

𝑖−1

△𝑥

)︃2

+

+
𝜆0
𝑒

𝑐𝜌(1− 𝜑)

[︀
1 + 𝛽

(︀
𝑇 𝑘
𝑖 − 𝑇0

)︀]︀ 𝑇 𝑘
𝑖−1 − 2𝑇 𝑘

𝑖 + 𝑇 𝑘
𝑖+1

△𝑥2
,

(14)

𝑇 0
𝑖 = 𝑇0; (15)

𝑇 𝑘
𝐼 = 𝑇ст; (16)

𝑇 𝑘
𝐼 − 𝑇 𝑘

0

△𝑥
= 0. (17)

3. Численное моделирование

Для верификации решения, полученного методом конечных разностей, было
выполнено численное решение поставленной задачи методом конечных элементов
в модуле Transient Thermal программного комплекса ANSYS.

Согласно методу минимального репрезентативного объема [18], в исходной гео-
метрии выделяется такой объем, который дает представление о свойствах (тепло-
физических, механических и др.) всего материала. На Рис. 3 изображена схема
минимального репрезентативного объема для решаемой задачи.

В исследуемой геометрии можно выделить два характерных параметра: 𝑏– дли-
на ребра куба, в который вписана ТПМП ячейка, и 𝛿– толщина стенки ячейки.
Варьируя данными параметрами, можно изменять как пористость 𝜑, так и отно-
сительную толщину △.
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Рис. 3: Расчетная геометрия

В соответствии с задачей (8)–(11) на одной из граней исследуемой ячейки зада-
ется граничное условие первого рода 𝑇ст, а на всех остальных – отсутствие тепло-
обмена. Зависимость коэффициента теплопроводности от температуры устанавли-
вается в соответствии с выражением (7). Конечно–элементная сетка для решения
задачи в ANSYS Thermal изображена на Рис. 4 и состоит из 4 млн. элементов.
Из анализа графика сеточной сходимости (Рис. 4) можно заключить, что данно-
го количества элементов достаточно для получения решения с погрешностью, не
превышающей 1-2%.

Рис. 4: Сеточная сходимость

В результате решения задачи методом конечных элементов были получены
контуры распределения температуры в исследуемой ячейке (см. Рис. 5), а также
графики изменения температуры по координате (Рис. 6).

4. Результаты

На Рис. 6 представлено решение нелинейной задачи теплопроводности в по-
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Рис. 5: Контуры распределения температуры в элементарной ячейке
Шварца P

ристой плоской пластине при толщине стенки 0.01 м. Температура в начальный
момент времени принимается равной 𝑇0 = 20 ∘𝐶 , температура на поверхности
пластины – 𝑇ст = 100 ∘𝐶. Пористая пластина состоит из элементарных ячеек ти-
па Шварца P и изготовлена из пластика PETG с использованием FDM – печати
(от англ. Fused Deposition Modeling). Свойства данного пластика приняты соглас-
но [19]: теплоемкость – 1050 Дж/кгК ; плотность – 1300 кг/м3 ; теплопроводность
– 0,2 Вт/(мК). На Рис. 6 сравниваются решения, полученные методом конечных
разностей и методом конечных элементов. Из анализа Рис. 6 следует, что расхож-
дение результатов не превышает 3%.

Рис. 6: Распределение температуры по координате: сплошная линия – МКР,
пунктир – МКЭ (Ansys)

На Рис. 7 представлены графики распределения плотности теплового пото-
ка по ширине пластины при различных значениях пористости в момент времени
𝜏 = 5000 с. Из анализа рисунка следует, что при увеличении пористости плотность
теплового потока снижается во всех точках пространственной переменной. Напри-
мер, плотность теплового потока на поверхности пластины снижается с 𝑞 = 12.3
Вт/(мК) при 𝜑 = 0.76 до 𝑞 = 3.7 Вт/(мК) при 𝜑 = 0.93. Таким образом, задавая
значение 𝜑, можно определить количество тепла, протекающее через пористую
пластину. Соотношение (4) позволяет оценить влияние геометрических характе-
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ристик элементарной ячейки (толщина стенки ячейки; длина ребра куба, в кото-
рый вписана ячейка) на пористость, а, следовательно, и на значение 𝑞. Используя
полученное решение, можно подобрать такие параметры пористой среды (𝛿 и 𝑏),
которые обеспечат требуемый тепловой поток через пористую пластину. Стоит
отметить, что существует некий предел допустимой толщины стенки, при дости-
жении которого происходит структурное разрушение твердотельного каркаса (на-
плыв граней, разрыв фасетов и т.д.). Для ТПМП Шварца P со стороной 𝑏 = 0.01
м диапазон толщины поры составляет 0.0001 < 𝛿 < 0.001 м, что соответствует
значениям пористости в диапазоне 0.76 < 𝜑 < 0.98.

Рис. 7: Распределение плотности теплового потока в пористой пластине при
𝜏 = 5000 с)

Заключение

1. Рассмотрена краевая задача теплопроводности в пористой пластине с упоря-
доченной макроструктурой. Получены графики распределения температур-
ных кривых по пространственной координате, а также контуры распределе-
ния температуры в элементарной ячейке. Выполнен сравнительный анализ
результатов, полученных МКР и МКЭ. Расхождение между результатами не
превышает 3 %.

2. Установлена зависимость плотности теплового потока, протекающего через
пористую пластину, основанную элементарными ячейкамиШварц P, от пори-
стости. Из анализа полученной зависимости следует, что, варьируя значение
пористости возможно корректировать величину теплового потока, протека-
ющего через пластину. Установлена зависимость влияния геометрических
характеристик элементарных ячеек на распределение плотности теплового
потока.
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NUMERICAL SOLUTION OF THE NONLINEAR PROBLEM
OF THERMAL CONDUCTIVITY IN A POROUS PLATE

WITH AN ORDERED MACROSTRUCTURE
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In this paper, the process of thermal conductivity in a porous plate with
an ordered macrostructure is investigated. The boundary value problem
of heat transfer with symmetric boundary conditions of the first kind is
considered, taking into account the dependence of the effective coefficient
of thermal conductivity on temperature. When deriving the differential
equation of heat transfer, the dependence of the thermophysical properties
of the porous medium on the geometric characteristics of the elementary
cells was also taken into account. The solution of the boundary value prob-
lem was obtained using widely used numerical methods (finite difference
method, finite element method). The paper presents graphs of the dis-
tribution of temperature and heat flux density in a porous plate with an
ordered macrostructure at various points of a spatial variable depending
on the values of the porosity coefficient. The analysis of the influence of
the geometric characteristics of a porous medium on the distribution of the
desired functions is performed.

Keywords: ordered macrostructure, thrice periodic minimum surfaces
(TPMS) Schwarz P, nonlinear thermal conductivity problem, finite dif-
ference method, finite element method, porosity, minimum representative
volume method.
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