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В статье исследуются свойства артиновых и нетеровых модулей отно-
сительно кручения (идемпотентного радикала), связанные с условиями
обрыва цепей существенных замкнутых подмодулей. Доказаны теоре-
мы об эквивалентности условий обрыва цепей существенных подмоду-
лей и артиновости/нетеровости для модулей с конечной размерностью
Голди; об эквивалентности условия обрыва цепей существенных за-
мкнутых подмодулей и условия артиновости/нетеровости фактора мо-
дуля по цоколю относительно кручения.
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Введение

Радикалы и кручения (определение и основные свойства приведены в следую-
щем разделе статьи) являются важным инструментом для исследования свойств
колец и модулей. Один из способов их использования - разработка относительной
структурной теории модулей. Под этим термином понимается следующее.

Как показал Т.Албу в [1], многие термины и факты теории модулей могут быть
переформулированы в терминах теории решеток (частично упорядоченных мно-
жеств, в которых любые два элемента имеют точную верхнюю и нижнюю грани).
Заменяя в этих определениях этих терминов и/или в формулировках теорем ре-
шетку всех подмодулей 𝑀 на близкую к ней по свойствам решетку подмодулей,
замкнутых относительно кручения, получаем новые объекты для изучения. Это
направление исследований было продолжено в [2–4].

Перечисленными работами исследования в области относительной структур-
ной теории модулей, разумеется, не исчерпываются. В частности, автором изуча-
лись относительные варианты размерностей Голди и Крулля [5,6].
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В настоящей же статье исследуются вопросы, связанные с условиями обрыва
цепей подмодулей, артиновыми и нетеровыми модулями относительно кручения.

Свойства нетеровости (обрыва строго возрастающих цепей идеалов/подмоду-
лей) и артиновости (обрыва строго убывающих цепей идеалов/подмодулей) яв-
ляются одними из наиболее фундаментальных в алгебре. Впервые сформулиро-
ванные более века назад они до сих пор являются объектами интенсивных ис-
следований. Ежегодно публикуются десятки работ, связанных с разнообразными
вариантами условий обрыва цепей. Из последних работ можно указать, напри-
мер, [7–10].

Среди различных вариаций артиновости и нетеровости исследовались и поня-
тия артинова (нетерова) модуля относительно кручения, впервые введенные в [11].

1. Предварительные сведения о кручениях

Пусть 𝑅-Mod – категория левых модулей над ассоциативным кольцом с еди-
ницей 𝑅.

Определение 1. Пусть в категории 𝑅-Mod определен функтор 𝜏 , ставящий
каждому модулю 𝑀 в соответствие его подмодуль 𝜏(𝑀), причем выполняются
следующие условия:

1. для любого морфизма 𝑓 : 𝑀 −→ 𝑁 верно 𝑓(𝜏(𝑀)) ⊆ 𝜏(𝑁);

2. 𝜏(𝜏(𝑀)) = 𝜏(𝑀);

3. 𝜏(𝑀/𝜏(𝑀)) = 0;

4. 𝜏(𝑁) = 𝑁 ∩ 𝜏(𝑀) для любого подмодуля 𝑁 ⊂ 𝑀 .

Тогда 𝜏 называется наследственным кручением (наследственным идемпотент-
ным радикалом) [12].

Определение 2. Модуль 𝑀 , для которого 𝜏(𝑀)=𝑀 , называется
𝜏 -радикальным (𝜏 -torsion).

Определение 3. Модуль 𝑀 , для которого 𝜏(𝑀)=0, называется 𝜏 -полупростым
(𝜏 -torsionfree).

Утверждение 1. Классы T - 𝜏 -радикальных модулей и T - 𝜏 -полупростых модулей
относительно наследственного кручения 𝜏 обладают следующими свойствами:

1. T замкнут относительно подмодулей, гомоморфных образов, прямых сумм и
расширений;

2. F замкнут относительно подмодулей, прямых произведений и расширений ;

3. 𝐻𝑜𝑚(𝑇, 𝐹 )=0 для любых 𝑇 ∈ T, 𝐹 ∈ F.

Доказательство. Приведено в [12], предложение 2.1, стр. 14 и предложение 3.1(а),
стр. 20.
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И наоборот, по паре классов (T,F), удовлетворяющих условиям утверждения 1,
можно построить наследственное кручение.

Дополнительные сведения о кручениях см. в [12, 13], в данной статье нам по-
требуются определения, связанные с 𝜏 -замкнутыми подмодулями.

Определение 4. Подмодуль 𝑁 модуля 𝑀 называется 𝜏 -плотным (𝜏 -dense), ес-
ли 𝑀/𝑁 𝜏 -радикальный; 𝜏 -замкнутым (𝜏 -closed) (в [13] употребляется термин
𝜏 -pure), если 𝑀/𝑁 𝜏 -полупростой.

Определение 5. 𝜏 -замыканием подмодуля 𝑁 в модуле𝑀 называется минималь-
ный 𝜏 -замкнутый подмодуль, содержащий 𝑁 .

𝜏 -замыкание подмодуля 𝑁 в модуле 𝑀 обозначается [𝑁 ]𝑐𝑀 (или [𝑁 ]𝑐, если 𝑀
определяется по контексту).

Утверждение 2. Множество 𝐶𝜏 (𝑀) 𝜏 -замкнутых подмодулей 𝑀 является моду-
лярной решеткой относительно операций 𝐾 ∩ 𝐿 и [𝐾 + 𝐿]𝑐.

Доказательство. Приведено в [13], prop. 6.11, стр. 57.

Определение 6. Подмодуль 𝑁 модуля𝑀 называется существенным (𝑁 ⊆𝑒𝑠 𝑀),
если для любого ненулевого подмодуля 𝐿 выполняется условие 𝑁 ∩ 𝐿 ̸= 0.

Определение 7. Модуль называется 𝜏 -артиновым (соотв. 𝜏 -нетеровым), если
строго убывающая (соотв. строго возрастающая) цепь его 𝜏 -замкнутых подмо-
дулей конечна.

Понятие цоколя модуля относительно кручения впервые введено в [14].

Определение 8. 𝜏 -полупростой модуль 𝑀 называется 𝜏 -критическим, если
𝐶𝜏 (𝑀) = {0;𝑀}.

Определение 9. 𝜏 -цоколем 𝜏 -полупростого модуля 𝑀 (𝑆𝑜𝑐𝜏 (𝑀))называется
𝜏 -замыкание суммы 𝜏 -критических подмодулей 𝑀 . Если модуль 𝑀 не является
𝜏 -полупростым, то 𝜏 -цоколь определяется как полный прообраз 𝑆𝑜𝑐𝜏 (𝑀/𝜏(𝑀))
при естественном эпиморфизме 𝑀 −→ 𝑀/𝜏(𝑀).

Утверждение 3. Для произвольного модуля 𝑀 и кручения 𝜏 следующие утвер-
ждения эквивалентны:

1. 𝑆𝑜𝑐𝜏 (𝑀) = 𝑀 ;

2. 𝐶𝜏 (𝑀) является решеткой с дополнениями и любой 𝜏 -замкнутый подмодуль
𝑁 ⊂ 𝑀 , не являющийся 𝜏 -радикальным, cодержит 𝜏 -критический подмодуль
𝐾;

3. для каждого 𝜏 -замкнутого подмодуля 𝑁 ⊂ 𝑀 существует 𝜏 -критический 𝐾
такой, что 𝑁 ∩𝐾 = 𝜏(𝑀).

Доказательство. Приведено в [13], prop.25.10, стр. 238.

Далеее это утверждение потребуется нам в другой, более удобной для исполь-
зования форме.
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Утверждение 4. 𝜏 -полупростой модуль совпадает со своим 𝜏 -цоколем тогда и
только тогда, когда не существует 𝜏 -замкнутого 𝑁 ⊂𝑒𝑠 𝑀 .

Доказательство. Непосредственно следует из утверждения 3.

2. Артиновы и нетеровы модули относительно кручения

Утверждение 5. Если модуль 𝑀 является 𝜏 -артиновым (или 𝜏 -нетеровым), то
𝑀/𝜏(𝑀) имеет конечную размерность Голди.

Доказательство. Предположим, что 𝑀/𝜏(𝑀) имеет бесконечную размер-
ность Голди. Тогда он содержит бесконечное число прямых слагаемых, т.е.⨁︀
𝑖∈N

𝑀𝑖 ⊆ 𝑀/𝜏(𝑀).

Рассмотрим цепочки подмодулей 𝑀/𝜏(𝑀): 𝐴𝑘 =
⨁︀

𝑖<𝑘 𝑀𝑖 и 𝐵𝑘 =
⨁︀

𝑖>𝑘 𝑀𝑖.
Имеем строго возрастающую цепочку подмодулей 0 = 𝐴1 ⊂ 𝐴2 ⊂ ... ⊂ 𝐴𝑘 ⊂ ... и
строго убывающую цепочку подмодулей 𝑀/𝜏(𝑀) ⊇ 𝐵1 ⊃ 𝐵2 ⊃ ... ⊃ 𝐵𝑘 ⊃ ....

Обозначим через ̃︁𝐴𝑘 и ̃︁𝐵𝑘 прообразы 𝐴𝑘 и 𝐵𝑘 при естественном эпиморфиз-
ме 𝑀 −→ 𝑀/𝜏(𝑀). [̃︁𝐴𝑖]

𝑐 ̸= [̃︁𝐴𝑗 ]
𝑐 при 𝑖 ̸= 𝑗. Действительно, пусть 𝑖 < 𝑗, но

[̃︁𝐴𝑖]
𝑐 = [̃︁𝐴𝑗 ]

𝑐. Тогда ̃︁𝐴𝑗/̃︁𝐴𝑖 – 𝜏 -радикальный модуль, поэтому при морфизме в
𝑀/𝜏(𝑀) переходит в 0. Следовательно, 𝐴𝑖 = 𝐴𝑗 . Полученное противоречие по-

казывает, что {[̃︁𝐴𝑖]
𝑐} строго возрастающая цепочка 𝜏 -замкнутых подмодулей и

модуль 𝑀 не является 𝜏 -нетеровым.
Аналогичное рассуждение для {[̃︁𝐵𝑖]

𝑐} показывает, что модуль 𝑀 не является
𝜏 -артиновым.

Поскольку решетки 𝐶𝜏 (𝑀) и 𝐶𝜏 (𝑀/𝜏(𝑀)) изоморфны, то из утверждения 3
следует, что 𝜏 -полупростой 𝜏 -артинов (𝜏 -нетеров) модуль имеет конечную размер-
ность Голди.

Утверждение 6. Если в 𝜏 -полупростом модуле 𝑀 любая строго возрастающая
(соотв. убывающая) цепь 𝜏 -замкнутых существенных подмодулей имеет конечную
длину, то это остается верным для любого подмодуля и фактормодуля модуля 𝑀 .

Доказательство. Схема доказательства для убывающих и возрастающих цепей
одинакова, поэтому рассмотрим только случай возрастающих цепей.

1. Докажем утверждение для произвольного подмодуля 𝑁 ⊂ 𝑀 . Рассмотрим
сначала случай 𝜏 -замкнутого подмодуля. Пусть 𝑁 ⊂ 𝑀 и [𝑁 ]𝑐 = 𝑁 .

Если𝑁 ⊂𝑒𝑠 𝑀 , то любой 𝜏 -замкнутый подмодуль модуля𝑁 будет 𝜏 -замкнутым
подмодулем 𝑀 ; любой существенный подмодуль модуля 𝑁 будет существенным
подмодулем 𝑀 . Т.о., утверждение тривиально.

Если 𝑁 не является существенным подмодулем 𝑀 , то выберем 𝜏 -замкнутый 𝐿
такой, что (𝑁

⨁︀
𝐿) ⊆𝑒𝑠 𝑀 .

Предположим, что имеется строго возрастающая бесконечная по-
следовательность 𝜏 -замкнутых существенных подмодулей модуля 𝑁 ,
0 = 𝑁1 ⊂ 𝑁2 ⊂ ... ⊂ 𝑁𝑘 ⊂ ... Подмодули [𝑁𝑖

⨁︀
𝐿]𝑐 будут существенными в 𝑀

и, поскольку 𝜏((𝑁𝑛+1

⨁︀
𝐿)/(𝑁𝑛

⨁︀
𝐿)) = 𝜏(𝑁𝑛+1/𝑁𝑛) = 0, последовательность



88 ЧЕРНЕВ А.М.

0 = [𝑁1

⨁︀
𝐿]𝑐 ⊂ [𝑁2

⨁︀
𝐿]𝑐 ⊂ ... ⊂ [𝑁𝑘

⨁︀
𝐿]𝑐 ⊂ ... строго возрастающая. Получен-

ное противоречие показывает, что 𝑁𝑖 имеет конечную длину.
2. Пусть теперь 𝑁 ⊂ 𝑀 не является 𝜏 -замкнутым. Из п.1 доказательства следу-

ет, что конечна строго возрастающая цепь 𝜏 -замкнутых существенных подмодулей
[𝑁 ]𝑐. Так как решетки 𝜏 -замкнутых подмодулей для модуля [𝑁 ]𝑐 и его 𝜏 -плотного
подмодуля 𝑁 изоморфны, условие обрыва цепей верно и для 𝑁 .

3. Докажем утверждение для фактормодуля 𝑀/𝑁 . Предположим, что имеет-
ся строго возрастающая бесконечная последовательность 𝜏 -замкнутых существен-
ных подмодулей модуля 𝑀/𝑁 , 0 = 𝐾1 ⊂ 𝐾2 ⊂ ... ⊂ 𝐾𝑘 ⊂ .... Их полные прообразы
при естественном эпиморфизме 𝑀 −→ 𝑀/𝑁 будут 𝜏 -замкнутыми существенными
подмодулями 𝑀 , и из 𝐾𝑖 ̸= 𝐾𝑗 при 𝑖 ̸= 𝑗 следует 𝐾−1

𝑖 ̸= 𝐾−1
𝑗 .

Теорема 1. Пусть модуль 𝑀 является 𝜏 -полупростым. Тогда из условий:

1. Модуль 𝑀 имеет конечную размерность Голди;

2. Любая строго убывающая (соотв. возрастающая) цепь 𝜏 -замкнутых суще-
ственных подмодулей 𝑀 имеет конечную длину;

следует, что

3. Любая строго убывающая (соотв. возрастающая) цепь 𝜏 -замкнутых под-
модулей 𝑀 имеет конечную длину.

Доказательство. Докажем теорему для возрастающих цепей (для убывающих
цепей доказательство аналогично).

Предположим, что в 𝑀 существует бесконечная строго возрастающая цепь
𝜏 -замкнутых подмодулей 0 = 𝑁1 ⊂ 𝑁2 ⊂ ... ⊂ 𝑁𝑘 ⊂ .... Разобьем N на классы эк-
вивалентности, положив 𝑖 ∼ 𝑗, если 𝑁𝑖 ⊆𝑒𝑠 𝑁𝑗 или 𝑁𝑗 ⊆𝑒𝑠 𝑁𝑖. Модули, принад-
лежащие одному классу эквивалентности, образуют строго возрастающую цепь.
При этом каждый модуль является существенным и 𝜏 -замкнутым в объедине-
нии всех модулей данного класса. В соответствии с утверждением 5, количество
модулей в каждом классе эквивалентности, конечно. Таким образом, количество
классов эквивалентности, бесконечно. Выбрав по одному модулю 𝐾𝑖 из каждого
класса, получим бесконечную строго возрастающую цепь 𝜏 -замкнутых подмоду-
лей 0 = 𝐾1 ⊂ 𝐾2 ⊂ ... ⊂ 𝐾𝑖 ⊂ ..., каждый из которых не является существенным в
следующем. Следовательно, найдутся ненулевые 𝐿𝑖, для которых 𝐾𝑖

⨁︀
𝐿𝑖 ⊆ 𝐾𝑖+1.

Таким образом,
⨁︀
𝑖∈N

𝑀𝑖 ⊆ 𝑀 , что противоречит предположению о конечной

размерности Голди 𝑀 .

Обратное утверждение тоже верно (см. Утверждение 5).

Утверждение 7. Пусть 𝑀 – 𝜏 -полупростой модуль, в котором любая строго воз-
растающая (соотв. строго убывающая) цепь подмодулей имеет конечную длину.
Тогда сумма 𝜏 -замкнутых подмодулей 𝑀 , каждый из которых не равен своему
𝜏 -цоколю, может содержать лишь конечное число слагаемых.

Доказательство. Предположим, что такая бесконечная прямая сумма
⨁︀
𝑖∈N

𝑄𝑖 су-

ществует. Без ограничения общности можно считать, что
⨁︀
𝑖∈N

𝑄𝑖 ⊆𝑒𝑠 𝑀 . Для каж-

дого 𝑖 ∈ N выберем 𝜏 -замкнутый существенный 𝑃𝑖 ⊂𝑒𝑠 𝑄𝑖 (это можно сделать
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по утверждению 4). Рассмотрим возрастающую цепь 𝜏 -замкнутых существенных
подмодулей 𝑀

{𝑈𝑘 = [(
⨁︁
𝑖<𝑘

𝑃𝑖)
⨁︁

(
⨁︁
𝑖⩾𝑘

𝑄𝑖)]
𝑐}

и убывающую цепь 𝜏 -замкнутых существенных подмодулей 𝑀

{𝑉𝑘 = [(
⨁︁
𝑖<𝑘

𝑄𝑖)
⨁︁

(
⨁︁
𝑖⩾𝑘

𝑃𝑖)]
𝑐}.

Найдется 𝑖 ∈ N, для которого 𝑈𝑘 = 𝑈𝑘+1 (соотв. 𝑉𝑘 = 𝑉𝑘+1). Получаем, что
[𝑃𝑘]

𝑐 = 𝑄𝑘, что противоречит выбору 𝑃𝑘.

Теорема 2. Пусть 𝑀 – 𝜏 -полупростой модуль. Тогда любая строго возраста-
ющая (соотв. убывающая) цепь 𝜏 -замкнутых существенных подмодулей имеет
конечную длину тогда и только тогда, когда модуль 𝑀/𝑆𝑜𝑐𝜏 (𝑀) 𝜏 -нетеров (со-
отв. артинов).

Доказательство. Рассмотрим случай возрастающих цепей и 𝜏 -нетеровости
𝑀/𝑆𝑜𝑐𝜏 (𝑀).

Предположим, что 𝑀/𝑆𝑜𝑐𝜏 (𝑀) 𝜏 -нетеров. Рассмотрим строго возрастающую
цепь 𝜏 -замкнутых существенных подмодулей 𝑀 𝑀0 ⊂ 𝑀1 ⊂ 𝑀2 ⊂ .... Для любого
𝑖 ∈ N верно 𝑆𝑜𝑐𝜏 (𝑀) ⊆ 𝑀𝑖, поэтому при каноническом эпиморфизме данная цепь
переходит в строго возрастающую цепь 𝜏 -замкнутых подмодулей 𝑀/𝑆𝑜𝑐𝜏 (𝑀), что
противоречит предположению о его 𝜏 -нетеровости.

Для доказательства обратного найдем подмодуль 𝐾 такой, что
[𝑆𝑜𝑐𝜏 (𝑀)

⨁︀
𝐾]𝑐 ⊆𝑒𝑠 𝑀 . Модуль 𝑀/[𝑆𝑜𝑐𝜏 (𝑀)

⨁︀
𝐾]𝑐 является 𝜏 -нетеровым, по-

скольку полный прообраз любого его 𝜏 -замкнутого подмодуля при естественном
эпиморфизме 𝑀 −→ 𝑀/[𝑆𝑜𝑐𝜏 (𝑀)

⨁︀
𝐾]𝑐 является 𝜏 -замкнутым существенным

подмодулем модуля 𝑀 .
Модуль [𝑆𝑜𝑐𝜏 (𝑀)

⨁︀
𝐾]𝑐/𝑆𝑜𝑐𝜏 (𝑀) также является 𝜏 -нетеровым. Действитель-

но, 𝑆𝑜𝑐𝜏 ([𝑆𝑜𝑐𝜏 (𝑀)
⨁︀

𝐾]𝑐/𝑆𝑜𝑐𝜏 (𝑀)) = 0, следовательно, по утверждению 5,
он имеет конечную размерность Голди. Из теоремы 1 вытекает, что модуль
[𝑆𝑜𝑐𝜏 (𝑀)

⨁︀
𝐾]𝑐/𝑆𝑜𝑐𝜏 (𝑀) – 𝜏 -нетеров.

Итак, и модуль 𝑀/[𝑆𝑜𝑐𝜏 (𝑀)
⨁︀

𝐾]𝑐, и модуль [𝑆𝑜𝑐𝜏 (𝑀)
⨁︀

𝐾]𝑐/𝑆𝑜𝑐𝜏 (𝑀) явля-
ются 𝜏 -нетеровыми. Следовательно, 𝑀/𝑆𝑜𝑐𝜏 (𝑀) – также 𝜏 -нетеров.

Доказательство для случая убывающих цепей и 𝜏 -артиновости 𝑀/𝑆𝑜𝑐𝜏 (𝑀)
проводится аналогично.

Заключение

В работе рассматривается связь нетеровости/артиновости модуля относитель-
но кручения (наследственного идемпотентого радикала) 𝜏 с условиями обрыва
цепей существенных 𝜏 -замкнутых подмодулей.

Приведена вводная информация о кручениях, замкнутых относительно круче-
ния подмодулях, цоколе модуля относительно кручения.

Доказано, что для 𝜏 -полупростого модуля конечномерность по Голди и вы-
полнение условия обрыва возрастающих (соотв. убывающих) цепей 𝜏 -замкнутых
существенных подмодулей равносильно 𝜏 -нетеровости (соотв. 𝜏 -артиновости).
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Доказано, что для 𝜏 -полупростого модуля выполнение условия обрыва цепей
возрастающих (соотв. убывающих) цепей 𝜏 -замкнутых существенных подмодулей
равносильно 𝜏 -нетеровости (соотв. 𝜏 -артиновости) фактормодуля по 𝜏 -цоколю.
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The paper concern on the properties of Artinian and Noeterian modules
relative to a torsion theory. It is shown that ACC (resp. DCC) on essential
submodules equivalents that a module is Artinian (resp. Noeterian), for
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