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В работе модифицируется и исследуется математическая модель, поз-
воляющая описывать развитие лесонасаждений с целью прогнозирова-
ния динамики разновозрастных когорт лесных экосистем. Модель пред-
ставляет собой систему разностных уравнений, учитывает конкурен-
цию внутри когорт и угнетение младших возрастных групп старшими.
Полученные результаты позволяют проводить дальнейшее моделиро-
вание экологических процессов в биоценозе с точки зрения управления
ими. Работоспособность модели проверена на реальных статистических
данных. Проведена оценка значимости «конкурентных» слагаемых.
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1. Введение

Лесные ресурсы – одно из важнейших достояний России, поэтому их исследо-
вание с целью сохранения и роста является одной из приоритетных задач. Рес-
публика Мордовия граничит с двумя природными зонами: лесостепной и зоной
хвойных и широколиственных лесов. В среднем по республике защитными и экс-
плуатационными лесами занято около 40 процентов от общей площади региона,
так что указанная задача становится особенно актуальной.

Возобновление лесного массива – весьма длительный и дорогостоящий процесс;
чтобы не проводить многочисленные практические эксперименты с реальными на-
саждениями, для исследования динамики древостоя можно использовать различ-
ные подходы, в частности, математическое моделирование [1]. Так, оно является
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эффективным инструментом исследования разновозрастных когорт лесонасажде-
ний, сосуществующих в рамках одного биоценоза.

Основоположником применения математического моделирования для исследо-
вания динамики разновозрастных лесных массивов является М.Д. Корзухин. В
своих работах он взял за основу предположение, что все деревья могут быть раз-
делены на несколько групп по своим размерам и возрасту [2, 3].

Дальнейшие исследования в данном направлении уточняли и модифицировали
упомянутую модель. Среди первых исследований на эту тему можно указать [4].
В некоторых работах, например, в [5], рассматривалась трехвозрастная динамика
леса и вводилась функция выживаемости семян. Исследование [6] рассматривает
развитие лесонасаждений как управляемый стохастический процесс. Различные
уровни роста леса были описаны В.Л. Гавриковым [7]. Авторами статьи [8] разра-
ботаны актуальные сценарии имитационного моделирования лесных массивов.

Целью настоящей работы является прогнозирование изменений лесного обес-
печения Республики Мордовия на основе уточненной модели динамики взаимо-
действия деревьев из различных возрастных когорт. Для ее достижения предпо-
лагается решить следующие задачи:

1. Построение модифицированной модели динамики численности лесонасажде-
ний, учитывающей внутри- и межкогортную конкуренцию.

2. Обработка статистических данных по республике Мордовия для определения
коэффициентов модели.

3. Оценка значимости «конкурентных» слагаемых.

4. Предсказание численности лесонасаждений в регионе на основе уточненной
модели динамики популяции.

2. Описание модели

В качестве отправной точки рассуждений примем уже упомянутую ранее
трехвозрастную модель М.Д. Корзухина [2, 3]:

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝜌(𝑦, 𝑧)− 𝛾(𝑧)𝑥− 𝑓𝑥,

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑓𝑥− (𝑞 + 𝑑)𝑦,

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 𝑞𝑦 − ℎ𝑧. (1)

Здесь и далее буквами 𝑥, 𝑦, 𝑧 обозначена численность (объем, занятая площадь)
деревьев трех групп: молодняка, средневозрастной и старшей, 𝑡 есть время.

В системе (1) коэффициенты 𝑓 , 𝑞 отвечают за переход деревьев из одной воз-
растной когорты в другую, а 𝑑 и ℎ – за вымирание средней и старшей групп.
Функции 𝜌(𝑦, 𝑧) и 𝛾(𝑧) описывают скорость рождения деревьев и интенсивность
гибели подроста вследствие его угнетения деревьями старшей когорты.

Известные модели возрастной динамики леса развивают идеи (1) и, как прави-
ло, также представляют собой системы дифференциальных уравнений. Такой под-
ход предполагает, что происходящие процессы (в частности, размножение) непре-
рывны по времени. На самом же деле в средней полосе России они имеют годовую
периодичность: зимой биологическая активность деревьев практически отсутству-
ет. В связи с этим более адекватным представляется моделирование изменение
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численности возрастных когорт с помощью разностных уравнений. В общих чер-
тах этот подход применительно к смене поколений в популяции при дискретном
изменении времени намечен еще П. Лесли и описан, например, в [1, 3].

Предположим, что изучаемый биоценоз (леса Республики Мордовия) изолиро-
ван, т.е. приток семян извне практически отсутствует. В определении возрастных
когорт будем следовать [9, 10]. Статистическая информация об этих группах де-
ревьев указывается в форме ведения государственного лесного реестра №2-ГЛР;
такие когорты учитывались и в исследовании [6]. При описании внутрикогортной
конкуренции станем ориентироваться на модель Ферхюлста, а при моделировании
межкогортного взаимодействия – на модель «хищник – жертва» [1].

Молодняк находится в начале интенсивного роста и не способен к плодоноше-
нию. Его запасы пополняются двумя путями: путем целенаправленной высадки
деревьев человеком (этот прирост будем описывать функцией 𝑆), либо при размно-
жении деревьев более старших когорт. Преимущественным способом размножения
древесных популяций в естественных условиях является половое, при котором ско-
рость прироста пропорциональна квадрату численности популяции. Однако этот
прирост относится к категории т.н. самосева, большая часть которого гибнет, не
успев развиться. Поэтому примем более простую гипотезу: скорость размножения
молодняка линейно зависит от суммарной численности двух старших когорт.

Средневозрастные деревья приобретают способность к плодоношению и про-
должают расти. Для молодой и средней когорт характерны естественное изрежи-
вание и дифференциация, в первую очередь, вследствие их угнетения более вы-
сокими деревьями с развитой кроной. Можно предполагать, что этот процесс од-
носторонний: деревья младшей когорты угнетаются старшими. Фактически, речь
идет о внутри- и межгрупповой конкуренции с интенсивностью, пропорциональ-
ной произведению численностей взаимодействующих когорт.

В старшей группе (приспевающие, спелые и перестойные деревья) рост за-
медляется, увеличение биомассы отстает от скорости ее отмирания, а процессы
дифференциации и изреживания затухают. Деревья старшей когорты вырубают-
ся со скоростью 𝑊 с целью заготовки древесины (рубка главного пользования).

По мере взросления растения переходят из одной возрастной группы в дру-
гую. Кроме того, лесонасаждения могут погибать в силу естественных причин
(погодные катаклизмы и т.д.; сюда же отнесем санитарную вырубку древостоя).
Скорость такой убыли пропорциональна количеству деревьев каждого из возрас-
тов. К уменьшению численности древостоя ведет и конкуренция внутри первых
двух когорт; ее интенсивность зависит от квадрата численности популяции.

Для наглядности сведем все упомянутые процессы в Таблицу 1.

Коэффициенты размножения (𝑘𝑥), перехода (𝛼𝑥,𝑦), вымирания (𝛽𝑥,𝑦,𝑧), конку-
ренции (𝛾𝑥,𝑦) и угнетения (𝛿𝑥1,𝑥2,𝑦) считаются постоянными и неотрицательными.

Обозначим через 𝑡 количество лет, прошедших с момента начала наблюдений
за развитием биоценоза и тем самым введем последовательности {𝑥𝑡}, {𝑦𝑡}, {𝑧𝑡},
отражающие изменение численности когорт по годам. Тогда, складывая скорости
роста и убыли возрастных групп, обусловленные различными факторами, полу-
чим, что искомая математическая модель описывается следующей системой раз-
ностных уравнений:

∆𝑥𝑡 = 𝑅𝑥(𝑡, 𝑥𝑡, 𝑦𝑡, 𝑧𝑡), ∆𝑦𝑡 = 𝑅𝑦(𝑡, 𝑥𝑡, 𝑦𝑡, 𝑧𝑡), ∆𝑧𝑡 = 𝑅𝑧(𝑡, 𝑥𝑡, 𝑦𝑡, 𝑧𝑡), (2)
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Таблица 1: Факторы изменения численности когорт деревьев

Процессы Молодняк Сред. группа Старш. группа
Размножение 𝑘𝑥(𝑦 + 𝑧) – –

Переход в след. когорту −𝛼𝑥𝑥 −𝛼𝑦𝑦 –
Переход из пред. когорты – +𝛼𝑥𝑥 +𝛼𝑦𝑦

Естественная убыль −𝛽𝑥𝑥 −𝛽𝑦𝑦 −𝛽𝑧𝑧
Внутренняя конкуренция −𝛾𝑥𝑥

2 −𝛾𝑦𝑦
2 –

Угнетение старшими −𝛿𝑥1𝑥𝑦 − 𝛿𝑥2𝑥𝑧 −𝛿𝑦𝑦𝑧 –
Посадка / вырубка 𝑆 – −𝑊

где прирост ∆𝑥𝑡 = 𝑥𝑡+1 − 𝑥𝑡, обозначения ∆𝑦𝑡 и ∆𝑧𝑡 расшифровываются анало-
гично, а правые части равенств задаются формулами:

𝑅𝑥 = 𝑘𝑥(𝑦𝑡 + 𝑧𝑡)− 𝛼𝑥𝑥𝑡 − 𝛽𝑥𝑥𝑡 − 𝛾𝑥𝑥
2
𝑡 − 𝛿𝑥1𝑥𝑡𝑦𝑡 − 𝛿𝑥2𝑥𝑡𝑧𝑡 + 𝑆(𝑡),

𝑅𝑦 = −𝛼𝑦𝑦𝑡 + 𝛼𝑥𝑥𝑡 − 𝛽𝑦𝑦𝑡 − 𝛾𝑦𝑦
2
𝑡 − 𝛿𝑦𝑦𝑡𝑧𝑡, (3)

𝑅𝑧 = 𝛼𝑦𝑦𝑡 − 𝛽𝑧𝑧𝑡 −𝑊 (𝑡).

По сравнению с (1) в системе (2)–(3) конкретизирован вид 𝜌(𝑦, 𝑧) = 𝑘𝑥(𝑦 + 𝑧);
параметры 𝛼𝑥 = 𝑓 , 𝛼𝑦 = 𝑞, а также 𝛽𝑦 = 𝑑 и 𝛽𝑧 = ℎ имеют тот же смысл, что
и ранее. Более детально описано явление угнетения: вместо одной функции 𝛾(𝑧),
отвечающей только за взаимодействие молодой поросли с древостоем старшей
когорты, введены три коэффициента типа 𝛿. Еще одним отличием предлагаемой
модели является учет конкуренции внутри групп одного возраста. Наконец, время
теперь является дискретным.

Далее определим коэффициенты выведенных уравнений на основе статистиче-
ских данных по Мордовии и сделаем прогноз о динамике численности лесонасаж-
дений в республике на ближайшие несколько лет.

Одной из задач нашего исследования служит оценка вклада конкуренции внут-
ри когорт в динамику роста популяции деревьев. Поэтому помимо (3) будем рас-
сматривать упрощенный вариант системы без «конкурентных» слагаемых:

𝑅𝑥 = 𝑘𝑥(𝑦𝑡 + 𝑧𝑡)− 𝛼𝑥𝑥𝑡 − 𝛽𝑥𝑥𝑡 + 𝑆(𝑡),

𝑅𝑦 = −𝛼𝑦𝑦𝑡 + 𝛼𝑥𝑥𝑡 − 𝛽𝑦𝑦𝑡, (4)

𝑅𝑧 = 𝛼𝑦𝑦𝑡 − 𝛽𝑧𝑧𝑡 −𝑊 (𝑡).

Коэффициенты последней модели также следует найти по данным статистики;
затем будет проведено сравнение скорости роста популяции согласно (3) и (4).

3. Обработка статистических данных по республике Мордовия

Нами была проанализирована информация о состоянии лесных массивов,
предоставленная Министерством лесного, охотничьего хозяйства и природополь-
зования Республики Мордовия [11]. В качестве переменных 𝑥, 𝑦, 𝑧 были выбраны



ДИНАМИКА РАЗВИТИЯ РАЗНОВОЗРАСТНЫХ КОГОРТ ЛЕСНЫХ... 9

суммарные площади, занятые преимущественно лесонасаждениями соответству-
ющей возрастной группы, измеренные в тыс. га и заносимые в форму ведения
государственного лесного реестра №2-ГЛР. Такое допущение обосновывается тем,
что количество деревьев пропорционально занятой ими площади. Далее термины
«численность» и «площадь» считаются синонимами.

Для того, чтобы определить коэффициенты в системах (3) и (4), желательно
иметь значения величин 𝑥, 𝑦, 𝑧 в нескольких равноотстоящих моментах времени,
например, ежегодно с 2014 по 2021 г. К сожалению, в упомянутом выше открытом
источнике найти полную информацию такого характера не удалось; например,
сведения за 2018 г. отсутствовали. Недостающие данные были выведены путем
интерполяции. К примеру, если бы в 2017 г. площадь, занятая молодняком, со-
ставляла 90, а в 2020 г. – 120 тыс. га, то в 2018 г. величина 𝑥 была бы принята
равной 100 тыс. га.

Полученные результаты дополнительно корректировались с учетом информа-
ции о природных и техногенных явлениях, влияющих на лесонасаждения. Напри-
мер, пусть по расчетам в 2018 г. суммарные запасы молодняка должны составить
100, средней группы – 200 и старшей группы – 300 тыс. га. Если дополнительно
известно, что в этом же году лесные пожары затронули 300 га, то, поделив ука-
занную площадь пропорционально доле каждой из когорт, получим, что значение
𝑥 необходимо уменьшить на 300 * 100/(100 + 200 + 300) = 50 га.

Информация о рубках главного пользования (а значит, и о величине 𝑊 ) до-
ступна из [12]. Несмотря на то, что этот источник содержит данные и об объемах
естественного и искусственного лесовосстановления (в га), извлечь из него инфор-
мацию о функции 𝑆(𝑡) не представляется возможным. Дело в том, что понятие
«лесовосстановление» гораздо шире, чем высадка саженцев деревьев на новых
площадях и включает в себя, например, обработку почвы, уже занятой древосто-
ем [13]. Кроме того, суммарные площади лесовосстановления в разы меньше, чем
явно указанные в сборнике значения 𝑊 . Поэтому далее принято, что 𝑆(𝑡) = 0.

Обобщенные статистические данные за 𝑇 = 8 лет приведены в Таблице 2.
Отметим, что информация в [11,12] приводится на конец того или иного года, так
что 2014 г. в таблице соответствует не 𝑡 = 0, а 𝑡 = 1.

Таблица 2: Площади, занятые когортами деревьев в республике Мордовия по
годам, тыс. га

2014 2015 2016 2017 2018 2019 2020 2021
Молодняк (𝑥) 115.8 119.0 123.0 131.3 129.3 125.6 124.9 123.5
Ср. группа (𝑦) 254.3 255.7 253.5 254.8 255.5 255.8 252.3 253.5
Ст. группа (𝑧) 266.5 266.0 264.9 265.2 264.2 263.8 262.7 269.8

𝑊 4 4 4 4 4 4 2 2

Чтобы по этим данным подобрать коэффициенты в системах (3) и (4), исполь-
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зовался метод наименьших квадратов. Точнее, рассматривалось выражение

𝑄2 =

𝑇−1∑︁
𝑡=1

{︁
[∆𝑥𝑡 −𝑅𝑥(𝑡, 𝑥𝑡, 𝑦𝑡, 𝑧𝑡)]

2 + [∆𝑦𝑡 −𝑅𝑦(𝑡, 𝑥𝑡, 𝑦𝑡, 𝑧𝑡)]
2 +

+[∆𝑧𝑡 −𝑅𝑧(𝑡, 𝑥𝑡, 𝑦𝑡, 𝑧𝑡)]
2
}︁
,

минимум которого отыскивался методом Нелдера – Мида, или многогранника [14].
Данный алгоритм пригоден для оптимизации функций, зависящих от большого
числа параметров. Кроме того, он реализован как в математических библиотеках
на языке Python, так и в специализированных прикладных программных ком-
плексах. Так, в использованном авторами пакете Wolfram Mathematica на примере
метода Нелдера – Мида основана стандартная функция NMinimize.

Для модели межкогортного взаимодействия с учетом конкуренции результаты
расчетов таковы:

𝑄2 = 110.186,

𝑘𝑥 = 0.1073, 𝛼𝑥 = 0.0513, 𝛽𝑥 = 0.0185, 𝛾𝑥 = 0.0005, 𝛿𝑥1 = 0.0012, 𝛿𝑥2 ≈ 0,
(5)

𝛼𝑦 = 0.0164, 𝛽𝑦 = 1.2 · 10−6, 𝛾𝑦 = 3.6 · 10−5, 𝛿𝑦 ≈ 0,

𝛽𝑧 = 7.8 · 10−8.

Аналогичный результат для модели, не учитывающей конкуренцию, выглядит сле-
дующим образом:

𝑄2 = 112.223,

𝑘𝑥 = 0.1216, 𝛼𝑥 = 0.0329, 𝛽𝑥 = 0.4670,
(6)

𝛼𝑦 = 0.0164, 𝛽𝑦 = 0.0001,

𝛽𝑧 ≈ 0.

Приближенное равенство параметров нулю в приведенных равенствах выполнено
как минимум с точностью до 10−8.

Как видно, учет внутри- и межкогортной конкуренции незначительно повыша-
ет точность модели: значение 𝑄2 уменьшается на 2%.

В качестве примера использования построенной модели на Рис. 1 приведен
график величины 𝑥𝑡, вычисленной в соответствии со схемой (2), (3), (5), в срав-
нении с данными Таблицы 2. Предполагается, что при 𝑡 = 1 значения 𝑥𝑡, 𝑦𝑡, 𝑧𝑡
в разностных уравнениях равны табличным (своего рода «начальные данные» в
соответствующей рекуррентной схеме).

Сплошная линия на графике соответствует расчету, табличные данные обозна-
чены точками.

4. Анализ моделей динамики и прогнозирование численности когорт

Одним из вопросов, представляющих интерес, является равновесная числен-
ность возрастных групп при условии, что годовая площадь рубки главного поль-
зования неизменна. Примем функцию 𝑊 (𝑡) тождественно равной 𝑊 (𝑇 ) = const;
тогда функции 𝑅𝑥, 𝑅𝑦 и 𝑅𝑧 перестанут зависеть от времени. Решая систему

𝑅𝑥 = 0, 𝑅𝑦 = 0, 𝑅𝑧 = 0, (7)
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Рис. 1: Сравнение расчетных значений 𝑥𝑡 со статистическими данными

найдем, что в отсутствие конкуренции единственной точкой равновесия служит

𝑥𝑡 = 61.183, 𝑦𝑡 = 121.879, 𝑧𝑡 = 129.635.

Такая численность когорт принципиально возможна, но лишь при крайне небла-
гоприятном сценарии: найденные площади в разы меньше тех, что в настоящее
время заняты лесонасаждениями.

При учете конкуренции ситуация меняется. Теперь система (7) имеет четыре
решения, из которых два являются комплексно-сопряженными, а еще одно содер-
жит отрицательные компоненты. Единственным набором положительных чисел,
удовлетворяющих (7), является

𝑥𝑡 = 1.398 · 106, 𝑦𝑡 = 44487.8, 𝑧𝑡 = 9.309 · 109.

Однако эти значения столь велики, что оказываются недостижимыми: площадь
всей Республики Мордовия составляет около 2.613 · 106 тыс. га.

Итак, в обоих случаях (с учетом конкуренции или без нее) можно полагать,
что система эволюционирует, не достигая положения равновесия.

Воспользуемся моделью (2), (3) с коэффициентами (5) для предсказания чис-
ленности древесных когорт на период до 2030 г. (𝑡 = 17 в наших обозначениях).
При этом вновь будем предполагать, что после 2022 г. (𝑡 > 𝑇 ) рубки главного
пользования ведутся с постоянной интенсивностью 𝑊 (𝑇 ).

Рис. 2 иллюстрирует прогнозируемую динамику изменения площади 𝑥𝑡, заня-
той молодым древостоем.

Рис. 2: Прогноз динамики численности древесных когорт

Как и ранее, предполагается, что значения 𝑥1, 𝑦1, 𝑧1 в расчетной схеме совпа-
дают с табличными.
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Более детально, в 2030 г. предполагаемые площади, занятые тремя исследуе-
мыми возрастными группами, равны

𝑥17 = 130.643, 𝑦17 = 254.564, 𝑧17 = 289.007.

Этот прогноз достаточно благоприятен: численность молодой и старшей когорт
увеличивается, а средней – почти не изменяется.

Модель, не учитывающая конкуренцию, дает практически такие же значения
𝑥17, 𝑦17, 𝑧17. Это, а также малая разница в значениях 𝑄2 согласно (5) и (6), да-
ет основания считать, что конкуренция и угнетение младших когорт старшими
не вносят весомого вклада в динамику численности древостоя (в разрезе данных
формы №2-ГЛР). Решающую роль играет размножение деревьев, их переход из
младших когорт в старшие, отмирание старшей возрастной группы и рубки глав-
ного пользования.

Очевидно, при наличии более подробных данных (например, выделение ин-
формации о собственно высадке новых саженцев среди всей площади, затронутой
лесовосстановлением, и т.д.) коэффициенты модели могли бы быть скорректиро-
ваны. Возможно, при этом несколько изменилась бы и оценка значимости конку-
ренции в популяции.

В свою очередь, понимание роли каждого из слагаемых в уравнениях (2)–(4)
помогло бы решить важную хозяйственную задачу управления лесными ресур-
сами. В частности, практически важным является вопрос: какой должна быть
зависимость объема вырубки 𝑊 (𝑡) от времени, чтобы сохранять общую площадь
лесонасаждений в регионе на одном и том же уровне. Задачи подобного класса
могут быть предметом отдельного исследования.

Заключение

В настоящей статье предложена трехвозрастная модель с дискретным време-
нем, описывающая динамику древесной популяции. Коэффициенты модели най-
дены численно исходя из статистических данных по республике Мордовия.

Рассмотрено два варианта модели: с учетом и без учета конкуренции внутри и
между когортами деревьев одного возраста. Получено, что упомянутая конкурен-
ция не является решающим фактором, влияющим на величину площади, занятой
древостоем того или иного возраста.

На основании построенной модели сделан прогноз численности популяции де-
ревьев в республике Мордовия до 2030 г.
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