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В наших предыдущих работах мы продемонстрировали, что теория ко-
нечных подмножеств различных ассоциативных алгебр позволяет ин-
терпретировать элементарную арифметику, в частности, она неразре-
шима. Например, это было показано для любых бесконечных абелевых
групп. Возникает естественный вопрос: можно ли обобщить этот ре-
зультат на более широкий класс алгебр, скажем, все коммутативные
моноиды. В некоторых случаях нами ответ тоже получен ранее: для
коммутативных моноидов с сокращением, имеющим элемент бесконеч-
ного порядка или произвольных абелевых групп. Сейчас же мы проде-
монстрируем, что не для всяких коммутативных моноидов это верно.
Более того, мы дадим описание конструкции, которая позволяет стро-
ить такого рода системы из разного рода исходных алгебр. Вместе с
тем, будут указаны и некоторые границы её применимости.
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Введение

В любой алгебре операции можно перенести с отдельных элементов на их все-
возможные или только конечные подмножества. Таким образом получаются новые
алгебры исходной сигнатуры. Мы занимаемся изучением алгебр, построенных, как
подмножества коммутативных моноидов.

Такого рода исследования начались в середине XXв. (см. [8]). Конструкция
алгебры подмножеств во многих случаях естественна. Например, таким образом
можно перейти от операций над словами к операциям над языками (см. [5]). Неко-
торые известные математические проблемы тоже можно сформулировать в тер-
минах действий над подмножествами. Скажем, тернарная и бинарная проблемы
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Гольдбаха могут быть сформулированы как 𝑂 = 𝑃 + 𝑃 + 𝑃 и 𝐸 = 𝑃1 + 𝑃1 со-
ответственно. Здесь 𝑂 — множество нечётных натуральных чисел, начиная с 7;
𝐸 — множество чётных натуральных чисел, начиная с 6; 𝑃 и 𝑃1 — множества всех
простых и нечётных простых чисел соответственно.

Ранее мы уже получили ряд результатов о выразительной силе теории все-
возможных или только конечных подмножеств. В некоторых случаях, для спе-
циального вида унаров, может наблюдаться даже упрощение теории конечных
подмножеств по сравнению с теорией исходного унара (см. [1]). Но для нетриви-
альных алгебр с бинарной операцией мы наблюдали противоположную картину.
Например, уже для простейшего моноида (𝜔,+, 0), аддитивной алгебры натураль-
ных чисел, теория алгебры конечных подмножеств алгоритмически эквивалент-
на элементарной арифметике, а теория алгебры всех подмножеств — арифметике
второго порядка (см. [3]). Ещё одним таким результатом является возможность ин-
терпретации элементарной арифметики в теории алгебры конечных подмножеств
бесконечных абелевых групп (см. [4, 6]).

Последний результат может быть перенесён на некоторые моноиды, а именно —
на моноиды с сокращением, имеющие элемент бесконечного порядка (см. [4]). Воз-
никает естественный вопрос о возможности обобщения этих результатов на более
широкий круг бесконечных моноидов или, более общо, полугрупп: верно ли, что
для всех таких систем алгебра подмножеств позволит интерпретировать элемен-
тарную арифметику?

В самом широком смысле этот результат тривиально неверен. Например, в
полугруппе с нулевой операцией, то есть 𝑥 + 𝑦 = 0 для любых 𝑥 и 𝑦, для произ-
вольных непустых подмножеств мы точно также получим 𝑋 + 𝑌 = {0}, поэтому
полугруппа подмножеств элементарно эквивалентна исходной (если она, конечно,
бесконечна).

В настоящей работе мы указываем некоторые примеры построения нетриви-
альных полугрупп и моноидов, для которых полугруппы или моноиды подмно-
жеств будут иметь разрешимую теорию, причём это касается как конечных под-
множеств, так и произвольных. Для случая алгебры конечных подмножеств мы
получим автоматную систему (см. [2]), а алгебра всех подмножеств будет интер-
претироваться в монадической теории второго порядка с двумя следованиями S2S,
разрешимость которой показана в знаменитой работе [7]. Вместе с тем мы укажем
и границы применимости этой конструкции: если исходные алгебры будут обра-
зовывать неограниченно возрастающую цепь, то дизъюнктное объединение этой
цепи будет системой, теория конечных подмножеств которой снова оказывается
эквивалентной элементарной арифметике и, следовательно, неразрешимой.

1. Определения

Как обычно для коммутативных моноидов мы будем считать, что бинарная
операция обозначается знаком плюс, а нейтральный элемент — нулём.

Для каждой алгебры A можно рассмотреть алгебру её всех exp* A или только
конечных expA непустых подмножеств с операциями типа

𝑓(𝑋1, . . . , 𝑋𝑛) = {𝑓(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) : 𝑎1 ∈ 𝑋1, . . . , 𝑎𝑛 ∈ 𝑋𝑛}.
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Исключение пустого множества оправдано тем, что в алгебрах exp*∅ A и exp∅ A,
содержащих пустое множество, оно определимо при наличии хотя бы одной опе-
рации 𝑓 местности два или больше:

𝑋 = ∅ ≡ (∀𝑌 )𝑓(𝑋,𝑌, . . . , 𝑌 ) = 𝑋.

С другой стороны, если аргументы операции 𝑓 не являются пустыми множества-
ми, то и результат пустым множеством не будет. Таким образом, непустые мно-
жества образуют в exp*∅ A и exp∅ A определимые подалгебры, и наоборот, теория
алгебр exp*∅ A и exp∅ A интерпретируется в exp* A и expA соответственно. Значит,
исключение пустого множества не влияет на выразительную силу языка логики
первого порядка, когда A является группоидом и, в частности, моноидом.

Мы в нашей работе будем рассматривать два вида алгебр.
Алгебры первого типа являются усложнением моноида Ω = (𝜔,max, 0) — мно-

жества натуральных чисел с операцией взятия максимума двух элементов и нулём
в качестве нейтрального. Пусть A — любая алгебра. Мы будем рассматривать де-
картово произведение Ω× A.

Лемма 1. Для любого (коммутативного) моноида/полугруппы A алгебра Ω× A
является (коммутативным) моноидом/полугруппой.

Доказательство. Моноиды и полугруппы образуют многообразие, а каждое мно-
гообразие замкнуто относительно декартовых произведений.

Второй тип алгебр получается так. Декартово произведение — это множество
пар (𝑢, 𝑎), где 𝑢 ∈ 𝜔 и 𝑎 ∈ A. При этом

(𝑢1, 𝑎1) + (𝑢2, 𝑎2) = (max(𝑢1, 𝑢2), 𝑎1 + 𝑎2). (1)

Но можно для каждого 𝑢 вместо одной и той же алгебры A брать свою собствен-
ную A𝑢, важно лишь, чтобы они образовывали (нестрого) возрастающую цепь:
A𝑢 ⊆ A𝑣 при 𝑢 ⩽ 𝑣. Формальное определение (1) операции + останется тем же
самым. Такая конструкция называется дизъюнктным объединением

⨆︀
𝑢∈𝜔

A𝑢. Оче-

видно, что декартово произведение Ω × A будет частным случаем дизъюнктного
объединения, когда цепь состоит из одного и того же элемента A.

По аналогии с предыдущей будет верна

Лемма 2. Для любой (нестрого) возрастающей цепи (коммутативных) моно-
идов A𝑢, 𝑢 ∈ 𝜔, дизъюнктное объединение

⨆︀
𝑢∈𝜔

A𝑢 является (коммутативным)

моноидом.

Доказательство. Ассоциативность непосредственно вытекает из определения (1)
операции +. Нулём будет (0, 00), где 00 — нейтральный элемент моноида A0.

2. Автоматность алгебры конечных подмножеств

Для доказательства разрешимости теорий моноидов типа expA в настоящей
статье мы будем применять метод автоматных систем.
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Определение 1 (см. [2]). Пусть A — алгебраическая система сигнатуры Σ. Си-
стема A называется автоматной, если существует алфавит Ξ, не содержащий
символа Λ, и разнозначная функция ℎ : A → Ξ* (из A в слова алфавита Ξ) такие,
что для любого сигнатурного символа 𝑃 множество слов

ℎ(𝑃A) = {⟨ℎ(𝑎1), . . . , ℎ(𝑎𝑛)⟩ : (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) ∈ 𝑃A},

а также множество значений функции ℎ, образуют автоматный язык. Здесь
с помощью ⟨ℎ(𝑎1), . . . , ℎ(𝑎𝑛)⟩ обозначено слово 𝛼 в алфавите (Ξ ∪ {Λ})𝑛, длина
которого равна максимуму длин слов ℎ(𝑎𝑗), и в котором 𝑖-я буква 𝛼(𝑖) имеет

вид (𝑎
(𝑖)
1 , . . . , 𝑎

(𝑖)
𝑛 ), где 𝑎

(𝑖)
𝑗 — 𝑖-я буква слова ℎ(𝑎𝑗), если его длина меньше 𝑖, или

Λ в противном случае. Здесь и далее мы всегда считаем, что нумерация букв в
словах и бесконечных последовательностях начинается с нуля.

Например,

⟨001, 01, 1011⟩ = (0, 0, 0)(0, 1, 0)(1,Λ, 1)(Λ,Λ, 1).

Главным результатом об автоматных системах является следующее утвержде-
ние.

Теорема 1 (см. [2]). Любая автоматная система имеет алгоритмически раз-
решимую теорию.

Для начала продемонстрируем, как метод автоматных систем можно исполь-
зовать для доказательства разрешимости алгебры конечных подмножеств.

Пример 1. Пусть Ω = (𝜔,max, 0) — моноид натуральных чисел с операцией взятия
максимума. Тогда expΩ будет автоматной системой. В самом деле, определим ко-
дирующую функцию ℎ следующим образом: ℎ(𝑋) – это слово в алфавите B = {0, 1}
длины 1+max𝑋, в котором 𝑖-й символ равен 1 тогда и только тогда, когда 𝑖 ∈ 𝑋.
Тогда нейтральный элемент {0} моноида expΩ кодируется словом «1», а автомат,
проверяющий условие 𝑋+𝑌 = 𝑍, выглядит так: мы просто проверяем, что в слове
ℎ(𝑍) стоит единица на позиции 𝑖 при выполнении хотя бы одного из двух условий:
в слове ℎ(𝑋) уже встретилась единица на позиции 𝑗 ≤ 𝑖 и в слове ℎ(𝑌 ) на позиции
𝑖 стоит единица, либо наоборот, в слове ℎ(𝑌 ) уже встретилась единица на позиции
𝑗 ≤ 𝑖 и в слове ℎ(𝑋) на позиции 𝑖 стоит единица.

Теорема 2. Для любого конечного моноида A моноид exp(Ω×A) является авто-
матной системой и, в частности, он имеет разрешимую теорию.

Доказательство. Предположим, что моноид A = (𝐴,+, 0) содержит 𝑁 элемен-
тов: A = {𝑎0 = 0, . . . , 𝑎𝑁−1}. Закодируем элемент 𝑋 моноида exp(Ω × A) словом
ℎ(𝑋) в алфавите B = {0, 1} следующим образом: единица на позиции 𝑢𝑁 + 𝑝, где
𝑝 = 0, . . . , 𝑁 − 1, стоит тогда и только тогда, когда (𝑢, 𝑎𝑝) ∈ 𝑋. Длина слова ℎ(𝑋)
будет равна

𝑁(1 + max{𝑢 : (𝑢, 𝑎𝑝) ∈ 𝑋 для некоторого 𝑝}).

Таким образом, для кодирования используются слова в алфавите B, длина кото-
рых кратна 𝑁 и среди последних 𝑁 символов есть хотя бы одна единица. Такие
слова образуют автоматный язык.
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Нуль моноида exp(Ω×A) — это пара (0, 0), которая кодируется словом «10𝑁−1».

Автомат, проверяющий условие𝑋+𝑌 = 𝑍, должен будет иметь состояния вида
(𝛼, 𝛽), где 𝛼 и 𝛽 — слова длины 𝑁 в алфавите B. Единица в словах 𝛼 и 𝛽 на 𝑝-й
позиции будет означать, что уже встретился элемент вида (𝑢, 𝑎𝑝) в слове ℎ(𝑋) или
ℎ(𝑌 ) соответственно. Автомат должен будет проверять, что в слове ℎ(𝑍) стоят
единицы там и только там, где они соответствуют элементам A, которые могут
быть получены из элементов текущего A и предыдущих.

Точнее, недетерминированный автомат N может быть построен следующим
образом. Автомат N содержит всевозможные команды вида

(𝛼, 𝛽), 𝜖 → (𝛼, 𝛽, 𝜖, 𝜖, 𝜖);

(𝛼, 𝛽, 𝛾1, 𝛾2, 𝛾3), (𝜎1, 𝜎2, 𝜎3) → (𝛼, 𝛽, 𝛾1𝜎1, 𝛾2𝜎2, 𝛾3𝜎3);

(𝛼, 𝛽, 𝛿1, 𝛿2, 𝛿3), 𝜖 → (𝛼*, 𝛽*). (2)

Здесь 𝛼, 𝛽, 𝛼*, 𝛽*, 𝛿1, 𝛿2, 𝛿3 ∈ B𝑁 , 𝛼* = 𝛼 ∨ 𝛿1, 𝛽* = 𝛽 ∨ 𝛿2 (с помощью ∨ мы обозна-
чили побитовую дизъюнкцию), 𝛾1, 𝛾2, 𝛾3 ∈ B𝑝, 𝑝 < 𝑁 , |𝛾1| = |𝛾2| = |𝛾3|, 𝜖 — пустое
слово, 𝜎1, 𝜎2, 𝜎3 ∈ B. Начальным будет состояние (0𝑁 , 0𝑁 ), а принимающими бу-
дут все состояния вида (𝛼, 𝛽). Команды (2) включаются только при выполнении
следующего условия для всех 𝑝 = 0, . . . , 𝑁 − 1:

𝛿
(𝑝)
3 = 1 ⇐⇒

⋁︁
𝑎𝑟+𝑎𝑞=𝑎𝑝

(︀
(𝛼

(𝑟)
* = 1 ∧ 𝛿

(𝑞)
2 = 1) ∨ (𝛿

(𝑟)
1 = 1 ∧ 𝛽

(𝑞)
* = 1)

)︀
.

Таким образом, если третье слово кодирует 𝑍, которое не может быть получено из
первых двух слов, кодирующих 𝑋 и 𝑌 , то автомат N не будет содержать команду
вида (2) и не сможет вернуться в принимающее состояние вида (𝛼, 𝛽).

3. Интерпретация алгебры всех подмножеств в S2S

Для доказательства разрешимости алгебры всех подмножеств построенных
систем мы применим иной метод. Способ кодирования элементов 𝑋 систем
exp*(Ω × A) в принципе будет тем же, что и для exp(Ω × A), но теперь вместо
конечных слов мы будем рассматривать бесконечные последовательности симво-
лов: если моноид A содержит 𝑁 элементов 𝑎0, . . . , 𝑎𝑁−1, то единица на позиции
𝑢𝑁 + 𝑝, где 𝑝 = 0, . . . , 𝑁 − 1, стоит тогда и только тогда, когда (𝑢, 𝑎𝑝) ∈ 𝑋.

Напомним, что монадическая теория второго порядка с двумя следованиями
(S2S) может быть определена как монадическая теория второго порядка алгебра-
ической системы, состоящей из конечных слов в алфавите B в сигнатуре с двумя
унарными операциями ·0 и ·1, означающими приписывание к слову нуля и едини-
цы соответственно. Как показано в знаменитой работе М.Рабина [7], теория S2S
разрешима. Поэтому, проинтерпретировав теории систем типа exp*(Ω× A) в S2S,
мы докажем и их разрешимость тоже.

Теорема 3. Для конечного моноида A теория алгебры exp*(Ω×A) интерпрети-
руется в S2S и поэтому разрешима.
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Доказательство. Сразу заметим, что в S2S определимо пустое слово 𝜖, чем мы
далее будем пользоваться:

𝑥 = 𝜖 ≡ (∀𝑦)(𝑥 ̸= 𝑦 · 1 ∧ 𝑦 ̸= 𝑦 · 0).

Неформально говоря, мы каждую последовательность 𝑋 в алфавите B будем
интерпретировать как множество всех её префиксов. Такого типа множества 𝑋
выделяются с помощью формулы

Seq(𝑋) ≡ 𝑋(𝜖)∧
∧ (∀𝑥)(𝑋(𝑥) → (𝑋(𝑥 · 1) ∨𝑋(𝑥 · 0)) ∧ ¬(𝑋(𝑥 · 1) ∧𝑋(𝑥 · 0)))∧

∧ (∀𝑥)(𝑋(𝑥 · 1) ∨𝑋(𝑥 · 0) → 𝑋(𝑥)),

то есть вместе с любым словом содержится ровно один его последователь, а вместе
с любым непустым словом — наибольший из его собственных префиксов. Это будет
областью интерпретации. Здесь и до конца доказательства строчными буквами
будут обозначаться переменные первого порядка, а заглавными — второго.

Далее нам потребуется формула, говорящая, что слово 𝑥 имеет вид 𝑦B𝑘, то
есть 𝑥 получено из 𝑦 приписыванием ровно 𝑘 символов:

𝑥 = 𝑦B𝑘 ≡
⋁︁

𝜎∈B𝑘

𝑥 = 𝑦 · 𝜎(1) · · ·𝜎(𝑘).

Следующий шаг — определить, что слово 𝑥 имеет вид 𝑦(B𝑘)* для некоторого фик-
сированного 𝑘:

𝑥 = 𝑦(B𝑘)* ≡ (∃𝑍)
[︀
𝑍(𝑦) ∧ 𝑍(𝑥)∧
∧ (∀𝑡)

(︀
𝑍(𝑡) → (∃!𝑠)(𝑠 = 𝑡B𝑘 ∧ 𝑍(𝑠))

)︀
∧

∧ (∀𝑡)
(︀
𝑍(𝑡) ∧ 𝑡 ̸= 𝑦 → (∃𝑠)(𝑡 = 𝑠B𝑘 ∧ 𝑍(𝑠))

)︀]︀
.

Здесь мы использовали стандартное логическое обозначение (∃!𝑠) — существует
единственный 𝑠.

Используя последнюю формулу, можно записать условие, что длина слова 𝑥
кратна 𝑘: 𝑥 = 𝜖(B𝑘)*.

Для интерпретации в S2S теории моноида exp*(Ω × A) нам будет достаточно
определить нейтральный элемент (0, 00) и операцию +. Первое интерпретируется
как последовательность, состоящая из одной единицы и следующих за ней нулей:

𝑋 = (0, 0) ≡ Seq(𝑋) ∧𝑋(𝜖 · 1) ∧ (∀𝑥)(𝑋(𝑥) ∧ 𝑥 ̸= 𝜖 → 𝑋(𝑥 · 0)).

Для интерпретации сложения нужно сказать, что единица на позиции 𝑢𝑁 + 𝑝
стоит тогда и только тогда, когда 𝑎𝑝 получается как 𝑎𝑟 + 𝑎𝑞, причём одно из них
принадлежит B𝑢, а другое — B𝑣 для какого-то 𝑣 ≤ 𝑢:

𝑋 + 𝑌 = 𝑍 ≡ Seq(𝑋) ∧ Seq(𝑌 ) ∧ Seq(𝑍) ∧ (∀𝑧)
[︂
𝑍(𝑧 · 1) ↔

↔ (∃𝑥, 𝑦, 𝑠, 𝑡)
(︁
𝑋(𝑥 · 1) ∧ 𝑌 (𝑦 · 1) ∧ 𝑡 = (B𝑁 )* ∧ 𝑠 = 𝑡(B𝑁 )*∧

∧
⋁︁

𝑎𝑝=𝑎𝑟+𝑎𝑞

[︁
𝑧 = 𝑠B𝑝 ∧

(︀
(𝑥 = 𝑠B𝑟 ∧ 𝑦 = 𝑡B𝑞) ∨ (𝑥 = 𝑡B𝑟 ∧ 𝑦 = 𝑠B𝑞)

)︀]︁)︁]︂
.



О МОНОИДЕ С РАЗРЕШИМОЙ ТЕОРИЕЙ КОНЕЧНЫХ... 33

4. Обобщения

Естественный вопрос, который возникает — можно ли в рассмотренных нами
конструкциях перейти к рассмотрению исходных алгебр неограниченной мощно-
сти? Естественным обобщением алгебры типа Ω×A будет такое. Пусть A𝑢, 𝑢 ∈ 𝜔, —
возрастающая цепь конечных моноидов: A𝑢 ⊊ A𝑢+1. Тогда дизъюнктное объеди-
нение B =

⨆︀
𝑢∈𝜔

A𝑢 состоит из пар вида (𝑢, 𝑎), где 𝑎 ∈ A𝑢, а операции выполняются

естественным образом: (𝑢, 𝑎𝑢) + (𝑣, 𝑎𝑣) = (max(𝑢, 𝑣), 𝑎𝑢 + 𝑎𝑣). Но уже такая кон-
струкция приводит к неразрешимости теории конечных подмножеств.

Теорема 4. Пусть A𝑢, 𝑢 ∈ 𝜔, A𝑢 ⊊ A𝑢+1 — возрастающая цепь конечных абе-
левых групп. Тогда в теории конечных подмножеств дизъюнктного объединения
B =

⨆︀
𝑢∈𝜔

A𝑖 интерпретируется теория конечных подмножеств (обычного) объ-

единения цепи A =
⋃︀

𝑢∈𝜔
A𝑢. Поэтому теория алгебры expB, как и теория алгебры

expA, допускает интерпретацию элементарной арифметики и, следовательно,
неразрешима (см. [6]).

Доказательство. Сначала предположим, что мы уже смогли построить формулу
Zero1(𝑍), которая среди всех элементов моноида expB выделяет элементы вида
{0𝑢}, где 0𝑢 — нейтральный элемент какой-то группы A𝑢. Далее в доказательстве
с помощью нижнего индекса 𝑎𝑢 мы будем обозначать номер группы A𝑢, из которой
этот элемент взят.

Тогда интерпретация теории системы expA в теории системы expB будет
устроена так. Область интерпретации ничем не ограничена, то есть содержит все
элементы expB. Равенство 𝑋 = 𝑌 интерпретируется следующей формулой:

(∃𝑍)(Zero1(𝑍) ∧𝑋 + 𝑍 = 𝑌 + 𝑍).

Иными словами, мы можем «сдвинуть» все элементы множеств 𝑋 и 𝑌 в одну A𝑢

так, чтобы они совпали. Тогда, нетрудно заметить, что любое конечное непустое
множество 𝑆 ⊆ A будет соответствовать каждому множеству, состоящему из тех
же элементов, но возможно, в разных A𝑢. Наконец, сложение 𝑋 + 𝑌 = 𝑆 интер-
претируется формулой

(∃𝑍)(Zero1(𝑍) ∧ (𝑋 + 𝑍) + (𝑌 + 𝑍) = 𝑆 + 𝑍).

Здесь мы опять «сдвигаем» все элементы, входящие в формулу в то A𝑢, в кото-
ром это сложение можно корректно выполнить. Это тоже соответствует сложению
конечных подмножеств в A.

Таким образом, нашей главной задачей является построение формулы Zero1.
Сначала укажем формулу Zero𝑀 (𝑋), говорящую, что 𝑋 состоит из одного или

нескольких 0𝑢 для каких-то 𝑢:

Zero𝑀 (𝑋) ≡ 𝑋 +𝑋 = 𝑋 ∧ (∀𝑌 )(𝑋 + 𝑌 = 𝑋 → 𝑌 + 𝑌 = 𝑌 ).

Нетрудно видеть, что здесь говориться: сам 𝑋 и все нейтральные для него эле-
менты являются идемпотентами.
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Если 𝑋 = {0𝑢 : 𝑢 ∈ 𝐼}, то, очевидно, 𝑋 + 𝑋 = 𝑋. Далее, если 𝑋 + 𝑌 = 𝑋,
то 𝑌 тоже должен содержать только 0𝑣 для каких-то 𝑣 ∈ 𝜔, иначе получим
0𝑢 + 𝑎𝑣 = 𝑎max(𝑢,𝑣) ̸= 0𝑤 для любых 𝑢, 𝑣, 𝑤 ∈ 𝜔 и ненулевого 𝑎, то есть 𝑋 + 𝑌 ̸= 𝑋.
Но тогда 𝑌 + 𝑌 = 𝑌 .

Теперь покажем обратное, пусть выполнено Zero𝑀 (𝑋). Допустим, что 𝑋 со-
держит некоторый ненулевой элемент 𝑎𝑢 ∈ A𝑢. Если 𝑋 содержит 0𝑣 для 𝑣 < 𝑢, то
выбрав наименьший из таких 𝑣 мы можем построить 𝑌 = {0𝑣, 𝑎𝑢}, для которого

𝑋 = 𝑋 + {0𝑣} ⊆ 𝑋 + 𝑌 ⊆ 𝑋 +𝑋 = 𝑋,

то есть 𝑋 + 𝑌 = 𝑋, хотя, очевидно, 𝑌 идемпотентом не является, так как
𝑎𝑢 + 𝑎𝑢 ̸= 𝑎𝑢 (в группе нет ненулевых идемпотентов).

Если такого 𝑣 не существует, то возьмём 𝑌 = {𝑎𝑢}. Поскольку группа A𝑢

является конечной, то −𝑎 = (𝑛 − 1)𝑎, где 𝑛 — порядок 𝑎𝑢. Поэтому получаем
−𝑎 = (𝑛 − 1)𝑎 ∈ (𝑛 − 1)𝑋 = 𝑋. Значит, для любого 𝑏𝑣 ∈ 𝑋 получаем 𝑢 ⩽ 𝑣,
𝑏𝑣 − 𝑎𝑢 ∈ 𝑋 +𝑋 = 𝑋 и, следовательно, 𝑋 ⊆ 𝑌 +𝑋. Обратное включение получа-
ется из 𝑌 ⊆ 𝑋: 𝑌 +𝑋 ⊆ 𝑋 +𝑋 = 𝑋, поэтому 𝑋 + 𝑌 = 𝑋. Но и в этом случае 𝑌
не будет идемпотентом по той же причине.

Наконец, используя формулу Zero𝑀 , построим Zero1(𝑍), говорящую, что вы-
полнено Zero𝑀 (𝑍), а также два следующих условия:

(а) 𝑍 — нейтральный или для 𝑍 существует как минимум три нейтральных
элемента;

(б) для всяких 𝑋,𝑌 , для которых выполнено Zero𝑀 (𝑋) и Zero𝑀 (𝑌 ), из
𝑌 +𝑋 = 𝑍 следует, что 𝑋 = 𝑍 или 𝑌 = 𝑍.

Пусть 𝑍 = {0𝑢}. Тогда 𝑋 и 𝑌 должны содержать 0𝑢 и 0𝑣 для некоторого 𝑣 ⩽ 𝑢.
Но если бы, 𝑋 и 𝑌 содержали 0𝑣 и 0𝑤 для каких-то 𝑣 ⩽ 𝑤 < 𝑢 (или 𝑤 ⩽ 𝑣 < 𝑢),
то 𝑋 + 𝑌 будет содержать 0𝑤 (соответственно, 0𝑣) и, следовательно, 𝑋 + 𝑌 ̸= 𝑍.
Значит, выполнено (б). Условие (а) при 𝑢 = 0 выполнено тривиально, а при 𝑢 > 0
имеем нейтральные для 𝑍 = {0𝑢} элементы {00}, {0𝑢}, {00, 0𝑢},

Пусть теперь выполнено Zero1(𝑍). Предположим, что 𝑍 содержит как ми-
нимум три элемента: 𝑍 = {0𝑢, 0𝑣, . . . , 0𝑤} причём 𝑢 — наибольший, а 𝑤 —
наименьший возможные, 𝑣 — второй по величине после 𝑢. Тогда получим
{0𝑢, 0𝑤}+ {0𝑣, . . . , 0𝑤} = 𝑍, что противоречит (б).

Рассмотрим теперь вариант, когда 𝑍 содержит два элемента: 𝑍 = {0𝑢, 0𝑣},
𝑢 > 𝑣. Если 𝑣 ̸= 0, то получаем {0𝑢, 00} + {0𝑣} = 𝑍, что снова противоречит (б).
Последний случай: 𝑍 = {0𝑢, 00}, 𝑢 > 0. Но для таких 𝑍 существует только два
нейтральных элемента: {00} и само 𝑍, что противоречит (а).

Заключение

Мы показали, что существует довольно богатый класс полугрупп и моноидов,
для которых алгебра всех или только конечных подмножеств имеет разрешимую
теорию. При этом очевидным образом из нашего построения следует, что все эле-
менты таких алгебр имеют ограниченный порядок: существует такое натуральное
число 𝑘, что 𝑘𝑎 = 0.
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Первый открытый вопрос, который сразу возникает, — можно ли построить
пример полугруппы или моноида, который имел бы элементы сколь угодно боль-
ших порядков, но при этом его алгебра подмножеств (или хотя бы конечных под-
множеств) имела бы разрешимую теорию.

Второй вопрос, который тоже непосредственно вытекает из предложенной
нами конструкции, можно ли найти ещё какой-то «простой» моноид, кроме
Ω = (𝜔,max, 0), для которого теория конечных подмножеств была бы разрешимой.
Под простотой мы в данном случае понимаем невозможность его «упрощения» с
помощью гомоморфных образов до другого бесконечного моноида.
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