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ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×È ÍÅÉÌÀÍÀ ÌÅÒÎÄÎÌ ÃÀËÅÐÊÈÍÀ
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Òâåðñêîé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 01.06.2010, ïîñëå ïåðåðàáîòêè 03.06.2010.

Äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ
óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé îðòîãîíàëüíûõ åäèíèöå.
Ïðîâåäåíî îáîñíîâàíèå ìåòîäà Ãàëåðêèíà äëÿ íàõîæäåíèÿ îáîáùåííî-
ãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Íåéìàíà. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîé ðåàëè-
çàöèè ìåòîäà Ãàëåðêèíà äëÿ ïëîñêîé êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè.

The existence to the weak solution of the Neumann problem to the Laplace
equation is proved in a space of functions ortogonal to unity. The Galerkin
method to this problem is based. The results of a numeric realization of the
Galerkin method for the curvilinear trapezoid are discussed.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: çàäà÷à Íåéìàíà, óðàâíåíèå Ëàïëàñà, ìåòîä Ãàëåð-
êèíà.
Keywords: Neumann problem, Laplace equation, Galerkin method.

1. Ââåäåíèå

Çàäà÷à Íåéìàíà � îäíà èç íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷å-
ñêîé ôèçèêè. Ïîñòàíîâêà ýòîé çàäà÷è õîðîøî èçâåñòíà èç óíèâåðñèòåòñêîãî êóðñà
óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ïóñòü Ω � îáëàñòü èç ïðîñòðàíñòâà Rn, n ≥ 2
ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé S, ν � åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè
S. Çàäà÷à Íåéìàíà ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ôóíêöèè u(x), óäîâëåòâîðÿþùåé â Ω
äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

∆u(x) = f(x), x ∈ Ω, (1)

à íà ãðàíèöå S êðàåâîìó óñëîâèþ

∂u

∂ν
= ψ x ∈ ∂Ω = S. (2)

Îáëàñòüþ ìû íàçûâàåì ñâÿçíîå, îòêðûòîå, íåïóñòîå ìíîæåñòâî. Õîðîøî èç-
âåñòíî (èç [1] íàïðèìåð), ÷òî íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1), (2)
ÿâëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå ìåæäó ôóíêöèÿìè f è ψ

∫

Ω

f(x) dx =
∫

S

ψ(x) dS, (3)

à äâà ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2) ìîãóò îòëè÷àòüñÿ òîëüêî íà ïîñòîÿííîå ñëàãàåìîå.
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Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ìû èçëàãàåì äîêàçàòåëüñòâî ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1), (2)
â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé, îðòîãîíàëüíûõ åäèíèöå, ïðèâîäèì îáîñíîâàíèå ìåòî-
äà Ãàëåðêèíà ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è è îáñóæäàåì ÷èñëåííóþ ðåàëèçàöèþ
ýòîãî ìåòîäà äëÿ ïëîñêîé ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè. Äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ ìû
ïðèâîäèì íîâîå è ñðàâíèòåëüíî ýëåìåíòàðíîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ñëàáîé
êîìïàêòíîñòè äëÿ ñåïàðàáåëüíîãî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà.

2. Íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ èç ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà è òåîðèè ôóíê-
öèé

Ìû áóäåì èñêàòü ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2) â ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà W 1
2 (Ω). Ýòî

ïðîñòðàíñòâî ñîñòîèò èç ôóíêöèé, ïðèíàäëåæàùèõ ïðîñòðàíñòâó L2(Ω) è èìå-
þùèõ îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà, òàêæå ïðèíàäëåæàùèå L2(Ω).
Íîðìà â W 1

2 (Ω) çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì

‖u‖ =




∫

Ω

u2(x) d x +
n∑

k=1

∫

Ω

(
∂u

∂xk

)2

d x




1
2

. (4)

Ïðîñòðàíñòâî W 1
2 (Ω) � ãèëüáåðòîâî, ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(u, v) =
∫

Ω

u(x)v(x) d x +
n∑

k=1

∫

Ω

∂u

∂xk

∂v

∂xk
d x.

Åñëè îáëàñòü Ω � çâåçäíàÿ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî øàðà, òî äëÿ ôóíêöèé èç
ïðîñòðàíñòâà W 1

2 (Ω) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî Ïóàíêàðå

∫

Ω

u2(x) d x ≤ c







∫

Ω

u(x)d x




2

+
n∑

k=1

∫

Ω

(
∂u

∂xk

)2

d x


 . (5)

Íàïîìíèì, ÷òî îáëàñòü íàçûâàåòñÿ çâåçäíîé îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé òî÷êè,
åñëè ëþáîé èñõîäÿùèé èç ýòîé òî÷êè ëó÷ èìååò îäíó è òîëüêî îäíó îáùóþ òî÷êó
ñ ãðàíèöåé äàííîé îáëàñòè. Îáëàñòü íàçûâàåòñÿ çâåçäíîé îòíîñèòåëüíî íåêîòî-
ðîãî òî÷å÷íîãî ìíîæåñòâà, åñëè îíà çâåçäíàÿ îòíîñèòåëüíî êàæäîé òî÷êè ýòîãî
ìíîæåñòâà. Âñå îáëàñòè, ðàññìàòðèâàåìûå â íàñòîÿùåé ñòàòüå, ïðåäïîëàãàþòñÿ
çâåçäíûìè îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî øàðà.

Äëÿ ñëåäà ôóíêöèè u ∈ W 1
2 (Ω) íà ïîâåðõíîñòè S èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

(òåîðåìà âëîæåíèÿ)
‖u‖L2(S) ≤ c‖u‖W 1

2 (Ω). (6)
Áóêâîé c â íåðàâåíñòâàõ îáîçíà÷àþòñÿ ðàçíûå, âîîáùå ãîâîðÿ, êîíñòàíòû. Âñå ýòè
êîíñòàíòû íå çàâèñÿò îò ôóíêöèè u, à çàâèñÿò òîëüêî îò îáëàñòè Ω.

Áîëåå ïîäðîáíûå ñâåäåíèÿ î ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà è íåîáõîäèìûå äîêàçà-
òåëüñòâà ìîæíî íàéòè â [1] è [2].

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ïîäïðîñòðàíñòâî V (Ω) ïðîñòðàíñòâà W 1
2 (Ω), ñîñòîÿùåå

èç ôóíêöèé, îðòîãîíàëüíûõ åäèíèöå.

V (Ω) = {u ∈ W 1
2 (Ω) : (u, 1) = 0}.
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Èç îïðåäåëåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â W 1
2 (Ω) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèè èç V (Ω)

õàðàêòåðèçóþòñÿ óñëîâèåì ∫

Ω

u(x) d x = 0. (7)

Â ïðîñòðàíñòâå V (Ω) ìîæíî ââåñòè îòëè÷íîå îò (· , ·)W 1
2 (Ω) ñêàëÿðíîå ïðîèçâå-

äåíèå. Èìåííî, ïîëîæèì

[u, v] =
n∑

k=1

∫

Ω

∂u

∂xk

∂v

∂xk
d x.

Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå àêñèîì ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äëÿ [· , ·]. Ïóñòü [u, u] = 0.
Òîãäà

n∑

k=1

∫

Ω

(
∂u

∂xk

)2

d x = 0 ⇒ ∂u

∂xk
= 0, k = 1, 2, ...n, ⇒ u = const.

Ò.ê. ïðîñòðàíñòâî V (Ω) íå ñîäåðæèò êîíñòàíò, îòëè÷íûõ îò íóëÿ, òî u = 0. Ïðîâåð-
êà îñòàëüíûõ àêñèîì ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ íå âûçûâàåò íèêàêèõ çàòðóäíåíèé.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå [· , ·] ïîðîæäàåò íîðìó â ïðîñòðàíñòâå V (Ω)

|||u||| =



n∑

k=1

∫

Ω

(
∂u

∂xk

)2

d x




1
2

. (8)

Èç íåðàâåíñòâà Ïóàíêàðå (5) è óñëîâèÿ (7) ñëåäóåò, ÷òî íîðìû (4) è (8) ýêâèâà-
ëåíòíû íà ïðîñòðàíñòâå V (Ω).

|||u|||2 =
n∑

k=1

∫

Ω

(
∂u

∂xk

)2

d x ≤
∫

Ω

u2(x) d x +
n∑

k=1

∫

Ω

(
∂u

∂xk

)2

d x = ‖u‖2W 1
2 (Ω) ≤

≤ c







∫

Ω

u(x)d x




2

+
n∑

k=1

∫

Ω

(
∂u

∂xk

)2

d x


 +

n∑

k=1

∫

Ω

(
∂u

∂xk

)2

d x =

= (1 + c)
n∑

k=1

∫

Ω

(
∂u

∂xk

)2

d x = (1 + c)|||u|||2.

3. Ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Íåéìàíà â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé, îðòîãîíàëü-
íûõ åäèíèöå

Ïóñòü u ∈ C2(Ω)
⋂

C1(Ω) åñòü êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2), óäîâëå-
òâîðÿþùåå óñëîâèþ îðòîãîíàëüíîñòè (7), à ôóíêöèè f ∈ C(Ω) è ψ ∈ C(S) óäîâëå-
òâîðÿþò óñëîâèþ ðàçðåøèìîñòè (3). Óìíîæèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1) íà ïðîèç-
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âîëüíóþ ôóíêöèþ η ∈ C2(Ω)
⋂

C1(Ω), òàêæå óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ îðòîãî-
íàëüíîñòè (7), è ïðîâåäåì èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì.

∫

Ω

f(x)η(x) dx =
n∑

k=1

∫

Ω

∂2u

∂x2
k

η(x) dx =

= −
n∑

k=1

∫

Ω

∂u

∂xk

∂η

∂xk
dx +

∫

S

∂u

∂ν
η(x) dS =

= −
n∑

k=1

∫

Ω

∂u

∂xk

∂η

∂xk
dx +

∫

S

ψ(x)η(x) dS.

Îòñþäà ïîëó÷àåì

n∑

k=1

∫

Ω

∂u

∂xk

∂η

∂xk
dx = −

∫

Ω

f(x)η(x) dx +
∫

S

ψ(x)η(x) dS. (9)

Ñëåäóÿ [2], äàäèì ñëåäóþùåå

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ u ∈ V (Ω) íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è
(1), (2), åñëè äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè η ∈ V (Ω) âûïîëíÿåòñÿ èíòåãðàëüíîå òîæäå-
ñòâî (9).

Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî V (Ω) íå ñîäåðæèò îòëè÷íûõ îò íóëÿ êîíñòàíò, òî ñóùå-
ñòâóåò íå áîëåå îäíîãî îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2) èç V (Ω).

Óñòàíîâèì òåïåðü ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (1), (2) â V (Ω).

Òåîðåìà 11. Ïóñòü Ω ⊂ Rn � îáëàñòü, çâåçäíàÿ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî øàðà,
S ∈ C1 � ãðàíèöà îáëàñòè Ω. Ïóñòü, äàëåå, ôóíêöèè f ∈ L2(Ω) è ψ ∈ L2(S) óäî-
âëåòâîðÿþò óñëîâèþ (3). Òîãäà çàäà÷à (1), (2) èìååò åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå
ðåøåíèå èç ïðîñòðàíñòâà V (Ω).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî (9) çàïèøåì, èñïîëüçóÿ ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå [· , ·],

[u, η] = −
∫

Ω

f(x)η(x) dx +
∫

S

ψ(x)η(x) dS (10)

è ïîêàæåì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü (10)

l(η) = −
∫

Ω

f(x)η(x) dx +
∫

S

ψ(x)η(x) dS

îïðåäåëÿåò ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé ôóíêöèîíàë îò η íàä ïðîñòðàíñòâîì V (Ω).
Ëèíåéíîñòü l(η) î÷åâèäíà. Óñòàíîâèì îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèîíàëà, èñïîëüçóÿ
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íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî, (5) è (6).

| l(η)| ≤
∣∣∣∣∣∣

∫

Ω

f(x)η(x) dx

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣

∫

S

ψ(x)η(x) dS

∣∣∣∣∣∣
≤




∫

Ω

f2(x) dx




1
2




∫

Ω

η2(x) dx




1
2

+




∫

S

ψ2(x) dS




1
2




∫

S

η2(x) dS




1
2

≤

≤ c
[‖f‖L2(Ω) + ‖ψ‖L2(S)

]



∫

Ω

η2(x) dx +
n∑

k=1

∫

Ω

(
∂η

∂xk

)2

d x




1
2

≤

≤ c
[‖f‖L2(Ω) + ‖ψ‖L2(S)

]






∫

Ω

η(x) dx




2

+
n∑

k=1

∫

Ω

(
∂η

∂xk

)2

d x




1
2

=

= c
[‖f‖L2(Ω) + ‖ψ‖L2(S)

] |||η|||.

Îòìåòèì, ÷òî â ýòîé âûêëàäêå áóêâîé c îáîçíà÷åíû ðàçíûå êîíñòàíòû. Èòàê, ìû
óñòàíîâèëè, ÷òî l(η) åñòü ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé ôóíêöèîíàë íàä ãèëüáåðòî-
âûì ïðîñòðàíñòâîì V (Ω). Ïî òåîðåìå Ô.Ðèññà î ïðåäñòàâëåíèè ëèíåéíîãî îãðà-
íè÷åííîãî ôóíêöèîíàëà íàä ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ
F ∈ V (Ω) òàêàÿ, ÷òî

l(η) = [F, η] ∀η ∈ V (Ω).

Òîãäà ðàâåíñòâî (10) ïðèìåò âèä

[u, η] = [F, η] ∀η ∈ V (Ω),

à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî u = F åñòü îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2). Åäèíñòâåííîñòü
îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ èç ïðîñòðàíñòâà V (Ω) óæå óñòàíîâëåíà. Òåîðåìà äîêàçàíà.

4. Î ñëàáîé êîìïàêòíîñòè îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà â ñåïàðàáåëüíîì
ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå

Â ìíîãî÷èñëåííûõ ïðèëîæåíèÿõ ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà ÷àñòî èñïîëüçóåò-
ñÿ òåîðåìà î ñëàáîé êîìïàêòíîñòè â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, ò.å. òåîðåìà î
òîì, ÷òî âñÿêîå áåñêîíå÷íîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå ñîäåðæèò ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Èìåþùèåñÿ äîêàçàòåëüñòâà
ýòîé òåîðåìû, íàïðèìåð â [3, 4], îïèðàþòñÿ íà äîñòàòî÷íî ðàçâèòóþ òåîðèþ òî-
ïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Äîêàçàòåëüñòâî, ïðèâåäåííîå â [5],
èñïîëüçóåò ýëåìåíòû òåîðèè ñîïðÿæåííûõ ïðîñòðàíñòâ. Â ýòîì ïàðàãðàôå èçëàãà-
åòñÿ ñðàâíèòåëüíî ýëåìåíòàðíîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ñëàáîé êîìïàêòíîñòè
äëÿ ñåïàðàáåëüíîãî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà. Ýòî äîêàçàòåëüñòâî îïèðàåòñÿ íà
ñàìûå îñíîâíûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ, êîòîðûå ìîæíî
íàéòè â [5].

Íàïîìíèì, ÷òî â ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H ñóùåñòâó-
åò ñ÷åòíûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {ϕk}, k = 1, 2, .... Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
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{xn} ⊂ H ñëàáî ñõîäèòñÿ ê ýëåìåíòó x0 ∈ H, åñëè äëÿ âñÿêîãî g ∈ H
(xn, g) → (x0, g).

Äîêàæåì ñíà÷àëà âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå, îòíîñÿùååñÿ ê ÷èñëîâûì ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòÿì.

Ëåììà 1. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåùåñòâåííûõ ÷èñåë {an} ñõîäèòñÿ ê ÷èñ-
ëó a. Òîãäà èç ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {ank

} òàêóþ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bk = |ank
−a|} ÿâëÿåòñÿ íåâîçðàñ-

òàþùåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} ñîäåðæèò ñ÷åòíîå êîëè÷å-
ñòâî ýëåìåíòîâ, ðàâíûõ a, òî èñêîìîé ÿâëÿåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ank

= a}.
Â ýòîì ñëó÷àå bk = 0.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} ñîäåðæèò òîëüêî êîíå÷-
íîå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ, ðàâíûõ a. Èñêëþ÷èì âñå ýòè ýëåìåíòû èç {an}. Ïî-
ëó÷èâøóþñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáîçíà÷èì {a′n}. Ïîëîæèì an1 = a′1. Òàê êàê
b1 = |an1 − a| > 0 è a′n → a, òî íàéäåòñÿ íîìåð n2 > n1 òàêîé, ÷òî an2 ∈ {a′n} è
0 < b2 = |an2 − a| < b1. Òî÷íî òàêæå íàéäåì íîìåð n3 > n2 òàêîé, ÷òî an3 ∈ {a′n}
è 0 < b3 = |an3 − a| < b2. Ïîâòîðÿÿ òàêîé âûáîð ñ÷åòíîå ÷èñëî ðàç, ïîëó÷èì èñêî-
ìóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ank

}. Îòìåòèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bk = |ank
−a|},

ìîíîòîííî óáûâàÿ, ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 12. Ïóñòü M � áåñêîíå÷íîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî â ñåïàðàáåëüíîì
ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H. Òîãäà â ìíîæåñòâå M èìååòñÿ ñëàáî ñõîäÿùà-
ÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yn}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {ϕk}, k = 1, 2, ... íåêîòîðûé ñ÷åòíûé îðòîíîðìèðî-
âàííûé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå H. Òàê êàê ìíîæåñòâî M îãðàíè÷åíî, òî ñóùåñòâóåò
òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî T , ÷òî ‖x‖ ≤ T äëÿ âñåõ x ∈ M . Èç íåðàâåíñòâà
Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî ñëåäóåò, ÷òî

|(x, ϕk)| ≤ ‖x‖ ‖ϕk‖ ≤ T, k = 1, ...

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë {|(x, ϕ1)|, x ∈ M}. Ýòî ìíîæåñòâî
îãðàíè÷åíî. Îñíîâûâàÿñü íà òåîðåìå Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà âûäåëèì èç M ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü xn1 òàêóþ, ÷òî (xn1 , ϕ1) ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó ïðåäåëó a1. Èç
ëåììû ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn1 ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü {bn

1 = |(xn1 , ϕ1) − a1|}, óáûâàÿ, ñòðåìèëàñü ê íóëþ. Ðàññìîòðèì òå-
ïåðü ÷èñëîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {(xn1 , ϕ2)}. Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè-
÷åíà ÷èñëîì T . Èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn1 âûäåëèì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn1,2

òàê, ÷òîáû

(xn1,2 , ϕ2) → a2, bn
2 = |(xn1,2 , ϕ2)− a2| → 0, bn

2 óáûâàåò.

Ïîâòîðÿÿ îïèñàííóþ ïðîöåäóðó ïîñëåäîâàòåëüíîãî âûäåëåíèÿ ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé ñ÷åòíîå ÷èñëî ðàç, ìû âûäåëèì èç ìíîæåñòâà M ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ym},
îáëàäàþùóþ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè

(ym, ϕk) → ak ïðè m →∞, bm
k = |(ym, ϕk)− ak| → 0, k = 1, ..., (11)

bm
k óáûâàåò ñ ðîñòîì m, k = 1, ... . (12)
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Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî âåêòîð ā = (a1, a2, ...) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó l2. Èç
íåðàâåíñòâà Áåññåëÿ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî N

N∑

k=1

(ym, ϕk)2 ≤ ‖ym‖2 ≤ T 2. (13)

Ïåðåéäåì â ýòîì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïî m →∞, ó÷èòûâàÿ (11). Ïîëó÷èì

N∑

k=1

a2
k ≤ T 2. (14)

Ïåðåõîäÿ â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïî N →∞, çàêëþ÷àåì, ÷òî

ā ∈ l2, ‖ā‖ ≤ T.

Òàê êàê ā ∈ l2, òî

f =
∞∑

k=1

akϕk ∈ H

è
b̄m = (bm

1 , ...) = (|(ym, ϕ1)− a1|, |(ym, ϕ2)− a2|, ...) ∈ l2, m = 1, 2, ....

Ïîêàæåì, ÷òî f åñòü ñëàáûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ym}. Ïóñòü g � ïðî-
èçâîëüíûé ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà H. Ðàçëîæèì g â ðÿä Ôóðüå ïî áàçèñó {ϕk},
k = 1, 2, ....

g =
∞∑

k=1

gkϕk, gk = (g, ϕk).

Íà îñíîâàíèè íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî è ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ ïîëó÷èì

|(ym, g)− (f, g)| =
∣∣∣∣
(

ym,
∞∑

k=1

gkϕk

)
−

( ∞∑
i=1

aiϕi,
∞∑

k=1

gkϕk

)∣∣∣∣ =

=
∣∣∣∣
∞∑

k=1

gk(ym, ϕk)−
∞∑

i=1

∞∑
k=1

aigk(ϕi, ϕk)
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∞∑

k=1

gk[(ym, ϕk)− ak]
∣∣∣∣ ≤

≤
( ∞∑

k=1

g2
k

)1/2 ( ∞∑
k=1

(
bm
k

)2
)1/2

= ‖g‖
( ∞∑

k=1

(
bm
k

)2
)1/2

, (15)

ãäå ÷èñëà bm
k îïðåäåëåíû â (11). Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî

∞∑

k=1

(
bm
k

)2 → 0 ïðè m →∞. (16)

Òàê êàê b̄m ∈ l2, òî äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî p, ÷òî
∞∑

k=p+1

(
b1
k

)2
<

ε

2
. (17)
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Â ñèëó óñëîâèÿ óáûâàíèÿ (12)
∞∑

k=p+1

(
bm
k

)2
<

ε

2
, m = 1, 2, .... (18)

Èç ïðåäåëüíûõ ñîîòíîøåíèé

bm
k → 0, ïðè m →∞ k = 1, 2, ...

ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà q, ÷òî äëÿ âñåõ m > q

p∑

k=1

(
bm
k

)2
<

ε

2
. (19)

Èç íåðàâåíñòâ (18) è (19) ïîëó÷àåì
∞∑

k=1

(
bm
k

)2
< ε

äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ m. Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíî ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå (16),
÷òî âìåñòå ñ (15) äîêàçûâàåò ñëàáóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ym} ê f .
Òåîðåìà äîêàçàíà.

5. Ìåòîä Ãàëåðêèíà äëÿ çàäà÷è (1), (2)

Âûáåðåì â ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå V (Ω) ñ÷åòíûé áàçèñ {ϕk}
k = 1, 2..., îðòîíîðìèðîâàííûé îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ [·, ·]

[ϕi, ϕj ] = δij . (20)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç V m êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà V (Ω), íàòÿ-
íóòîå íà ñèñòåìó ôóíêöèé {ϕ1, ϕ2, ..., ϕm}. Ñïðîåöèðóåì èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî
(10) íà ïîäïðîñòðàíñòâî V m.

[um, ϕk] = −
∫

Ω

f(x)ϕk(x) dx +
∫

S

ψ(x)ϕk(x) dS, k = 1, 2, ..., m, (21)

ãäå

um(x) =
m∑

i=1

αiϕi(x), αi ∈ R (22)

ïðèáëèæåíèå ê ðåøåíèþ çàäà÷è (1), (2).
Ïîäñòàâèì ïðåäñòàâëåíèå (22) â ðàâåíñòâà (21) è âîñïîëüçóåìñÿ óñëîâèåì îð-

òîíîðìèðîâàííîñòè (20). Ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ëèíåéíîé
êîìáèíàöèè (22)

αk = −
∫

Ω

f(x)ϕk(x) dx +
∫

S

ψ(x)ϕk(x) dS k = 1, 2, ..., m. (23)

Ìû ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèáëèæåíèé {um} ñõîäèòñÿ ê îáîáùåííîìó
ðåøåíèþ çàäà÷è (1), (2) â ïðîñòðàíñòâå V (Ω).
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Òåîðåìà 13. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ôóíêöèé {um} ñ êîýôôèöèåíòàìè, îïðåäåëÿåìûìè ðàâåíñòâàìè (23) ñõîäèòñÿ ê
îáîáùåííîìó ðåøåíèþ çàäà÷è (1), (2) â ïðîñòðàíñòâå V (Ω).

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ïî ñëåäóþùåìó ïëàíó. Ïðåæäå âñåãî ìû ïîêàæåì,
÷òî ìíîæåñòâî ïðèáëèæåíèé {um} îãðàíè÷åíî ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà V (Ω). Îòñþ-
äà, îñíîâûâàÿñü íà òåîðåìàõ 1 è 2, ïîëó÷èì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {um} ñëàáî
ñõîäèòñÿ â V (Ω) ê îáîáùåííîìó ðåøåíèþ. Çàòåì ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {um} ñõîäèòñÿ ê îáîáùåííîìó ðåøåíèþ çàäà÷è (1), (2) íå òîëüêî ñëàáî, íî
è ñèëüíî, ò.å. ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà V (Ω).

1. Ôèêñèðóåì íàòóðàëüíîå m, óìíîæèì êàæäîå èç ðàâåíñòâ (21) íà ñâîå αk è
ïðîñóììèðóåì ïî k îò 1 äî m. Ïîëó÷èì, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâ-
ñêîãî, (5) è (6),

|||um|||2 = −
∫

Ω

f(x)um(x) dx +
∫

S

ψ(x)um(x) dS ≤

≤ ‖f‖L2(Ω)




∫

Ω

[
um(x)

]2
dx




1
2

+ ‖ψ‖L2(S)




∫

S

[
um(x)

]2
dS




1
2

≤

≤ c
(‖f‖L2(Ω) + ‖ψ‖L2(S)

) ‖um‖W 1
2 (Ω) ≤ c

(‖f‖L2(Ω) + ‖ψ‖L2(S)

) |||um|||,

îòêóäà è ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü ìíîæåñòâà {um}
|||um||| ≤ c

(‖f‖L2(Ω) + ‖ψ‖L2(S)

)
. (24)

2. Ïðèìåíÿÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {um} òåîðåìó 2, âûäåëèì ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {umj}, êîòîðàÿ ñëàáî ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó ýëåìåíòó v ∈ V (Ω), ò.å.

umj ⇁ v, ÷òî îçíà÷àåò [umj , z] → [v, z] ∀z ∈ V (Ω).

Ïîêàæåì, ÷òî v åñòü îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2) èç V (Ω). Äëÿ ýòîãî ðàç-
ëîæèì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò η ∈ V (Ω) â ðÿä ïî áàçèñó {ϕk}.

η(x) =
∞∑

i=1

βiϕi(x), βi = [η, ϕi]. (25)

Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî p îáîçíà÷èì ηp =
p∑

i=1

βiϕi. Èìåþò ìåñòî ñõîäèìîñòè

ηp → η (ñèëüíî), ηp ⇁ η (ñëàáî) â V (Ω).

Èç òåîðåìû âëîæåíèÿ Ñîáîëåâà (ñì. [6]) ñëåäóþò ñõîäèìîñòè

ηp → η (ñèëüíî), ηp ⇁ η (ñëàáî) â L2(S).

Ôèêñèðóåì íàòóðàëüíûå ÷èñëà m è p òàê, ÷òîáû p ≤ m, óìíîæèì êàæäîå èç
ðàâåíñòâ (21) íà βk è ïðîñóììèðóåì ïî k îò 1 äî p. Ïîëó÷èì

[um, ηp] = −
∫

Ω

f(x)ηp(x) dx +
∫

S

ψ(x)ηp(x) dS. (26)
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Ïåðåéäåì â ýòîì ðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè mj . Òàê êàê
umj ⇁ v, òî

[v, ηp] = −
∫

Ω

f(x)ηp(x) dx +
∫

S

ψ(x)ηp(x) dS.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïî p . Ýòî äàñò

[v, η] = −
∫

Ω

f(x)η(x) dx +
∫

S

ψ(x)η(x) dS,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî v åñòü îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2) èç V (Ω), Òàê êàê â
ïðîñòðàíñòâå V (Ω) ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíî îáîáùåííîå ðåøåíèå, òî v = u.

Ïîêàæåì, ÷òî âñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü um ñëàáî ñõîäèòñÿ ê îáîáùåííîìó ðåøå-
íèþ u. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê. Òîãäà ñóùåñòâóþò ýëåìåíò z0 ∈ V (Ω) è ïîëî-
æèòåëüíîå ÷èñëî ε òàêèå, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {umq} ⊂ {um}
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ∣∣[umq , z0]− [u, z0]

∣∣ > ε. (27)

Èç îöåíêè (24) ñëåäóåò, ÷òî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {umq} îãðàíè÷åíà è ïîýòîìó èç
íåå ìîæíî âûäåëèòü ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Êàê óæå áûëî ïî-
êàçàíî, ýòà íîâàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëàáî ñõîäèòñÿ ê îáîáùåííîìó ðåøåíèþ
u. Äðóãèìè ñëîâàìè ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ôóíêöèé èç {umq}, äëÿ êîòî-
ðûõ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî, ïðîòèâîïîëîæíîå (27). Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå
ïîêàçûâàåò, ÷òî um ⇁ u â V (Ω).

3. Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãàëåðêèíñêèõ ïðèáëèæåíèé {um}
ñõîäèòñÿ ê îáîáùåííîìó ðåøåíèþ u çàäà÷è (1), (2) ñèëüíî, ò.å. ïî íîðìå ïðîñòðàí-
ñòâà V (Ω). Äëÿ ýòîãî ðàçëîæèì ôóíêöèþ u â ðÿä ïî áàçèñó {ϕk}.

u(x) =
∞∑

i=1

γiϕi(x), γi = [u, ϕi], up =
p∑

i=1

γiϕi, |||u− up||| → 0 ïðè p →∞.

Îáðàòèìñÿ âíîâü ê ðàâåíñòâó (26) è ïîëîæèì â íåì p = m, à ηm = um − um.
Ïîëó÷èì

[um, um − um] = −
∫

Ω

f(um − um) dx +
∫

S

ψ(um − um) dS. (28)

Çàïèøåì òàêæå èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî (9), ïîëîæèâ â íåì η = um − um.

[u, um − um] = −
∫

Ω

f(um − um) dx +
∫

S

ψ(um − um) dS. (29)

Âû÷òåì (28) èç (29) è ïðåîáðàçóåì ðàçíîñòü.

0 = [u− um, um − um] = [u− um, (um − u) + (u− um)] =
= −[u− um, u− um] + [u− um, u− um] = −|||u− um|||2 + [u− um, u− um].
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Îòñþäà ïîëó÷èì, ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî,

|||u− um|||2 ≤ |||u− um||| · |||u− um|||,

÷òî ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ

|||u− um||| ≤ |||u− um||| → 0 ïðè m →∞.

À ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {um} ñèëüíî ñõîäèòñÿ ê îáîáùåííîìó
ðåøåíèþ çàäà÷è (1), (2) â V (Ω). Òåîðåìà äîêàçàíà.

6. ×èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà Ãàëåðêèíà

Èçëîæåííûé â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ìåòîä áûë ðåàëèçîâàí ÷èñëåííî ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ñðåäû MATLAB. Â êà÷åñòâå îáëàñòè Ω áûëà âûáðàíà êðèâîëèíåé-
íàÿ òðàïåöèÿ

Ω = {a1 < x1 < b1, a2 < x2 < µ(x1)},
ãäå µ(x1) � çàäàííàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ.

Êîíå÷íàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà {ϕk}m
k=1 ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå îðòî-

ãîíàëèçàöèè ñèñòåìû ïîëèíîìîâ

xpk

1 xqk

2 − bk, k = 1, ..., m, 1 ≤ pk + qk ≤ d,

ãäå d � ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü ïîëèíîìîâ, à ÷èñëà bk ïîäîáðàíû òàê, ÷òîáû âû-
ïîëíÿëèñü óñëîâèÿ

∫

Ω

(xpk

1 xqk

2 − bk)dx = 0, k = 1, ..., m.

Ïîëèíîìû {ϕk}m
k=1 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì îðòîíîðìèðîâàííîñòè â V (Ω)

[ϕi, ϕj ] = δij .

Ïðîöåäóðà îðòîãîíàëèçàöèè ðåàëèçîâàíà â âèäå îòäåëüíîé ïðîãðàììû. Ïðèáëè-
æåííîå ðåøåíèå âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì (22) è (23).

Êîìïëåêñ ïðîãðàìì, ðåàëèçóþùèõ ìåòîä Ãàëåðêèíà, ïðîòåñòèðîâàí íà íåñ-
êîëüêèõ ôóíêöèÿõ. Íèæå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ. Áûëè âûáðàíû
ñëåäóþùèå äàííûå:

a1 = 0, b1 = 2, a2 = 0.

Òî÷íîñòü ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ îöåíèâàåòñÿ îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ

δ =
‖u− um‖W 2

1 (Ω)

‖u‖W 2
1 (Ω)

,

ãäå u � òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (7), um � ïðè-
áëèæåííîå ðåøåíèå.
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µ(x1) u(x1, x2) d δ

2 + sin πx1 x2
1 + x3

2 − 4.5619 3 1.7609 · 10−7

2 + sin πx1 exp(x1 + x2)− 9.4652 3 0.0699
2 + sin πx1 exp(x1 + x2)− 9.4652 5 0.0031
2 + sin πx1 exp(x1 + x2)− 9.4652 7 1.0645 · 10−4

2 + sin πx1 exp(x1 + x2)− 9.4652 9 7.4907 · 10−5

2 + sin πx1 x1 + sin(π
2 x2)− 1.3094 7 3.9469 · 10−4

2 + sin πx1 x1 + sin(π
2 x2)− 1.3094 9 3.5905 · 10−4

2 + sin πx1 x1 + sin(π
2 x2)− 1.3094 11 1.1594 · 10−4

2 + sin πx1 x1 + sin(π x2)− 1.0484 7 0.0514
2 + sin πx1 x1 + sin(π x2)− 1.0484 9 0.0045
2 + sin πx1 x1 + sin(π x2)− 1.0484 11 0.0073

2 + sin πx1 x1 + sin(2π x2)− 0.9029 7 0.7355
2 + sin πx1 x1 + sin(2π x2)− 0.9029 9 0.3035
2 + sin πx1 x1 + sin(2π x2)− 0.9029 11 0.2881

0.5 + 0.1 · sin(πx1) x1 + sin(π x2)− 1.5730 5 1.9175 · 10−4

0.5 + 0.1 · sin(πx1) x1 + sin(π x2)− 1.5730 7 2.5931 · 10−6

0.5 + 0.1 · sin(πx1) x1 + sin(2π x2)− 1.5423 5 0.0075
0.5 + 0.1 · sin(πx1) x1 + sin(2π x2)− 1.5423 7 1.6132 · 10−4

0.5 + 0.1 · sin(πx1) x1 + sin(2π x2)− 1.5423 9 1.1057 · 10−5

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Íåéìàíà äàþò âîçìîæ-
íîñòü ñäåëàòü çàêëþ÷åíèå î ðàáîòîñïîñîáíîñòè ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà. Íåóäîâëå-
òâîðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ

µ(x1) = 2 + sin πx1, u(x1, x2) = x1 + sin(2π x2),

îáúÿñíÿþòñÿ òåì, ÷òî äëÿ ïîäõîäÿùåé àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè sin(2π x2) ïðè
1 ≤ x2 ≤ 3 òðåáóåòñÿ ïîëèíîì ïðèìåðíî 30 ñòåïåíè. Ïðè 0 < x1 < 2 è 0 < x2 < 3
ïîëèíîìû ñòåïåíè 30 ïðèíèìàþò âåñüìà áîëüøèå çíà÷åíèÿ è îòíîñèòåëüíî íåáîëü-
øèå îøèáêè âû÷èñëåíèé èíòåãðàëîâ óìíîæàþòñÿ íà áîëüøèå ÷èñëà, ÷òî ïðèâîäèò
ê áîëüøèì ðåçóëüòèðóþùèì îøèáêàì. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû íóæíû ñïå-
öèàëüíûå âû÷èñëèòåëüíûå è ïðîãðàììíûå ìåòîäû, îáñóæäåíèå êîòîðûõ âûõîäèò
çà ðàìêè íàñòîÿùåé ñòàòüè.

Çàêëþ÷åíèå

Â ñòàòüå èññëåäîâàíà êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà.
Ïðèâåäåíî íîâîå è ñðàâíèòåëüíî ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ îáîáùåí-
íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Íåéìàíà â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé, îðòîãîíàëüíûõ åäèíèöå.
Äàíî íîâîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ñëàáîé êîìïàêòíîñòè äëÿ ñåïàðàáåëüíîãî
ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà. Îáîñíîâàíî ïîëó÷åíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Íåéìàíà ìåòî-
äîì Ãàëåðêèíà. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ìåòîäà Ãàëåðêèíà
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äëÿ ïëîñêîé êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè, ïðè÷åì â êà÷åñòâå áàçèñíûõ ôóíêöèé âû-
áðàíû ïîëèíîìû, îðòîãîíàëüíûå åäèíèöå.
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