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Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ïðîáëåìà âûáîðà èíâåñòèöèîííîãî ïîðòôåëÿ â
âîçìîæíîñòíî-âåðîÿòíîñòíîì êîíòåêñòå. Ïðè òàêîì ðàññìîòðåíèè ïðî-
áëåìû äîõîäíîñòè ôèíàíñîâûõ àêòèâîâ ìîäåëèðóþòñÿ íå÷åòêèìè ñëó-
÷àéíûìè âåëè÷èíàìè. Èõ ìîìåíòû âòîðîãî ïîðÿäêà îïðåäåëÿþòñÿ êàê
÷åòêèå âåëè÷èíû. Ïðåäñòàâëåíà âîçìîæíîñòíî-âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü
ïîðòôåëÿ ìèíèìàëüíîãî ðèñêà. Ïîëó÷åí è èññëåäîâàí åå ýêâèâàëåíò-
íûé ÷åòêèé àíàëîã.

In the paper a problem of portfolio analysis in possibilistic-probabilistic
context is investigated. As a model of an asset pro�tability a fuzzy random
variable is used. To determine a portfolio risk function the crisp moments of
the second order are used. A possibilistic-probabilistic model of minimal risk
portfolio is presented. Its equivalent crisp (unfuzzy) analogue is obtained.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîðòôåëü ìèíèìàëüíîãî ðèñêà, íå÷åòêàÿ ñëó÷àé-
íàÿ âåëè÷èíà, ýêâèâàëåíòíûé ÷åòêèé àíàëîã, ñèëüíàÿ è ñëàáàÿ t-íîðìû.
Keywords: portfolio of minimal risk, fuzzy random variable, equivalent
crisp (unfuzzy) analogue, strongest and weakest t-norms.

1. Ââåäåíèå

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ìîäåëåé è ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè èíâå-
ñòèöèîííîãî ïîðòôåëÿ â óñëîâèÿõ íå÷åòêèõ ñëó÷àéíûõ äàííûõ. Ýòîìó íàó÷íîìó
íàïðàâëåíèþ ïîñâÿùåí ðÿä ðàáîò, íàèáîëåå ðåëåâàíòíûìè èç êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ
[1-7]. Ïîëó÷åííûå â íèõ ðåçóëüòàòû ÿâëÿþò ñîáîé îáîáùåíèå êëàññè÷åñêèõ ìî-
äåëåé, ïðåäñòàâëåííûõ â ïîðòôåëüíîé òåîðèè [8]. Îíè ïîçâîëÿþò, â ÷àñòíîñòè,
ðàñøèðèòü ñôåðó ïðèìåíåíèÿ ïîðòôåëüíîé òåîðèè ïóòåì ïðåäîñòàâëåíèÿ ìîäå-
ëåé è ìåòîäîâ îáðàáîòêè äàííûõ, âêëþ÷àþùèõ â ñåáÿ ýëåìåíòû íåîïðåäåëåííî-
ñòè êàê âåðîÿòíîñòíîãî, òàê è íå÷åòêîãî òèïîâ. Ñíÿòèå êîìáèíèðîâàííîãî òèïà
íåîïðåäåëåííîñòè â ýòèõ ìîäåëÿõ îñíîâàíî íà ïðèíöèïå îæèäàåìîé âîçìîæíîñòè.
Åãî ïðèìåíåíèå âûðàæàåòñÿ â óñðåäíåíèè íå÷åòêîé ñëó÷àéíîé ôóíêöèè, ïðåä-
ñòàâëÿþùåé äîõîäíîñòü ïîðòôåëÿ, êîòîðàÿ ñòàíîâèòñÿ ôóíêöèåé âîçìîæíîñòíûõ

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò �10-01-00052à.

85



86 ßÇÅÍÈÍ À.Â., ØÅÔÎÂÀ Í.À.

ïàðàìåòðîâ. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü ïðèíöèïû ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé â óñëîâèÿõ
íå÷åòêèõ (âîçìîæíîñòíûõ) äàííûõ äëÿ ñíÿòèÿ âîçìîæíîñòíîé íåîïðåäåëåííîñòè.

Â ïðåäëàãàåìîì èññëåäîâàíèè ïðèíöèïû ñíÿòèÿ íåîïðåäåëåííîñòè âîçìîæ-
íîñòíîãî è âåðîÿòíîñòíîãî òèïîâ ÿâëÿþòñÿ èäåíòè÷íûìè. Ìû òðåáóåì, ÷òîáû
îãðàíè÷åíèå íà ïðèåìëåìûé äëÿ èíâåñòîðà óðîâåíü äîõîäíîñòè ïîðòôåëÿ, âû-
ïîëíÿëîñü ñ çàäàííûìè âîçìîæíîñòüþ è âåðîÿòíîñòüþ. Òåì ñàìûì ìû îáîáùàåì
ìîäåëè îãðàíè÷åíèÿ ïî âåðîÿòíîñòè èëè âîçìîæíîñòè, èçâåñòíûå â ñòîõàñòè÷åñêîì
[9] è âîçìîæíîñòíîì [10,11] ïðîãðàììèðîâàíèè, íà êîìáèíèðîâàííûé òèï íåîïðå-
äåëåííîñòè. Ìîìåíòû âòîðîãî ïîðÿäêà îïðåäåëÿþòñÿ â ÷åòêîé ôîðìå, ñëåäóÿ [12].
Ïîñòðîåí è èññëåäîâàí ýêâèâàëåíòíûé ÷åòêèé àíàëîã ìîäåëè.

2. Áàçîâûå ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ

Ñëåäóÿ [11, 13-18], ââåäåì íåîáõîäèìûå ïîíÿòèÿ. Ïóñòü Γ åñòü ìíîæåñòâî ýëå-
ìåíòîâ, îáîçíà÷àåìûõ äàëåå ÷åðåç γ ∈ Γ, P (Γ) - ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ Γ,
E1 � ÷èñëîâàÿ ïðÿìàÿ.

Îïðåäåëåíèå 1. Ìåðîé âîçìîæíîñòè íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà

π : P (Γ) → E1,

îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâàìè:

1. π{∅} = 0, π{Γ} = 1; 2. π{⋃
i∈I

Ai} = sup
i∈I

π{Ai},

äëÿ ëþáîãî èíäåêñíîãî ìíîæåñòâà I è ìíîæåñòâ Ai ∈ P (Γ).
Òðèïëåò (Γ, P (Γ), π) íàçûâàåòñÿ âîçìîæíîñòíûì ïðîñòðàíñòâîì.
Îïðåäåëåíèå 2. Âîçìîæíîñòíîé (íå÷åòêîé) âåëè÷èíîé íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå

Z : Γ → E1. Ðàñïðåäåëåíèåì âîçìîæíîñòíûõ çíà÷åíèé âåëè÷èíû Z íàçûâàåòñÿ
ôóíêöèÿ µZ(·) : E1 → [0, 1], îïðåäåëÿåìàÿ ïî ïðàâèëó:

µZ(z) = π{γ ∈ Γ : Z(γ) = z}, ∀z ∈ E1.

µZ(z) åñòü âîçìîæíîñòü òîãî, ÷òî ïåðåìåííàÿ Z ìîæåò ïðèíÿòü çíà÷åíèå z.
Ìåðîé, äâîéñòâåííîé âîçìîæíîñòíîé ìåðå, ÿâëÿåòñÿ ìåðà íåîáõîäèìîñòè, îïðå-

äåëÿåìàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ν(A) = 1− π(Ac), ∀A ∈ P (Γ),

Ac - åñòü äîïîëíåíèåì ìíîæåñòâà A.
Äàäèì îïðåäåëåíèå íå÷åòêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.
Ïóñòü (Ω, B, P ) åñòü âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî.
Îïðåäåëåíèå 3. Íå÷åòêàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X åñòü âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ

X(·, ·) : Ω × Γ → E1, òàêàÿ, ÷òî ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì γ ∈ Γ, âåëè÷èíà
Xγ = X(ω, γ) ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, îïðåäåëåííîé íà (Ω, B, P ).

Îïðåäåëåíèå 4. r � óðîâíåâûì ìíîæåñòâîì íå÷åòêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íà-
çûâàåòñÿ ìíîæåñòâî Xω(r) = {t ∈ E1 : µXω (t) ≥ r}, 0 < r ≤ 1.

Îïðåäåëåíèå 5. Íîñèòåëåì íå÷åòêîé âåëè÷èíû Z íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
s u p p(Z) = {z ∈ E1|µZ(z) > 0}.
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Îïðåäåëèì ìîìåíòû âòîðîãî ïîðÿäêà â ñîîòâåòñòâèè ñ [12]. Ïóñòü X è Y �
íå÷åòêèå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.

Îïðåäåëåíèå 6. Êîâàðèàöèÿ íå÷åòêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y îïðåäåëÿåòñÿ
êàê

Cov(X, Y ) =
1
2

1∫

0

(Cov(X−
ω (r), Y −

ω (r)) + Cov(X+
ω (r), Y +

ω (r)))dr.

Çäåñü X−
ω (r), Y −

ω (r) è X+
ω (r), Y +

ω (r) åñòü ëåâàÿ è ïðàâàÿ ãðàíèöû r-óðîâíåâûõ
ìíîæåñòâ ñîîòâåòñòâóþùèõ íå÷åòêèõ âåëè÷èí.

Îïðåäåëÿåìàÿ òàêèì îáðàçîì êîâàðèàöèÿ, êàê íåòðóäíî âèäåòü, ÿâëÿåòñÿ ÷åò-
êîé âåëè÷èíîé. Àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ ìîìåíòîâ âòîðîãî ïîðÿäêà
íå÷åòêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ïðåäëàãàåòñÿ â [19].

Îïðåäåëåíèå 7. Äèñïåðñèÿ íå÷åòêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X îïðåäåëÿåòñÿ êàê

DX = Cov(X,X).

Îïðåäåëåíèå 8. Êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè íå÷åòêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y

ðàññ÷èòûâàåòñÿ êàê ρ(X, Y ) = Cov(X,Y )√
DX

√
DY

.
Îïðåäåëåíèå 9. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå íå÷åòêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû åñòü

íå÷åòêàÿ âåëè÷èíà, òàêàÿ ÷òî [EX(r)] = E[X(r)] = [EX−(r), EX+(r)], 0 < r ≤ 1.

3. Ìîäåëü ïîðòôåëÿ ìèíèìàëüíîãî ðèñêà â íå÷¼òêîé ñëó÷àéíîé ñðå-
äå ïðè îãðàíè÷åíèè ïî âîçìîæíîñòè (íåîáõîäèìîñòè) è âåðîÿòíîñòè íà
óðîâåíü äîõîäíîñòè

Ââåäåì ìîäåëü ïîðòôåëÿ ìèíèìàëüíîãî ðèñêà â íå÷¼òêîé ñëó÷àéíîé ñðåäå ïðè
îãðàíè÷åíèè ïî âîçìîæíîñòè (íåîáõîäèìîñòè) / âåðîÿòíîñòè íà óðîâåíü äîõîäíî-
ñòè, ïðèåìëåìûé äëÿ èíâåñòîðà:

Vp(w) → min, (1)




τ {P {Rp(w, ω, γ) ≥ md} ≥ p0} ≥ α0,
n∑

i=1

wi = 1,

w1, ..., wn ≥ 0.

(2)

Â ýòîé ìîäåëè w = (w1, ..., wn) åñòü âåêòîð äîëåé êàïèòàëà, Vp(w) - ðèñê ïîðò-
ôåëÿ, Rp(w, ω, γ)- äîõîäíîñòü ïîðòôåëÿ, τ ∈ {π, ν}; p0 è α0 - çàäàííûå óðîâíè
âåðîÿòíîñòè è âîçìîæíîñòè, p0, α0 ∈ (0, 1], md - óðîâåíü äîõîäíîñòè, ïðèåìëåìûé
äëÿ èíâåñòîðà. Â îáùåì ñëó÷àå ïàðàìåòð md ìîæåò áûòü íå÷¼òêîé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíîé.

Ïðè íàëè÷èè ñëó÷àéíûõ è íå÷¼òêèõ ôàêòîðîâ äîõîäíîñòü ïîðòôåëÿ
Rp(w, ω, γ) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Rp(w, ω, γ) =
n∑

i=1

Ri(ω, γ) · wi,
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ãäå Ri(ω, γ) - íå÷¼òêàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, èìåþùàÿ ñäâèã-ìàñøòàáíîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå, ìîäåëèðóþùàÿ äîõîäíîñòü i-ãî ôèíàíñîâîãî àêòèâà:

Ri(ω, γ) = ai(ω) + σi(ω) ·Xi(γ).

Ïðåäïîëàãàåì äàëåå, ÷òî ai(ω) ∈ Np(a0
i , gai

), σi(ω) ∈ Np(σ0
i , gσi

), ãäå Np - åñòü
êëàññ íîðìàëüíûõ âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé.

Çàôèêñèðóåì çíà÷åíèå íå÷¼òêîãî ïàðàìåòðà Xi(γ). Ïóñòü Xi(γ) = ti. Òîãäà ñ
âîçìîæíîñòüþ µXi

(ti) ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Ri(ω, γ) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå Rti
i (ω) =

ai(ω)+σi(ω)·ti è èìååò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå a0
i +σ0

i ·ti è äèñïåðñèþ g2
ai

+g2
σi
·t2i .

Rti
i (ω) èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, òàê êàê êîìïîçèöèÿ íîðìàëüíûõ çàêîíîâ

ïðè ôèêñèðîâàííîì ti åñòü íîðìàëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà:

Rti
i (ω) ∈ Np(a0

i + σ0
i · ti,

√
g2

ai
+ g2

σi
· t2i ).

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ

R0
i (t) = a0

i + σ0
i · ti; D0

i (t) = g2
ai

+ g2
σi
· t2i .

Â ïðåäïîëîæåíèè âçàèìíîé ìèíèñâÿçàííîñòè âîçìîæíîñòíûõ âåëè÷èí
X1(γ), . . . , Xn(γ) âåêòîð Rt

p(ω) =
(
Rti

1 (ω), ..., Rti
n (ω)

)
ñ âîçìîæíîñòüþ µp(t) =

min
1≤i≤n

{µXi(ti)} åñòü âåêòîð äîõîäíîñòåé ïîðòôåëÿ, à Rt
p(w, ω) =

n∑
i=1

Rti
i (ω) · wi ñ

âîçìîæíîñòüþ µp(t) - åãî äîõîäíîñòü, t = (t1, ..., tn).
Ïîëó÷èì ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè äàííîãî ïîðòôåëÿ.
Ñ âîçìîæíîñòüþ µp(t)

R
t

p(w) = E
{
Rt

p(w, ω)
}

= E

{
n∑

i=1

Rti
i (ω) · wi

}
=

= E

{
n∑

i=1

wi (ai(ω) + σi(ω) · ti)
}

=
n∑

i=1

wi

(
a0

i + σ0
i · ti

)

åñòü îæèäàåìàÿ äîõîäíîñòü ïîðòôåëÿ, à

Dt
p(w) = E

{(
Rt

p(w, ω)− E
{
Rt

p(w, ω)
})2

}

åñòü ðèñê ïîðòôåëÿ.
Ïîëó÷èì ôîðìóëó, îïðåäåëÿþùóþ ðèñê ïîðòôåëÿ, ó÷èòûâàþùóþ è îòðàæàþ-

ùóþ ïðåäñòàâëåíèå èñõîäíîé èíôîðìàöèè. Èìååì:
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Dt
p(w) = E

{(
Rt

p(w, ω)− E
{
Rt

p(w, ω)
})2

}
=

= E

{(
n∑

i=1

wi (ai(ω) + σi(ω) · ti)−
n∑

i=1

wi

(
a0

i + σ0
i · ti

))2
}

=

= E

{(
n∑

i=1

wi

[(
ai(ω)− a0

i

)
+

(
σi(ω)− σ0

i

) · ti
])2

}
=

= E {
n∑

i=1

n∑
j=1

[ wi

((
ai(ω)− a0

i

)
+

(
σi(ω)− σ0

i

) · ti
) · wj (

(
aj(ω)− a0

j

)
+

(
σj(ω)− σ0

j

) · tj ) ] } =
n∑

i=1

n∑
j=1

E [ wi

((
ai(ω)− a0

i

)
+

(
σi(ω)− σ0

i

) · ti
) ·

·wj

((
aj(ω)− a0

j

)
+

(
σj(ω)− σ0

j

) · tj
)

] =
n∑

i=1

n∑
j=1

wiwjE { (
(
ai(ω)− a0

i

)
+

+
(
σi(ω)− σ0

i

) · ti ) · ((aj(ω)− a0
j

)
+

(
σj(ω)− σ0

j

) · tj
) }

Ïðåîáðàçóåì îòäåëüíîå ñëàãàåìîå â äâîéíîé ñóììå. Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì ìà-
òåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå â ñëåäóþùåé ôîðìå:

E
{((

ai(ω)− a0
i

)
+

(
σi(ω)− σ0

i

) · ti
) · ((aj(ω)− a0

j

)
+

(
σj(ω)− σ0

j

) · tj
)}

=
= E

{(
ai(ω)− a0

i

) · (aj(ω)− a0
j

)
+

(
ai(ω)− a0

i

) · (σj(ω)− σ0
j

) · tj+
+

(
σi(ω)− σ0

i

) · (aj(ω)− a0
j

) · ti +
(
σi(ω)− σ0

i

) · (σj(ω)− σ0
j

) · ti · tj
}

=
= E

{(
ai(ω)− a0

i

) · (aj(ω)− a0
j

)}
+ E

{(
ai(ω)− a0

i

) · (σj(ω)− σ0
j

) · tj
}

+
+E

{(
σi(ω)− σ0

i

) · (aj(ω)− a0
j

) · ti
}

+
+E

{(
σi(ω)− σ0

i

) · (σj(ω)− σ0
j

) · ti · tj
}

.

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ êîâàðèàöèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí,
ó÷àñòâóþùèõ â ñäâèã-ìàñøòàáíîì ïðåäñòàâëåíèè íå÷¼òêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí:

caiaj = cov(ai, aj), cσiσj = cov(σi, σj), caiσj = cov(ai, σj), cσiaj = cov(σi, aj).

Òîãäà, ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòèõ îáîçíà÷åíèé,

E
{(

ai(ω)− a0
i

) · (aj(ω)− a0
j

)}
+ E

{(
ai(ω)− a0

i

) · (σj(ω)− σ0
j

) · tj
}

+
+E

{(
σi(ω)− σ0

i

) · (aj(ω)− a0
j

) · ti
}

+
+E

{(
σi(ω)− σ0

i

) · (σj(ω)− σ0
j

) · ti · tj
}

=
= caiaj + caiσj · tj + cσiaj · ti + cσiσj · ti · tj .

Ïóñòü äàëåå Cij = caiaj + caiσj · tj + cσiaj · ti + cσiσj · ti · tj .
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðèñêà ïîðòôåëÿ

ñ âîçìîæíîñòüþ µp(t):

Dt
p(w) =

n∑

i=1

n∑

j=1

Cij · wi · wj . (3)

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ íåêîððåëèðîâàííûìè, ôîð-
ìóëà (3) ïðèîáðåòàåò âèä:
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Dt
p(w) =

n∑

i=1

(
caiai

+ cσiσi
· t2i

) · w2
i .

Ñëåäóþùèå äâå ëåììû õàðàêòåðèçóþò ñâîéñòâà äèñïåðñèè, îïðåäåëÿåìîé ôîð-
ìóëîé (3).

Ëåììà 1. Ôóíêöèÿ Dt
p(w) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé ôóíêöèåé îòíîñèòåëüíî ïåðåìåí-

íûõ w1, ..., wn.
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ïðåäñòàâëÿåòñÿ î÷åâèäíûì.
Ëåììà 2. Ïóñòü êîýôôèöèåíòû êîâàðèàöèè caiσj

, cσiσj
ÿâëÿþòñÿ íåîòðèöà-

òåëüíûìè. Òîãäà ôóíêöèÿ Dt
p(w) ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ

t1, ..., tn.

4. Ïîñòðîåíèå ýêâèâàëåíòíîãî äåòåðìèíèðîâàííîãî àíàëîãà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì îãðàíè÷åíèå P {Rp(w, ω, γ) ≥ md} ≥ p0.
Ñíà÷àëà ïîñòðîèì äëÿ íåãî ýêâèâàëåíòíîå, ñ âîçìîæíîñòüþ µp(t). Â ñîîòâåò-

ñòâèè ñ êëàññè÷åñêèìè ðåçóëüòàòàìè ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [9] èìå-
åì:

P {Rp(w, ω, γ) ≥ md} = P

{
Rp(w,ω,γ)−R̄t

p(w)+R̄t
p(w)√

Dt
p(w)

≥ md√
Dt

p(w)

}
=

= P

{
Rp(w,ω,γ)−R̄t

p(w)√
Dt

p(w)
≥ md−R̄t

p(w)√
Dt

p(w)

}
= 1− P

{
Rp(w,ω,γ)−R̄t

p(w)√
Dt

p(w)
<

md−R̄t
p(w)√

Dt
p(w)

}
=

= 1− Φ0

(
md−R̄t

p(w)√
Dt

p(w)

)
≥ p0,

ãäå Φ0 - ôóíêöèÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé.
Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó:

md − R̄t
p(w)√

Dt
p(w)

≤ β0,

â êîòîðîì β0 åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Φ0(t) = 1− p0.
Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî, ýêâèâàëåíòíîå èñõîäíîìó, ñ

âîçìîæíîñòüþ µp(t):

R̄t
p(w) + β0 ·

√
Dt

p(w) ≥ md. (4)

Ôóíêöèÿ Dt
p(w) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé. Ïîýòîìó ïðè p0 ≥ 0, 5 ïàðàìåòð β0 ≤ 0

è îãðàíè÷åíèå (4) áóäåò îïðåäåëÿòü âûïóêëîå ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé ñ
âîçìîæíîñòüþ µp(t).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âîçìîæíîñòåé µXi ÿâëÿþòñÿ êâà-
çèâîãíóòûìè, ïîëóíåïðåðûâíûìè ñâåðõó, èìåþùèìè êîíå÷íûå íîñèòåëè.

Ïóñòü
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Ft(w, X1(γ), ..., Xn(γ)) =
n∑

i=1

wi

(
a0

i + σ0
i ·Xi(γ)

)
+

+β0 (
n∑

i,j=1

(caiaj + caiσj ·Xj(γ) + cσiaj ·Xi(γ)+

+cσiσj ·Xi(γ) ·Xj(γ)) · wi · wj )
1
2

Òîãäà ïðè τ = π îãðàíè÷åíèå (2) ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ê ñëåäóþùåé ýêâèâà-
ëåíòíîé çàïèñè:

π {γ ∈ Γ : Ft(w, X1(γ), ..., Xn(γ)) ≥ md} =

= π

{
⋃

md≤t

(γ ∈ Γ : Ft(w,X1(γ), ..., Xn(γ)) = t)

}
=

= sup
md≤t

π {γ ∈ Γ : Ft(w, X1(γ), ..., Xn(γ)) = t} =

= sup
md≤t

π

{
⋃

u1, ..., un: Ft(w, u1,...,un)=t

(γ ∈ Γ : X1(γ) = u1, ..., Xn(γ) = un)

}
=

= sup
md≤t

π

{
⋃

u1, ..., un: Ft(w, u1,...,un)=t

µX1, ...,Xn (u1, ..., un)

}
=

= sup
md≤t

sup
u1, ..., un: Ft(w, u1,...,un)=t

min {µX1(u1), ..., µXn(un)} ≥ α0.

Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî ñâîéñòâ âîçìîæíîñòíûõ ðàñ-
ïðåäåëåíèé, íà îñíîâàíèè îáîáù¼ííîé òåîðåìû Âåéåðøòðàññà, ∃ òî÷êè t∗ ∈ E1,
u∗i ∈ Xi(α0), i = 1, ..., n, Xi(α0)−α0 - óðîâíåâîå ìíîæåñòâî íå÷¼òêîé âåëè÷èíû Xi,
íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ sup ôóíêöèè min {µX1(u1), ..., µXn(un)} ïðè îãðàíè÷åíèè
Ft(w, u1, ..., un) = t è ïðè ýòîì

n∑
i=1

wi

(
a0

i + σ0
i · u∗i

)
+ β0 (

n∑
i,j=1

(caiaj + caiσj · u∗j + cσiaj · u∗i +

+cσiσj · u∗i · u∗j ) · wi · wj )
1
2 = t∗ ≥ md,

à min {µX1(u
∗
1), ..., µXn(u∗n)} ≥ α0

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé ëåììû 2 ôóíêöèÿ, íàõîäÿùàÿñÿ â ëåâîé ÷àñòè ïî-
ñëåäíåãî íåðàâåíñòâà, ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé ôóíêöèåé ïî ïàðàìåòðàì u∗1, ..., u∗n,
ïàðàìåòð t∗ íåîãðàíè÷åí ñâåðõó. Ïîýòîìó îãðàíè÷åíèå ïî âîçìîæíîñòè è âåðîÿò-
íîñòè ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó:

n∑
i=1

wi

(
a0

i + σ0
i · u+

i (α0)
)

+ β0 (
n∑

i,j=1

(caiaj + caiσj · u+
j (α0) + cσiaj · u+

i (α0)+

+cσiσj · u+
i (α0) · u+

j (α0)) · wi · wj )
1
2 ≥ md,

Çäåñü u+
j (α0) åñòü ïðàâàÿ ãðàíèöà α0 óðîâíåâîãî ìíîæåñòâà íå÷¼òêîé âåëè÷èíû

Xj(γ).
Â ñëó÷àå τ = ν è α0 = 0, 5 ìîæíî ïîêàçàòü àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ÷òî îãðàíè-

÷åíèå (2) èìååò ýêâèâàëåíòíûé äåòåðìèíèðîâàííûé àíàëîã
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n∑
i=1

wi

(
a0

i + σ0
i · u−i (α0)

)
+ β0 (

n∑
i,j=1

(caiaj
+ caiσj

· u−j (α0) + cσiaj
· u−i (α0)+

+cσiσj
· u−i (α0) · u−j (α0)) · wi · wj )

1
2 ≥ md.

ãäå u−j (α0) åñòü ëåâàÿ ãðàíèöà α0 óðîâíåâîãî ìíîæåñòâà íå÷¼òêîé âåëè÷èíû Xj(γ).
Â îêîí÷àòåëüíîì âèäå ýêâèâàëåíòíûé ÷¼òêèé àíàëîã çàäà÷è (1), (2) ïðèíèìàåò

ñëåäóþùóþ ôîðìó:

Vp(w) → min, (5)




n∑
i=1

wi

(
a0

i + σ0
i · u+

i (α0)
)

+ β0 (
n∑

i,j=1

(caiaj
+ caiσj

· u+
j (α0)+

+cσiaj
· u+

i (α0) + cσiσj
· u+

i (α0) · u+
j (α0)) · wi · wj )

1
2 ≥ md,

n∑
i=1

wi = 1,

w1, ..., wn ≥ 0,

(6)

ïðè τ = π, è

Vp(w) → min, (7)




n∑
i=1

wi

(
a0

i + σ0
i · u−i (α0)

)
+ β0 (

n∑
i,j=1

(caiaj + caiσj · u−j (α0)+

+cσiaj · u−i (α0) + cσiσj · u−i (α0) · u−j (α0)) · wi · wj )
1
2 ≥ md,

n∑
i=1

wi = 1,

w1, ..., wn ≥ 0,

(8)

ïðè τ = ν.
Ïîëó÷åííûå ìîäåëè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé çàäà÷è êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðî-

âàíèÿ.

5. Èññëåäîâàíèå ìîäåëè

Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî â ÷àñòíîì ñëó÷àå, ïðè p0 = 0.5 è α0=0.5, ýêâèâà-
ëåíòíûå äåòåðìèíèðîâàííûå àíàëîãè (5),(6) è (7),(8) ïðèíèìàþò ñëåäóþùèé âèä:

Vp(w) → min, (9)




n∑
i=1

wi

(
a0

i + σ0
i · u+

i (α0)
) ≥ md,

n∑
i=1

wi = 1,

w1, ..., wn ≥ 0.

(10)

ïðè τ = π, è

Vp(w) → min, (11)
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n∑
i=1

wi

(
a0

i + σ0
i · u−i (α0)

) ≥ md,

n∑
i=1

wi = 1,

w1, ..., wn ≥ 0.

(12)

ïðè τ = ν, òàê êàê ïðè p0 = 0.5 β0=0.
Â ýòèõ ìîäåëÿõ èñêëþ÷àåòñÿ âëèÿíèå ìîìåíòîâ âòîðîãî ïîðÿäêà íà ôîðìèðî-

âàíèå ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ïîðòôåëåé. Ìîäåëè (9),(10) è (11),(12) ñîâïàäàþò
òàêæå ñ ýêâèâàëåíòíûìè äåòåðìèíèðîâàííûìè àíàëîãàìè ìîäåëè

Vp(w) → min, (13)




τ {E {Rp(w, ω, γ) ≥ md}} ≥ α0,
n∑

i=1

wi = 1,

w1, ..., wn ≥ 0,

(14)

èññëåäîâàííîé â [7]. Â ìîäåëè (13),(14) ó÷åò íåîïðåäåëåííîñòè îñíîâûâàåòñÿ íà
ïðèíöèïå îæèäàåìîé âîçìîæíîñòè. Ïðè p0 ≥ 0, 5 ìîäåëè (5),(6) è (7),(8) ÿâëÿþòñÿ
çàäà÷àìè âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå β0 ≤ 0.

6. Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíà è èññëåäîâàíà îäíà èç ìîäåëåé ïîðòôåëÿ ìèíèìàëüíîãî
ðèñêà. Óñòàíîâëåíà åå ñâÿçü ñ ìîäåëüþ ïîðòôåëÿ ìèíèìàëüíîãî ðèñêà, îñíîâàí-
íîé íà ïðèíöèïå ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ èçâåñòíîì, êàê îæèäàåìàÿ âîçìîæíîñòü. Ñëå-
äóþùèì øàãîì â ðàçâèòèè äàííîé êîíöåïöèè ìîäåëèðîâàíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè
ìîæåò áûòü îáîáùåíèå ýòèõ ìîäåëåé íà ñëó÷àé, êîãäà ìîìåíòû âòîðîãî ïîðÿäêà
íå÷åòêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïðåäñòàâëÿþùèõ äîõîäíîñòè ôèíàíñîâûõ àêòèâîâ,
îïðåäåëÿþòñÿ â íå÷åòêîé ôîðìå [19].

Â ïëàíå äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé ïðåäñòàâëÿåòñÿ òàêæå íåîáõîäèìûì ðàçâè-
òèå ìîäåëè íà ñèòóàöèþ, êîãäà àãðåãèðîâàíèå âîçìîæíîñòíîé èíôîðìàöèè îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâå ñëàáîé t-íîðìû [20]. Èçâåñòíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ¾ðàç-
ìûòîñòü¿ ðåçóëüòàòà ïðè àääèòèâíûõ îïåðàöèÿõ ñíèæàåòñÿ. Â êîíå÷íîì èòîãå
ýòî äîëæíî âûðàçèòüñÿ â ñóæåíèè êîðèäîðà äëÿ ðèñêà, îïðåäåëÿåìîãî ìîäåëÿìè
(9),(10) è (11),(12), â ðàññìàòðèâàåìîì êîíòåêñòå ¾âîçìîæíîñòü-íåîáõîäèìîñòü¿.
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