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Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà ñïåêòðàëüíûì ïðåäñòàâëåíèÿì ñòîõàñòè÷åñêèõ ïðî-
öåññîâ ñî çíà÷åíèÿìè â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ íàä áåñêîíå÷íûìè
ïîëÿìè K íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè ñ íåòðèâèàëüíûìè íåàðõèìåäîâû-
ìè íîðìàìè. Èññëåäîâàíû ðàçëè÷íûå òèïû ñòîõàñòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ
êîíòðîëèðóåìûõ âåêòîðíîçíà÷íûìè ìåðàìè è èõ ñòîõàñòè÷åñêèå èíòå-
ãðàëû. Äîêàçàíû òåîðåìû î ñïåêòðàëüíûõ ðàçëîæåíèÿõ òàêèõ ñòîõà-
ñòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ.

The article is devoted to spectral representations of stochastic processes
with values in Banach spaces over in�nite �elds K of zero characteristic with
non-trivial non-archimedean norms. Di�erent types of stochastic processes
controlled by vector valued measures and their stochastic integrals are
investigated. Theorems about spectral representations of such stochastic
processes are proved.
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íèå.
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1. Ââåäåíèå

Ñïåêòðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ íàä
ïîëÿìè äåéñòâèòåëüíûõ è êîìïëåêñíûõ ÷èñåë äëÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ çàäà÷ è
ïðîáëåì òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ [5, 4, 2]. Îäíàêî, íàä íåàðõèìåäîâûìè ïîëÿ-
ìè òåîðèÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ñðàâíèòåëüíî ìàëî èññëåäîâàíà, õîòÿ íåàðõèìå-
äîâ àíàëèç áûñòðî ðàçâèâàåòñÿ â ïîñëåäíèå ãîäû [7, 18, 19, 3]. Îí íàøåë îáøèð-
íûå ïðèëîæåíèÿ â êâàíòîâîé ìåõàíèêå, êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ, ìàòåìàòè÷åñêîé
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áèîëîãèè, ïñèõîëîãèè, òåîðèè êîäèðîâàíèÿ [3, 1, 6, 21]. Áîëåå òîãî, íåàðõèìåäîâ
àíàëèç ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì èíñòðóìåíòîì èññëåäîâàíèÿ âïîëíå íåñâÿçíûõ òî-
ïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ è âïîëíå íåñâÿçíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ãðóïï [18, 12]. Ïðè
ýòîì ñòîõàñòè÷åñêèì ïðîöåññû íà âïîëíå íåñâÿçíûõ ãðóïïàõ ïîçâîëÿþò èçó÷àòü
èõ èçîìåòðè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ â íåàðõèìåäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Äàííàÿ ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ïðåäûäóùåé [8]. Â íåé áûëè èññëåäî-
âàíû ñòîõàñòè÷åñêèå ïðîöåññû ñî çíà÷åíèÿìè â ïîëÿõ, íàìå÷åíû ïóòè èññëåäîâà-
íèÿ âåêòîðíî-çíà÷íûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ è ñòîõàñòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ. Â
íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèå ïðîöåññû ñî çíà÷åíèÿìè â âåêòîð-
íûõ ïðîñòðàíñòâàõ è àëãåáðàõ, êîòîðûå ìîãóò áûòü êàê êîíå÷íîìåðíûìè, òàê è
áåñêîíå÷íîìåðíûìè íàä ïîëÿìè, äîêàçàíû òåîðåìû î ñïåêòðàëüíûõ ðàçëîæåíèÿõ
ñòîõàñòè÷åñêèõ âåêòîðíî-çíà÷íûõ è ñêàëÿðíûõ ïðîöåññîâ. Ýòî ïîòðåáîâàëî ñîîò-
âåòñòâóþùåãî ðàçâèòèÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî âåêòîðíîãî àíàëèçà, âåêòîðíî-çíà÷íûõ è
îïåðàòîðíî-çíà÷íûõ ìåð íàä áåñêîíå÷íûìè ïîëÿìè ñ íåàðõèìåäîâûìè íîðìèðî-
âàíèÿìè. Â ðàáîòå âûÿñíåíû ñïåöèôè÷åñêèå îñîáåííîñòè íåàðõèìåäîâà ñëó÷àÿ,
êîòîðûå âîçíèêàþò èç-çà ìíîãî÷èñëåííûõ ðàçëè÷èé êëàññè÷åñêîãî íàä ïîëÿìè
âåùåñòâåííûõ è êîìïëåêñíûõ ÷èñåë àíàëèçà ñ îäíîé ñòîðîíû è íåàðõèìåäîâà àíà-
ëèçà ñ äðóãîé ñòîðîíû.

Â äàííîé ñòàòüå èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ è ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåé ñòàòüè
àâòîðà [8].

2. Ñòîõàñòè÷åñêèå ïðîöåññû â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ

1. Çàìå÷àíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç L2(ξ, g) ïîïîëíåíèå ïðîñòðàíñòâà L0(ξ, g) îò-
íîñèòåëüíî ñåìåéñòâà íåïðåðûâíûõ ïðåäíîðì

(1) ‖f‖2,P,u := [supx∈G,ω∈Ω u2(f(x)ξ(ω, x))NP (ω)]1/2

èíäóöèðîâàííûõ èç L2(Ω,A, P, X), ãäå L0(ξ, g) - ýòî ïðîñòðàíñòâî âñåõ ñòóïåí÷à-
òûõ ôóíêöèé âèäà

∑l
k=1 akξ(Ak), ak ∈ g, Ak ∈ R(G), Aj ∩ Ak = ∅ äëÿ ëþáîãî

k 6= j, l ∈ N, ãäå g - ýòî ïîëíàÿ ëîêàëüíî K-âûïóêëàÿ àëãåáðà ñ åäèíèöåé 1, à X -
ýòî ïîëíîå ëîêàëüíî K-âûïóêëîå ïðîñòðàíñòâî óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ 32(D)
[8].

2. Îïðåäåëåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Z - ýòî ëîêàëüíî K-âûïóêëîå ïðîñòðàí-
ñòâî, à µ : R → Z - ýòî ìåðà, ãäå R = R(G) - ýòî ðàçäåëÿþùåå ïîêðûâàþùåå
êîëüöî ìíîæåñòâà G. Äëÿ ëþáîé ïðåäíîðìû u â Z è âñÿêîãî A ∈ R(G) îïðåäåëèì
ïðåäíîðìó ïîäìíîæåñòâà

(1) ‖A‖µ,u := sup{u(µ(B)) : B ∈ R, B ⊂ A}.
3. Ëåììà. Åñëè µ : R → Z - ýòî ìåðà, òîãäà äëÿ ëþáîé ïðåäíîðìû u â Z

ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ Nµ,u : G → [0,∞) òàêàÿ, ÷òî
(1) ‖ChA‖Nµ,u = ‖A‖µ,u äëÿ ëþáîãî A ∈ R (ñìîòðè îïðåäåëåíèå 2);
(2) åñëè φ : G → [0,∞) è ‖ChA‖φ ≤ ‖A‖µ,u äëÿ âñåõ A ∈ R, òîãäà φ ≤ Nµ,u;

Áîëåå òîãî,
(3) Nµ,u(x) = infA:x∈A∈R ‖A‖µ,u äëÿ ëþáîãî x ∈ G.
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè Nµ,u(x) îïðåäåëåíî ôîðìóëîé (3), òî (2) î÷åâèäíî,

òàê êàê ‖ChA‖φ ≤ ‖A‖µ,u äëÿ âñåõ A ∈ R, ãäå ChA - õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
ïîäìíîæåñòâà A. Âîçüì¼ì A ∈ R è ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî E := {B ∈ R : B ⊂
A, ‖A \B‖µ,u ≤ ‖ChA‖Nµ,u + ε}.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ôîðìóëû 2(1) ñëåäóåò, ÷òî

‖A1 ∪A2‖µ,u ≤ max(‖A1‖µ,u, ‖A2‖µ,u}

äëÿ ëþáûõ A1, A2 ∈ R, òàê êàê µ àääèòèâíà, à äëÿ ëþáîãî B ⊂ A1 ∪A2 ìû èìååì
B = B1 ∪ B2, è òàêæå âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî u(µ(A1 ∪ A2)) ≤ max{u(µ(A1 \
A2)), u(µ(A2 \ A1)), u(µ(A1 ∩A2))}, ãäå B1 := A1 ∩B è B2 := A2 ∩B. Ïîýòîìó, E -
ýòî ñæèìàþùååñÿ ñåìåéñòâî.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ A ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâî B ∈ R òàêîå, ÷òî x ∈ B è
‖B‖µ,u ≤ Nµ,u(x)+ε ≤ ‖ChB‖Nµ,u +ε, ñëåäîâàòåëüíî, A\B ∈ E . Òîãäà ⋂

A∈E A = ∅,
ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò B ∈ E òàêîå, ÷òî ‖B‖µ,u ≤ ε è íåèçáåæíî âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî ‖A‖µ,u ≤ max{‖B‖µ,u, ‖A \B‖µ,u + ε}.

4. Îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü µ ÿâëÿåòñÿ X-çíà÷íîé ìåðîé êàê §§37, 39 [8]. Äëÿ
îòîáðàæåíèÿ f : G → g ìû ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ïðåäíîðì

‖f‖q,µ,u := [sup
x∈G

uq(f)Nµ,u(x)]1/q

âñÿêèé ðàç, êîãäà îíà ñóùåñòâóåò, ãäå 1 ≤ q < ∞ è u - ýòî ïðåäíîðìà íà X. Îïðå-
äåëèì ïðîñòðàíñòâî Lq(G,R, µ, X; g) êàê ïîïîëíåíèå ñåìåéñòâà âñåõ ñòóïåí÷àòûõ
(ïðîñòûõ) ôóíêöèé f îòíîñèòåëüíî ñåìåéñòâà ïðåäíîðì {‖ ∗ ‖q,µ,u : u ∈ S}. Åñëè
f ∈ L1(G,R, µ, X; g), òî îíà íàçûâàåòñÿ µ-èíòåãðèðóåìîé.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïîëÿ g = K ìû ìîæåì îïóñòèòü g èç îáîçíà÷åíèé. Êîãäà G,
R, µ, X è g çàäàíû, òî ìîæíî òàêæå êðàòêî ïèñàòü Lq(µ), äëÿ q = 1 èíäåêñ ìîæíî
îïóñòèòü, çàïèñûâàÿ ïðîñòðàíñòâî â âèäå L(µ).

Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ µ-èíòåãðèðóåìîé, åñëè f ∈ L(µ). Ïîëîæèì Rµ := {A ⊂
G : ChA ∈ L(µ)} äëÿ X-çíà÷íîé ìåðû µ è ïðîäîëæèì å¼ ïîñðåäñòâîì ôîðìóëû:

µ̄(A) :=
∫

G

ChA(x)µ(dx),

òàê êàê àëãåáðà g ñîäåðæèò åäèíèöó 1 ∈ g.
5. Ëåììà. Åñëè µ è Rµ òàêèå æå, êàê è â §4, òî A ∈ Rµ òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 è êàæäîé ïðåäíîðìû u â X ñóùåñòâóåò B ∈ R
òàêîå, ÷òî Nµ,u(x) ≤ ε äëÿ âñÿêîãî x ∈ A4B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè äëÿ ëþáûõ ε > 0 è ïðåäíîðìû u â X ñóùåñòâóåò B ∈ R
òàêîå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ‖ChA − ChB‖Nµ,u < ε. Òîãäà áåðÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü εn = p−n ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë ìîíîòîííî óáûâàþùóþ è ñòðåìÿùóþñÿ
ê íóëþ, ìû ïîëó÷èì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå ChA ∈ L(µ), ñëåäîâàòåëüíî,
A ∈ Rµ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè A ∈ Rµ, òîãäà äëÿ ëþáîãî 1 > ε > 0 ñóùåñòâóåò
ïðîñòàÿ ôóíêöèÿ f ∈ L(µ) òàêàÿ, ÷òî ‖ChA − f‖Nµ,u < ε. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî
B := {x : u(f(x) − 1) < 1}, êîòîðîå ïðèíàäëåæèò ïîêðûâàþùåìó ðàçäåëÿþùåìó
êîëüöó ïîäìíîæåñòâ R, B ∈ R. Òîãäà u(f(x) − ChB(x)) ≤ min[u(f(x)), u(f(x) −
1)] ≤ u(f(x)− ChA(x)) äëÿ ëþáîãî x ∈ G è íåèçáåæíî

‖ChA − ChB‖Nµ,u ≤ max[‖f − ChA‖Nµ,u , ‖f − ChB‖Nµ,u ] = ‖f − ChA‖Nµ,u ≤ ε.

6. Ëåììà. Åñëè µ : R → X óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 37(i, ii) ñòàòüè [8],
òîãäà óñëîâèå 37(iii) [8] ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó:
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(iii′) åñëè A ⊂ R - ýòî ñæèìàþùååñÿ ñåìåéñòâî è
⋂

A∈AA = ∅, òîãäà
limA∈A ‖A‖µ,u = 0 äëÿ ëþáîé ïðåäíîðìû u ∈ S in X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ‖A‖µ,u ≥ u(µ(A)) äëÿ ëþáîãî A ∈ R, òîãäà (iii′)
âëå÷¼ò 37(iii).

Äîêàæåì òåïåðü îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî µ óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì 37(i − iii). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèìñÿ ñåìåéñòâîì
ñ

⋂
A∈AA = ∅. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 è âñÿêîãî u ∈ S ñóùåñòâóåò E ∈ A òàêîå, ÷òî

u(µ(A)) < ε äëÿ ëþáîãî A ∈ A òàêîãî, ÷òî A ⊂ E. Âîçüì¼ì ïðåäíîðìó u ∈ S
in X. Äëÿ âñÿêîãî A ∈ A âûáåðåì VA ∈ R òàêèì, ÷òî VA ⊂ A è u(µ(VA)) >
min(ε, ‖A‖µ,u/2). Åñëè A ∈ A, òî ñåìåéñòâî C := {VA ∩ B : B ∈ A, B ⊂ A} ñæè-
ìàþùååñÿ ñ ïóñòûì ïåðåñå÷åíèåì

⋂
U∈C U = ∅, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî A ∈ A

ñóùåñòâóåò WA ∈ A òàêîå, ÷òî WA ⊂ A è u(µ(VA ∩WA)) < ε.
Âîçüì¼ì ñåìåéñòâî V := {VA ∪ WA : A ∈ A, A ⊂ E}. Åñëè A,B ∈ A, òîãäà

ñóùåñòâóåò C ∈ A ñ C ⊂ WA ∩ WB . Ïîýòîìó VC ∪ WC ⊂ C ⊂ WA ⊂ VA ∪ WA, à
òàêæå VC ∪WC ⊂ VB ∪WB , ñëåäîâàòåëüíî, ñåìåéñòâî V ñæèìàþùååñÿ. Áîëåå òîãî,⋂

C∈V C = ∅. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò A ∈ A ñ A ⊂ E è u(µ(VA ∪WA)) < ε, à
òàêæå u(µ(VA ∪WA)) < ε è u(µ(VA ∩WA)) < ε â ñèëó îïðåäåëåíèÿ WA. Ïðè ýòîì
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî u(µ(WA)) < ε, òàê êàê WA ∈ A è WA ⊂ A ⊂ E. Èòàê,
u(µ(VA)) = u(µ(VA ∪WA) + µ(VA ∩WA) − µ(WA)) < ε. Ïîýòîìó, ‖A‖µ,u ≤ 2ε, òàê
êàê u(µ(VA)) > min(ε, ‖A‖µ,u/2).

7. Òåîðåìà. Ïóñòü µ - ýòî X-çíà÷íàÿ ìåðà íà R. Òîãäà Rµ - ýòî ïîêðûâàþ-
ùåå êîëüöî äëÿ G, è µ̄ ÿâëÿåòñÿ X-çíà÷íîé ìåðîé ïðîäîëæàþùåé µ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 5 Rµ ÿâëÿåòñÿ ïîêðûâàþùèì êîëüöîì äëÿ G
è ïðîäîëæåíèå ìåðû µ̄ àääèòèâíî. Åñëè A ∈ Rµ, òîãäà äëÿ ëþáîãî B ⊂ A òàêîãî,
÷òî B ∈ R è âñÿêîé ïðåäíîðìû u â X âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà:

u(µ̄(B)) ≤ ‖ChB‖Nµ,u ≤ ‖ChA‖Nµ,u < ∞, ñëåäîâàòåëüíî, µ̄ îáëàäàåò ñâîéñòâîì
37(ii) [8].

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñæèìàþùååñÿ ñåìåéñòâî A ⊂ Rµ èìåþùåå ïóñòîå ïåðåñå-
÷åíèå. Äëÿ ε > 0 è ïðåäíîðìû u â X âîçüì¼ì E := {B ∈ R : ∃A ∈ A , òàê ÷òî
A ∩ Gε,u = B ∩ Gε,u}, ãäå Gε,u := {x ∈ G : Nµ,u(x) ≥ ε}. Òîãäà ñåìåéñòâî E ÿâëÿ-
åòñÿ ñæèìàþùèìñÿ. Åñëè x /∈ Gε,u, òîãäà ñóùåñòâóåò V ∈ R òàêîå, ÷òî x ∈ V è
ε > ‖V ‖µ,u, ñëåäîâàòåëüíî, B \ V ∈ E äëÿ ëþáîãî B ∈ E . Ïîýòîìó ìû ïîëó÷àåì
V ∩ (

⋂
B∈E B) = ∅ è íåèçáåæíî

⋂
B∈E B ⊂ Gε,u. Òîãäà èç êîíñòðóêöèè ñåìåéñòâà E

ìû ïîëó÷èì:
⋂

B∈E B =
⋂

B∈E B ∩Gε,u =
⋂

A∈AA ∩Gε,u = ∅.
Â ñèëó ëåììû 6 ñóùåñòâóåò B ∈ E òàêîå, ÷òî ‖B‖µ,u < ε, ñëåäîâàòåëüíî, B ∩

Gε,u = ∅. Òîãäà ñóùåñòâóåò A ∈ A òàêîå, ÷òî A∩Gε,u = B∩Gε,u = ∅, ñëåäîâàòåëüíî,
‖A‖µ,u < ε. Ñíîâà â ñèëó ëåììû 6 ñóùåñòâóåò ïåðåäåë limA∈A µ̄(A) = 0. Òàêèì
îáðàçîì, µ̄ ÿâëÿåòñÿ X-çíà÷íîé ìåðîé.

8. Ëåììà. Åñëè µ ÿâëÿåòñÿ X-çíà÷íîé ìåðîé íà R, òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ðà-
âåíñòâî Nµ,u = Nµ̄,u äëÿ ëþáîé ïðåäíîðìû u â X. Ïîýòîìó, ‖ ∗ ‖Nµ,u = ‖ ∗ ‖Nµ̄,u ,
L(µ̄) = L(µ), ∫

G

fdµ̄ =
∫

G

fdµ,

Rµ̄ = Rµ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüì¼ì ïðåäíîðìó u â X è òî÷êó x ∈ G, à òàêæå ÷èñëî
b > Nµ,u(x). Òîãäà ñóùåñòâóåò A ∈ R ⊂ Rµ òàêîå, ÷òî x ∈ A è ‖A‖Nµ̄,u ≤ b. Òîãäà
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äëÿ âñÿêîãî B ∈ R òàêîãî, ÷òî B ⊂ A âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

u(µ̄(B)) ≤ ‖B‖Nµ̄,u ≤ ‖A‖Nµ̄,u ≤ b, ñëåäîâàòåëüíî,

(1) ‖A‖Nµ̄,u
≤ b è íåèçáåæíî

Nµ̄,u(x) ≥ inf{‖A‖µ̄,u : A ∈ Rµ, x ∈ A}.
Âîçüì¼ì òåïåðü 0 < d < Nµ,u(x) è A ∈ Rµ ñ x ∈ A. Â ñèëó ëåììû 5 ñóùåñòâóåò

B ∈ R òàêîå, ÷òî Nµ̄,u(y) ≤ d äëÿ ëþáîãî y ∈ A4B. Ïîýòîìó, ‖B‖Nµ̄,u
≥ Nµ̄,u > d,

à çíà÷èò u(µ(E)) > d äëÿ íåêîòîðîãî E ∈ R òàêîãî, ÷òî E ⊂ B. Ìû òàêæå èìååì
u(µ(E)− µ̄(E∩A)) = u(µ̄(E \A) ≤ ‖E \A‖Nµ̄,u ≤ ‖E \B‖Nµ̄,u ≤ d < u(µ(E)). Òàêèì
îáðàçîì, u(µ̄(E ∩A)) = u(µ(E)), ñëåäîâàòåëüíî,

(2) ‖A‖µ̄,u ≥ u(µ̄(E ∩A)) = u(µ(E)) > d.

Â èòîãå, èç ýòèõ íåðàâåíñòâ (1, 2) âûòåêàåò ðàâåíñòâî Nµ̄,u(x) = Nµ,u(x) äëÿ ëþ-
áîãî x ∈ G.

9. Òåîðåìà. (1). Åñëè µ - ýòî ìåðà íà R, òîãäà Nµ,u ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó
äëÿ ëþáîé ïðåäíîðìû u ∈ S â X, ñëåäîâàòåëüíî, îíà ÿâëÿåòñÿ Rµ ïîëóíåïðåðûâ-
íîé ñâåðõó äëÿ âñÿêîãî A ∈ Rµ è ε > 0 ìíîæåñòâî {x ∈ A : Nµ,u(x) ≥ ε} ÿâëÿåòñÿ
Rµ-êîìïàêòíûì, ñëåäîâàòåëüíî, îíî ÿâëÿåòñÿ R-êîìïàêòíûì.

(2). Îáðàòíî, ïóñòü µ : R → X óäîâëåòâîðÿåò 37(i) è ïóñòü äëÿ âñÿêîãî u ∈ S
ñóùåñòâóþò R-ïîëóíåïðåðûâíàÿ ñâåðõó ôóíêöèÿ φu : G → [0,∞) òàêàÿ, ÷òî
u(µ(A)) ≤ supx∈A φu(x) äëÿ ëþáîãî A ∈ R è ïóñòü ìíîæåñòâî {x ∈ A : φu(x) ≥ ε}
ÿâëÿåòñÿ R-êîìïàêòíûì äëÿ ëþáîãî ε > 0. Òîãäà µ ÿâëÿåòñÿ X-çíà÷íîé ìåðîé
íà Nµ,u(x) ≤ φu(x) äëÿ ëþáîãî x ∈ G è âñÿêîãî u ∈ S.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1). Ïîëîæèì Gε,u := {x ∈ G : Nµ,u(x) ≥ ε}, ãäå ε > 0.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ G \ Gε,u ñóùåñòâóåò A ∈ R òàêîå, ÷òî x ∈ A è ‖A‖µ,u <
ε, ñëåäîâàòåëüíî, A ⊂ G \ Gε,u è íåèçáåæíî Gε,u ÿâëÿåòñÿ R-çàìêíóòûì è Nµ,u

ÿâëÿåòñÿ R ïîëóíåïðåðûâíîé ñâåðõó. Âîçüì¼ì òåïåðü A ∈ Rµ è ïîêðûòèå V äëÿ
A ∩ Gε,u ýëåìåíòàìè èç Rµ. Òîãäà ìíîæåñòâà A \ (V1 ∪ ... ∪ Vn ∪ V ), ãäå n ∈ N,
V1, ..., Vn ∈ V, V ∈ Rµ è V ⊂ G \ Gε,u, îáðàçóþò ñæèìàþùååñÿ ïîäñåìåéñòâî
A â Rµ ñ ïóñòûì ïåðåñå÷åíèåì

⋂
E∈AE = ∅. Ñîãëàñíî ñâîéñòâó 6(iii′) äëÿ X-

çíà÷íîé ìåðû ñóùåñòâóþò ïîäìíîæåñòâà V1, ..., Vn ∈ V è V ⊂ G \ Gε,u òàêèå, ÷òî
‖A \ (V1 ∪ ... ∪ Vn ∪ V )‖µ̄,u < ε, ñëåäîâàòåëüíî, A \ (V1 ∪ ... ∪ Vn ∪ V ) ⊂ G \ Gε,u.
Ïîñêîëüêó V ⊂ G \Gε,u, òîãäà A∩Gε,u ⊂ V1 ∪ ...∪Vn. Òàêèì îáðàçîì, ïåðåñå÷åíèå
A ∩Gε,u ÿâëÿåòñÿ Rµ-êîìïàêòíûì.

(2). Êàæäàÿ ôóíêöèÿ φu ÿâëÿåòñÿ R ïîëóíåïðåðûâíîé ñâåðõó è φu îãðàíè-
÷åíà ñâåðõó íà êàæäîì R-êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå, òàêæå ‖A‖µ,u ≤ ‖ChA‖φu äëÿ
ëþáîãî A ∈ R. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî u ∈ S è âñÿêîãî A ∈ R âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî ‖A‖µ,u < ∞, ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå 37(ii) [8] óäîâëåòâîðåíî.

Âîçüìåì ε > 0 è ñæèìàþùååñÿ ïîäñåìåéñòâî A â R òàêîå, ÷òî
⋂

E∈A = ∅. Òîãäà
ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ {x ∈ A : φu(x) ≥ ε} èç ñåìåéñòâà E âñåõ R-êîìïàêòíûõ
ìíîæåñòâ çàìêíóòà îòíîñèòåëüíî êîíå÷íûõ ïåðåñå÷åíèé è

⋂
B∈E B = ∅. Èòàê,

ñóùåñòâóåò E ∈ A òàêîå, ÷òî {x ∈ E : φu(x) ≥ ε} = ∅. Ñëåäîâàòåëüíî,
E ⊂ {x ∈ G : φu(x) < ε}, à òîãäà è ‖A‖µ,u < ε.

10. Ñëåäñòâèå. Åñëè µ ÿâëÿåòñÿ X-çíà÷íîé ìåðîé íà R, òîãäà äëÿ âñÿêîãî
ε > 0 è êàæäîé ïðåäíîðìû u ∈ S ìíîæåñòâî {x ∈ G : Nµ,u(x) ≥ ε} ÿâëÿåòñÿ
R-ëîêàëüíî êîìïàêòíûì.
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11. Òåîðåìà. Ïóñòü µ - ýòî ìåðà íà R, è ïóñòü òàêæå U - ýòî ðàçäåëÿþùåå
ïîêðûâàþùåå êîëüöî äëÿ G ÿâëÿþùååñÿ ïîäêîëüöîì â Rµ, è ïóñòü ν ÿâëÿåòñÿ
îãðàíè÷åíèåì ìåðû µ íà U . Òîãäà Uν = Rµ è ν̄ = µ̄.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u ∈ S - ýòî ïðåäíîðìà íà X. Ñíà÷àëà ìû äîêàæåì,
÷òî Nµ,u(x) ≥ Nν,u(x) äëÿ ëþáîãî x ∈ G. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ÷òî ñóùåñòâóåò
y ∈ G òàêîå, ÷òî Nµ,u(y) < Nν,u(y). Ýòîò ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò V ∈ R
òàêîå, ÷òî ‖V ‖µ,u < Nν,u(y).

Ñîãëàñíî ëåììå 8 ‖V ‖µ,u = ‖V ‖µ̄,u. Òîãäà äëÿ âñÿêîé òî÷êè x ∈ G \ V ñóùå-
ñòâóåò ïîäìíîæåñòâî B ∈ U òàêîå, ÷òî y ∈ B è x /∈ B, òàê êàê U - ýòî ðàçäåëÿþùåå
ïîêðûâàþùåå êîëüöî. Ïîýòîìó, {B \ V : B ∈ U , y ∈ B} ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèìñÿ
ïîäñåìåéñòâîì â Rµ ñ ïóñòûì ïåðåñå÷åíèåì. Â ñèëó ñâîéñòâà 6(iii′) ñóùåñòâóåò
B ∈ U òàêîå, ÷òî y ∈ B è ‖B \ V ‖µ̄,u < Nν,u(y). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî ‖V ‖µ̄,u < Nµ,u(y). Íî ν - ýòî îãðàíè÷åíèå ìåðû µ̄ íà U è B ∈ U , òîãäà
‖B‖ν,u ≤ ‖B‖µ̄,u < Nν,u(y), ÷òî ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ, òàê êàê y ∈ B.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî Rµ ⊂ Uν . Ïóñòü A ∈ Rµ è ε > 0. Â ñèëó ëåììà 5 äîñòà-
òî÷íî äëÿ ëþáîãî u ∈ S ïîñòðîèòü ïîäìíîæåñòâî B ∈ U òàêîå, ÷òî Nν,u(x) < ε
äëÿ âñÿêîãî x ∈ A 4 B. Âîçüì¼ì W := {x ∈ A : Nµ,u(x) ≥ ε}. Â ñèëó òåîðåìû
9 ìíîæåñòâî W ÿâëÿåòñÿ Rµ-êîìïàêòíûì, ñëåäîâàòåëüíî, U-êîìïàêòíûì. Îòìå-
òèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ G \ W ñóùåñòâóåò B ∈ U òàêîå, ÷òî W ⊂ B ñ x /∈ B.
Òîãäà ñæèìàþùååñÿ ïîäñåìåéñòâî {B \ A : B ∈ U , B ⊃ W} â Rµ èìååò ïóñòîå
ïåðåñå÷åíèå è ñóùåñòâóåò B ∈ U òàêîå, ÷òî B ⊃ W , äëÿ êîòîðîãî ‖B \ A‖µ̄,u < ε.
Òàêèì îáðàçîì, Nµ̄,u = Nµ,u < ε íà ðàçíîñòè ìíîæåñòâ B \ A. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
Nµ,u(x) < ε íà A \W ñëåäîâàòåëüíî, òàêæå íà A4B := (A \B) ∪ (B \A).

Äàëåå ìû ïîêàæåì, ÷òî µ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà îãðàíè÷åíèåì ν̄. Äëÿ A, B, ε,
u òàêèõ æå, êàê è â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, ìû èìååì u(ν̄(A)− µ̄(A)) = u(ν̄(A)−
ν(B)+µ̄(B)−ν̄(A)) = u(ν̄(A\(A∩B))−ν̄(B\(A∩B))+µ̄((B\(A∩B))−µ̄(B\(A∩B))) ≤
max(‖A4 B‖ν̄,u, ‖A4 B‖µ̄,u) = ‖A4 B‖µ̄,u = supx∈A4B Nµ,u(x). Ïîýòîìó, ν̄ = µ̄
íà Rµ.

Òàêèì îáðàçîì, R ⊂ Uν è µ ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèåì ìåðû ν̄ íà R. Ñèììåòðè÷íî
ïåðåñòàâëÿÿ µ è ν â äîêàçàòåëüñòâå âûøå, ìû ïîëó÷èì Uν = Rµ è µ̄ = ν̄.

12. Ëåììà. Ïóñòü µ ÿâëÿåòñÿ X-çíà÷íîé ìåðîé íà R. Äëÿ ïðåäíîðìû u íà
X è âñÿêîãî ε > 0 ïîëîæèì Gε,u := {x ∈ G : Nµ,u(x) ≥ ε}. Òîãäà îãðàíè÷åíèå R- è
Rµ-òîïîëîãèé íà Gε,u ñîâïàäàþò. Ôóíêöèÿ f : G → g ÿâëÿåòñÿ Rµ-íåïðåðûâíîé
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî u ∈ S è ε > 0 îãðàíè÷åíèå f |Gε,u ÿâëÿåòñÿ
R-íåïðåðûâíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììà 5 R-òîïîëîãèÿ è Rµ-òîïîëîãèÿ èíäóöèðóþò
îäíó è òó æå òîïîëîãèþ íà Gε,u. Òàêèì îáðàçîì, åñëè f : G → g ÿâëÿåòñÿ Rµ-
íåïðåðûâíîé, òîãäà îíà R-íåïðåðûâíà íà Gε,u.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f : G → g èìååò R-íåïðåðûâíîå îãðàíè÷åíèÿ f |Gε,u äëÿ
ëþáîãî u ∈ S è âñÿêîãî ε > 0. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî V îòêðûòî-
çàìêíóòîå â g. Åñëè A ∈ Rµ, òî A ∩Gε,u ÿâëÿåòñÿ R-êîìïàêòíûì â ñèëó òåîðåìû
51, à òàêæå f−1(V ) ∩A ∩Gε,u ÿâëÿåòñÿ R-îòêðûòî-çàìêíóòûì êàê ïîäìíîæåñòâî
â Gε,u. Äëÿ ëþáîãî x ∈ f−1(V ) ∩ A ∩ Gε,u âîçüì¼ì Ux ∈ R ñ x ∈ Ux, òàê ÷òî
Ux∩Gε,u ⊂ f−1(V )∩A∩Gε,u. Èç ýòîãî ïîêðûòèÿ êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà Gε,u ìû
âûáåðåì êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå òàêîå, ÷òî f−1(V )∩A∩Gε,u ⊂ U , ãäå U :=

⋃k
j=1 Uxj ,

ñëåäîâàòåëüíî, U ∈ R. Ïîýòîìó, f−1(V ) ∩ A ∩ Gε,u = U ∩ Gε,u. Â ñèëó ëåììû 5
f−1(V )∩A ∈ Rµ äëÿ ëþáîãî A ∈ R. Òàêèì îáðàçîì, f−1(V ) ÿâëÿåòñÿ Rµ-îòêðûòî-
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çàìêíóòûì. Òîãäà ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ Rµ-íåïðåðûâíîé.
13. Ñëåäñòâèå. Åñëè ôóíêöèÿ f : G → g ÿâëÿåòñÿ Rµ-íåïðåðûâíîé íà êàæ-

äîì Rµ-êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå, òîãäà f ÿâëÿåòñÿ Rµ-íåïðåðûâíîé íà G. Åñëè
u ∈ S è E ⊂ G ÿâëÿåòñÿ Rµ-êîìïàêòíûì, òîãäà H := {x ∈ E : Nµ,u(x) = 0}
êîíå÷íî è ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî Nµ,u > δ íà E \H.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììà 12 êàæäîå R-êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî Gε,u ÿâ-
ëÿåòñÿ Rµ-êîìïàêòíûì, à ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà êàæäîì R-êîìïàêòíîì ïîä-
ìíîæåñòâå â Gε,u. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Gε,u ÿâëÿåòñÿ R-ëîêàëüíî êîìïàêòíûì â
ñèëó ñëåäñòâèÿ 10. Èòàê, ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ R-íåïðåðûâíîé íà ìíîæåñòâå Gε,u

è Rµ-íåïðåðûâíîé íà G.
Ìû èìååì, ÷òî êàæäîå ïîäìíîæåñòâî A â {x ∈ G : Nµ,u(x) = 0} ÿâëÿåòñÿ Rµ-

îòêðûòî-çàìêíóòûì, òàê êàê ChA ∈ L(µ). Âîçüì¼ì Rµ-êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî
E â G. Òîãäà H êîíå÷íî. Ïóñòü π ∈ K ñ 0 < |π| < 1. Åñëè

inf{Nµ,u(x) : x ∈ E \H} = 0,

òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk ∈ E : k ∈ N} â E òàêàÿ, ÷òî Nµ,u(xk) < |π|k
è Nµ,u(xk) < Nµ,u(xk−1) äëÿ ëþáîãî k. Âûáåðåì Ak ∈ R òàêèì, ÷òî xk ∈ Ak è
Nµ,u(x) < |π|k äëÿ ëþáîãî x ∈ Ak è Ak∩Al = ∅ äëÿ ëþáîãî k 6= l. Áåç îãðàíè÷åíèÿ
îáùíîñòè ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü ñåìåéñòâî íåàðõèìåäîâûõ ïðåäíîðì S â X òàêèõ,
÷òî åñëè u, q ∈ S, òî ôóíêöèîíàë

x 7→ t(x) := max(u(x), q(x)) ∈ S, x ∈ X,
òàêæå çàäà¼ò ïðåäíîðìó íà X (ñìîòðè òàêæå [17]). Ïîýòîìó,

‖A‖µ,t = max(‖A‖µ,u, ‖A‖µ,q)
äëÿ ëþáîãî A ∈ R, à òàêæå Nµ,t(x) = max(Nµ,u(x), Nµ,q(x)) äëÿ ëþáîãî x ∈ G.
Òàêèì îáðàçîì, Gε,q ∩ Gε,u ⊃ Gε,t äëÿ ëþáîãî ε > 0 è t = max(u, q), u, q, t ∈ S.
Åñëè îãðàíè÷åíèå f |U íåïðåðûâíî íà ìíîæåñòâå U , è W - ýòî ïîäìíîæåñòâî â U ,
W ⊂ U , òîãäà î÷åâèäíî îãðàíè÷åíèå f |W íåïðåðûâíî.

Â ñèëó ëåììà 12 è òåîðåìû 9 ôóíêöèÿ

g(x) :=
∑

k

π−kChAk∩{x∈G:Nµ,u(x)>0}(x)vk

ÿâëÿåòñÿ Rµ-íåïðåðûâíîé, ãäå vk ∈ X, u(vk) = 1 äëÿ ëþáîãî k, òàê êàê îãðàíè-
÷åíèå g íà êàæäîå Gγ,q íåïðåðûâíî äëÿ ëþáîãî q ∈ S è γ > 0. Íî ôóíêöèÿ g
îêàçûâàåòñÿ íåîãðàíè÷åííîé íà Rµ-êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå E. Ýòîò äàåò ïðîòèâî-
ðå÷èå, ñëåäîâàòåëüíî, inf{Nµ,u(x) : x ∈ E \H} > 0.

14. Òåîðåìà. Ïóñòü µ - ýòî X-çíà÷íàÿ ìåðà íà R. Ôóíêöèÿ f : G → g
ÿâëÿåòñÿ µ-èíòåãðèðóåìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà óäîâëåòâîðÿåò ñëå-
äóþùèì äâóì óñëîâèÿì (1) è (2):

(1) f ÿâëÿåòñÿ Rµ-íåïðåðûâíîé;
(2) äëÿ ëþáîãî u ∈ S è ε > 0 ìíîæåñòâî {x : x ∈ G, u(f(x))Nµ,u(x) ≥ ε}

ÿâëÿåòñÿ Rµ-êîìïàêòíûì, ñëåäîâàòåëüíî, îíî ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì {x :
Nµ,u(x) ≥ δ} ñ δ > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè u - ýòî ïðåäíîðìà â X è ε > 0, òî ìíîæåñòâî Gε,u :=
{x ∈ G : Nµ,u(x) ≥ ε} ÿâëÿåòñÿ R-êîìïàêòíûì ñîãëàñíî òåîðåìå 9. Áåç îãðàíè÷å-
íèÿ îáùíîñòè ìû ðàññìîòðèì ïîëíûå K-ëèíåéíîå ëîêàëüíî âûïóêëîå ïðîñòðàí-
ñòâî X è òîïîëîãè÷åñêóþ àëãåáðó g. Äëÿ ëþáîãî f ∈ L(G,R, µ, X; g) è âñÿêîé
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ïðåäíîðìû u â X ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîñòûõ ôóíêöèé {fk : k ∈ N}
òàêàÿ, ÷òî

lim
k→∞

‖f − fk‖µ,u = 0.

Òîãäà êàæäàÿ ôóíêöèÿ fk ÿâëÿåòñÿ R-íåïðåðûâíîé è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fk : k}
ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà Gε,u ê f , ñëåäîâàòåëüíî, f ÿâëÿåòñÿ R-íåïðåðûâíîé íà
Gε,u. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 13 ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ Rµ-íåïðåðûâíîé.

Âîçüì¼ì ñòóïåí÷àòóþ ôóíêöèþ g òàêîé, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî ‖f −
g‖µ,u < ε, ñëåäîâàòåëüíî, {x : u(f(x))Nµ,u(x) ≥ ε} = {x : u(g(x))Nµ,u(x) ≥ ε} è
ýòî ìíîæåñòâî êîìïàêòíî ñîãëàñíî òåîðåìå 9. Òàêèì îáðàçîì, èç ïðèíàäëåæíîñòè
f ∈ L(G,R, µ, X; g) ñëåäóþò ñâîéñòâà (1, 2).

Ïóñòü òåïåðü âûïîëíåíû ñâîéñòâà (1, 2) äëÿ ôóíêöèè f : G → X. Äëÿ ïðîèç-
âîëüíîãî δ > 0 è ïðåäíîðìû u â X âîçüì¼ìRµ-ñòóïåí÷àòóþ ôóíêöèþ g òàêóþ, ÷òî
‖f−g‖µ,u < δ. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî V := {x ∈ G : u(f(x))Nµ,u(x) ≥ δ}. Ôóíêöèÿ
Nµ,u ÿâëÿåòñÿ Rµ ïîëóíåïðåðûâíîé ñâåðõó ïî òåîðåìå 9 è supx∈C Nµ,u(x) =: w <
∞. Ïîñêîëüêó V êîìïàêòíî, òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå îòêðûòî-çàìêíóòîå ïîäïî-
êðûòèå B1, ..., Bk äëÿ V òàêîå, ÷òî u(f(x) − f(y))w < δ äëÿ ëþáûõ x, y ∈ Bj ∩ V
ñ òåìè æå j, j = 1, ..., k. Òåïåðü âûáåðåì bj ∈ Bj , ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî
{x ∈ G : u(f(x) − f(bj))Nµ,u(x) < δ} ÿâëÿåòñÿ Rµ,u-îòêðûòûì è ñîäåðæèò Bj .
Ïîýòîìó, ñóùåñòâóþò äèçúþíêòíûå ìíîæåñòâà W1, ..., Wk òàêèå, ÷òî Wj ⊂ {x ∈
G : u(f(x) − f(bj))Nµ,u(x) < δ} è Bj := Wj ∩ V , òàê êàê G ÿâëÿåòñÿ R âïîëíå
íåñâÿçíûì ñ îòêðûòî-çàìêíóòîé áàçîé å¼ òîïîëîãèè. Âîçüì¼ì ñòóïåí÷àòóþ ôóíê-
öèþ

g(x) :=
k∑

j=1

f(bj)ChWj (x).

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x ∈ Wj ìû èìååì u(f(x) − g(x))Nµ,u(x) = u(f(x) −
f(bj))Nµ,u(x) < δ. Â òî æå âðåìÿ äëÿ x /∈ ⋃k

j=1 Wj èìååò ñèëó ôîðìóëà u(f(x) −
g(x))Nµ,u(x) = u(f))Nµ,u(x) < δ, ñëåäîâàòåëüíî, ‖f − g‖µ,u ≤ δ.

15. Ñëåäñòâèå. Ïóñòü µ - ýòî X-çíà÷íàÿ ìåðà íà R, g ∈ L(G,R, µ, X; g),
ôóíêöèÿ f : G → g ÿâëÿåòñÿ Rµ-íåïðåðûâíîé íà ìíîæåñòâå u(f(x)) ≤
u(g(x)) äëÿ ëþáîé ïðåäíîðìû u íà àëãåáðå g è äëÿ âñÿêîãî x ∈ G, òîãäà f ∈
L(G,R, µ, X; g).

16. Ñëåäñòâèå. Ïðîñòðàíñòâî L(G,R, µ, X; g) ïîëíî è ëîêàëüíî K-âûïóêëî.
Åñëè X è g ÿâëÿþòñÿ íîðìèðîâàííûìè ïðîñòðàíñòâàìè, òîãäà L(G,R, µ,X; g)
- ýòî áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî êîíñòðóêöèè äàííîé âûøå L(G,R, µ, X; g) ÿâëÿåò-
ñÿ ïîïîëíåíèåì ïðîñòðàíñòâà ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé îòíîñèòåëüíî ñåìåéñòâà ïðåä-
íîðì ‖ ∗ ‖µ,u, ãäå u - ýòî ïðåäíîðìà íà X, g. Ïîýòîìó, L(G,R, µ, X; g) èçîìîðôíî
ñ L(G,R, µ, X̃; g) è ïîëíî, ãäå X̃ - ýòî ïîïîëíåíèå X è g̃ - ýòî ïîïîëíåíèå g êàê
K-âûïóêëûõ ïðîñòðàíñòâ. Â ÷àñòíîñòè, êîãäà X è g ÿâëÿþòñÿ íîðìèðîâàííûìè
ïðîñòðàíñòâàìè, òîãäà X̃ è g̃, è L(G,R, µ, X̃; g̃) ÿâëÿþòñÿ áàíàõîâûìè ïðîñòðàí-
ñòâàìè.

17. Îïðåäåëåíèå. Åñëè X - ýòî íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî íàä K è x1, x2, ...
- ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â X òàêàÿ, ÷òî ‖a1x1 + ... + anxn‖ ≥ tmax{‖ajxj‖ : j =
1, ..., n} äëÿ ëþáûõ ÷èñåë a1, ..., an ∈ K, à íàòóðàëüíîå ÷èñëî n ∈ N íå ïðåâûøàåò
äëèíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ãäå 0 < t ≤ 1 - ýòî îòìå÷åííîå ÷èñëî, òîãäà ñèñòåìà
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{x1, x2, ...} íàçûâàåòñÿ t-îðòîãîíàëüíîé. Åñëè t = 1, òîãäà {x1, x2, ...} íàçûâàåòñÿ
îðòîãîíàëüíîé.

Åñòåñòâåííî, ÷òî â ñëó÷àå t = 1 íåðàâåíñòâî, ≥, ñâîäèòñÿ ê ðàâåíñòâó, =, â ñèëó
íåàðõèìåäîâà ñâîéñòâà íîðìû.

18. Òåîðåìà. Ïóñòü µ - ýòî X-çíà÷íàÿ ìåðà íà (G,R), è ïóñòü áàíàõîâà
àëãåáðà g èìååò t0-îðòîãîíàëüíûé áàçèñ, ãäå 0 < t0 ≤ 1. Òîãäà ïðîñòðàíñòâî
L(G,R, µ, X; g) èìååò t-îðòîãîíàëüíûé áàçèñ ñ 0 < t < t0. Åñëè ãðóïïà íîðìè-
ðîâàíèÿ ïîëÿ K äèñêðåòíà â (0,∞), òîãäà ïðîñòðàíñòâî L(G,R, µ, X; g) èìååò
îðòîãîíàëüíûé áàçèñ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ãðóïïà íîðìèðîâàíèÿ ïîëÿ K äèñêðåòíà, òî áàíàõîâî
ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì K èìååò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ â ñèëó òåîðåìû 5.16 [18], â
÷àñòíîñòè, äëÿ L(G,R, µ,X; g) áëàãîäàðÿ ñëåäñòâèþ 16.

Â îáùåì ñëó÷àå ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðóïïà íîðìèðîâàíèé ïîëÿ K ÿâëÿåòñÿ
ïëîòíîé â (0,∞) è Nµ(x) > 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ G. Âîçüì¼ì îòìå÷åííîå ÷èñëî 0 < t <
t0 òàêîå, ÷òî g èìååò t0-îðòîãîíàëüíûé áàçèñ. Òîãäà âûáåðåì ýëåìåíò π ∈ K òàêèì,
÷òî t1 < |π| < 1, ãäå t1 = t/t0, è îïðåäåëèì ôóíêöèþ h : G → K òàêèì îáðàçîì, ÷òî
h(x) = πn, êîãäà |π|n+1 < Nµ(x) ≤ |π|n è n ∈ Z, ñëåäîâàòåëüíî, |π||h(x)| < Nµ(x) ≤
|h(x)| äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ G. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Gd ìíîæåñòâî G â äèñêðåòíîé
òîïîëîãèè è çàäàäèì îòîáðàæåíèå q : L(G,R, µ,X; g) 3 f 7→ hf ∈ BC(Gd, g), ãäå
BC(Y, W ) îáîçíà÷àåò ïðîñòðàíñòâî âñåõ îãðàíè÷åííûõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé
èç òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Y â K-ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî W .
Ïðîñòðàíñòâî BC(Gd, g) ñíàáæåíî íîðìîé

‖v‖∞ := sup
x∈Gd

‖v(x)‖,

ãäå ‖ ∗ ‖ - ýòî íîðìà â g. Ïîýòîìó,

(1) |π|‖qf‖∞ < ‖f‖µ ≤ ‖qf‖∞

äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L(G,R, µ,X; g). Åñëè A ∈ R è b ∈ g, òîãäà hb ChA ∈
BC(Gd, g), òàê êàê ‖h(x)bChA(x) : x ∈ G} ⊂ {πn : n ∈ Z; |π|n+1 < ‖b‖|ChA(x)|}.

Â ñèëó K ëèíåéíîñòè è ñâîéñòâà (1) îòîáðàæåíèÿ q îáëàñòü çíà÷å-
íèé q(L(G,R, µ,X; g)) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì K-ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì â
BC(Gd, g). Â ïðîñòðàíñòâå BC(Gd, g) âñþäó ïëîòíî ïðîèçâåäåíèå BC(Gd,K)×g, â
òî âðåìÿ êàê L(G,R, µ,X;K)×g âñþäó ïëîòíî â L(G,R, µ, X; g). Â ñèëó ñëåäñòâèé
5.23 è 5.25 [18] BC(Gd,K) èìååò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ, ñëåäîâàòåëüíî, BC(Gd, g)
èìååò t0-îðòîãîíàëüíûé áàçèñ.

Ñîãëàñíî òåîðåìå Ãðþñîíà 5.9 [18], åñëè E - ýòî áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñ îðòîãî-
íàëüíûì áàçèñîì, òî êàæäîå çàìêíóòîå K-ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî èìååò îðòî-
ãîíàëüíûé áàçèñ. Ïðîñòðàíñòâî q(L(G,R, µ,X;K)) çàìêíóòî â BC(Gd,K), ñëåäî-
âàòåëüíî, îíî èìååò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ {ej : j}. Òàêèì îáðàçîì, L(G,R, µ,X; g)
èìååò t-îðòîãîíàëüíûé áàçèñ q−1(ej×sk), ãäå {sk : k} - ýòî t0-îðòîãîíàëüíûé áàçèñ
â g.

19. Òåîðåìû. Ïóñòü X è g òàêèå æå, êàê è â §39 [8], è äîïîëíèòåëüíî
ïóñòü X - ýòî àëãåáðà íàä ïîëåì K ñ ñåìåéñòâîì ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ïðåä-
íîðì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî µ è ν ÿâëÿþòñÿ X-çíà÷íûìè ìåðàìè íà ðàçäåëÿþùèõ
ïîêðûâàþùèõ êîëüöàõ R ìíîæåñòâà G è T ìíîæåñòâà H. Òîãäà
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(1) êîíå÷íîå îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ A×B, A ∈ R, B ∈ T îáðàçóåò ðàçäåëÿþ-
ùåå ïîêðûâàþùåå êîëüöî R⊗ T äëÿ G×H;

(2) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííàÿ ìåðà µ×ν íà R×T òàêàÿ, ÷òî µ×ν(A×B) =
µ(A)ν(B) äëÿ ëþáîãî A ∈ R è B ∈ T , Nµ×ν,u(x, y) = Nµ,u(x)Nν,u(y) äëÿ ëþáîãî
x ∈ G, y ∈ H è ëþáîé ïðåäíîðìû u ∈ S â X;

(3) åñëè f ∈ L(G × H,R × T , µ × ν, X; g), òîãäà H 3 y 7→ ∫
G

f(x, y)µ(dx) ÿâ-
ëÿåòñÿ ν-ïî÷òè âñþäó îïðåäåë¼ííîé ν-èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèåé íà H è îòîá-
ðàæåíèå G 3 x 7→ ∫

H
f(x, y)ν(dy) îïðåäåëåíî µ-ïî÷òè âñþäó, è îíî ÿâëÿåòñÿ

µ-èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèåé íà G, ïðè÷¼ì
∫

G×H

f(x, y)µ× ν(dx, dy) =
∫

H

(
∫

G

f(x, y)µ(dx))ν(dy).

Áîëåå òîãî, åñëè X êîììóòàòèâíà, òî
∫

H

(
∫

G

f(x, y)µ(dx))ν(dy) =
∫

G

(
∫

H

f(x, y)ν(dx))µ(dy);

(4) â ÷àñòíîñòè, åñëè g è X êîììóòàòèâíû, f ∈ L(G,R, µ, X; g) è h ∈
L(H, T , ν, X; g), òîãäà f(x)h(y) ∈ L(G×H,R× T , µ× ν, X; g) è

∫

G×H

f(x)g(y)µ(dx)ν(dy) = (
∫

G

f(x)µ(dx))(
∫

H

g(y)ν(dy));

(5) àëãåáðà L(G × H,R × T , µ × ν,X; g) ÿâëÿåòñÿ K-ëèíåéíî òîïîëîãè÷åñêè
èçîìîðôíîé òåíçîðíîìó ïðîèçâåäåíèþ L(G,R, µ, X; g)⊗̂L(H, T , ν,X; g).

Äîêàçàòåëüñòâî. (1). Åñëè U è V - ýòî ïîêðûòèÿ äëÿ G è H ýëåìåíòàìè èç R
è T ñîîòâåòñòâåííî, òî

⋃
A∈U ,B∈V A×B = G×H. Åñëè (x1, y1) 6= (x2, y2) ∈ G×H,

òîãäà èëè x1 6= x2, èëè y1 6= y2. Â ïåðâîì ñëó÷àå ìû âîçüì¼ì A ∈ R òàêèì, ÷òî
x1 ∈ A è x2 ∈ G \ A, è x1 ∈ B ñ B ∈ T , òîãäà A × B ðàçëè÷àåò òî÷êè â íèõ:
(x1, y1) ∈ A×B è (x2, y2) /∈ A×B.

(2). Ïîëîæèì
µ× ν(E) :=

∫

G×H

ChE(x, y)µ(dx)ν(dy)

äëÿ ëþáîãî E ∈ R × T , ñëåäîâàòåëüíî, ìåðà µ × ν àääèòèâíà. Ïðè Nu(x, y) :=
Nµ,u(x)Nν,u(y) è âñÿêèõ A ∈ R, B ∈ T ìû ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî u((µ × ν))(A ×
B)) ≤ ‖ChA×B‖Nu , ñëåäîâàòåëüíî, ‖C‖µ×ν,u ≤ ‖ChC‖Nu .

Åñòåñòâåííî, G è H, è G×H ñíàáæåíû òîïîëîãèÿìè R è T , è R× T ñîîòâåò-
ñòâåííî. Òîãäà ïîëó÷àåòñÿ âêëþ÷åíèå {(x, y) ∈ A × B : Nu(x, y) ≥ ε} ⊂ {x ∈ A :
Nµ,u(x) ≥ ε}×{y ∈ B : Nν,u(y) ≥ ε} äëÿ ëþáûõ A ∈ R è B ∈ T , è ε > 0. Ôóíêöèÿ Nu

ÿâëÿåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíîé ñâåðõó è {x ∈ A : Nµ,u(x) ≥ ε} × {y ∈ B : Nν,u(y) ≥ ε}
êîìïàêòíî, ñëåäîâàòåëüíî, {(x, y) ∈ A×B : Nu(x, y) ≥ ε} êîìïàêòíî, è íåèçáåæíî
{(x, y) ∈ C : Nu(x, y) ≥ ε} êîìïàêòíî äëÿ ëþáîãî C ∈ R × T è âñÿêîãî ε > 0.
Ïîýòîìó, ñîãëàñíî òåîðåìå 9 µ× ν - ýòî ìåðà è Nµ×ν,u(x, y) ≤ Nu(x, y) äëÿ ëþáîãî
u ∈ S è êàæäîãî x ∈ G, è âñÿêîãî y ∈ H. Êàæäàÿ u ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâ-
íîé ïðåäíîðìîé íà X è u((µ × ν)(A × B)) = u(µ(A))u(ν(B)) è, ñëåäîâàòåëüíî,
sup{u((µ × ν)(C)) : C ∈ R × T , C ⊂ A × B} = ‖A × B‖µ×ν,u ≥ ‖A‖µ,u‖B‖ν,u äëÿ
ëþáîãî A ∈ R è êàæäîãî B ∈ T . Ïîýòîìó, Nµ×ν,u(x, y) ≥ Nu(x, y) äëÿ ëþáûõ u, x
è y.
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(3). Åñëè f - ýòî ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ, òîãäà (3) âûïîëíÿåòñÿ â ñèëó (2). Åñëè
f ∈ L(G,R, µ, X; g), òîãäà äëÿ ëþáîãî u ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòóïåí÷à-
òûõ ôóíêöèé f1, f2, ... ñõîäÿùàÿñÿ ê f , òàê ÷òî ‖f − fn‖Nu

≤ 1/n äëÿ ëþáîãî íà-
òóðàëüíîãî ÷èñëà n ∈ N. Ìû âèäèì, ÷òî u(f(x, y)− fn(x, y))Nµ,u(x)Nν,u(y) ≤ 1/n
äëÿ ëþáûõ x, y ∈ G. Òàêèì îáðàçîì, f(∗, y) ∈ L(G,R, µ,X; g) äëÿ ν-ïî÷òè âñåõ
y ∈ H, ñëåäîâàòåëüíî,

u(
∫

G

f(x, y)µ(dx)−
∫

G

fn(x, y)µ(dx))Nν,u(y) ≤ 1/n.

Ïîýòîìó, ôóíêöèÿ H 3 y 7→ ∫
G

f(x, y)µ(dx) îïðåäåëåíà äëÿ ν-ïî÷òè âñåõ y ∈ H è
ÿâëÿåòñÿ ν-èíòåãðèðóåìîé. Ïîñêîëüêó

∫

H

(
∫

G

fn(x, y)µ(dx))ν(dy) =
∫

G×H

fn(x, y)µ× ν(dx, dy) äëÿ ëþáîãî n, òî

u(
∫

H

(
∫

G

fn(x, y)µ(dx))ν(dy)−
∫

G×H

fn(x, y)µ× ν(dx, dy)) ≤ 1/n

äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ∈ N è êàæäîé ïðåäíîðìû u ∈ S, ñëåäîâàòåëüíî,
∫

H

(
∫

G

f(x, y)µ(dx))ν(dy) =
∫

G×H

f(x, y)µ× ν(dx, dy).

×àñòü (4) âûòåêàåò èç ïóíêòîâ (2, 3) êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé.
(5). Ñóùåñòâóåò áèëèíåéíîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå m : L(G,R, µ,X; g) ×

L(H, T , ν, X; g) 3 (f, h) 7→ fh ∈ L(G×H,R×T , µ× ν, X; g). Åñëè X - ýòî áàíàõîâî
ïðîñòðàíñòâî, òîãäà íîðìà äëÿ m ðàâíà ‖m‖ = 1.

Ïóñòü Y - ýòî ïîëíîå ëîêàëüíî K-âûïóêëîå ïðîñòðàíñòâî íàä K è ïóñòü
F : L(G,R, µ, X; g) × L(H, T , ν,X; g) → Y ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì K-áèëèíåéíûì
îòîáðàæåíèåì. Òîãäà ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå Fm(ChA×B) = Fm(ChA ⊗ ChB) =
F (ChA, ChB) ∈ Y äëÿ ëþáûõ A ∈ R è B ∈ T . Ñòóïåí÷àòóþ ôóíêöèþ f : G×H → g
ìû çàïèøåì â âèäå

f(x, y) =
∑

j

bjChAj×Bj (x, y),

ãäå bj ∈ g - ýëåìåíòû àëãåáðû, à Aj ∈ R - ïîäìíîæåñòâà, Bj ∈ T äëÿ ëþáîãî j,
ïðè÷¼ì (Aj ×Bj) ∩ (Ai ×Bi) = ∅ äëÿ ëþáîãî i 6= j.

Äëÿ ëþáîé ïðåäíîðìû v â Y è êàæäîé ïðåäíîðìû u íà X ñóùåñòâóåò íàòó-
ðàëüíîå ÷èñëî k òàêîå, ÷òî

sup
x∈G,y∈H

v(Fm(bkChAk×Bk
)(x, y))Nµ×ν,u(x, y)

= max
j

v(Fm(bjChAj×Bj )(x, y))Nµ×ν,u(x, y), ñëåäîâàòåëüíî,

v(Fmf(x, y))Nµ×ν,u(x, y) ≤ sup
x∈G,y∈H

v(Fm(bkChAk×Bk
)(x, y))Nµ×ν,u(x, y)

≤ u(bk)‖F‖u,v‖ChAk
‖µ,u‖ChBk

‖ν,u ≤ ‖F‖u,v‖f‖µ×ν,u,

ãäå ‖F‖u,v := supw∈X,u(w)>0 v(Fw)/u(w).
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Ïîýòîìó, îòîáðàæåíèå Fm èìååò íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå Fm ñ L(G×H,R×
T , µ × ν,X; g) íà Y . Òàêèì îáðàçîì, Fm(f ⊗ h) = F (f, h) äëÿ ëþáûõ f ∈
L(G,R, µ, X; g) è h ∈ L(H, T , ν, X; g), è íåèçáåæíî àëãåáðà L(G × H,R × T , µ ×
ν,X; g) ÿâëÿåòñÿ K-ëèíåéíî òîïîëîãè÷åñêè èçîìîðôíîé ñ òåíçîðíûì ïðîèçâåäå-
íèåì L(G,R, µ, X; g)⊗̂L(H, T , ν, X; g).

20. Òåîðåìà.Ïóñòü gj è Xj - ýòî ñåìåéñòâî àëãåáð è ëîêàëüíî âûïóêëûõ ïðî-
ñòðàíñòâ è ìîäóëåé íàä ïîëåì K óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì §39 [8], j ∈ β, ãäå β
- ýòî ìíîæåñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñÿêîãî j èìååòñÿ ìåðà µj : R → Xj,
à X =

⊗
j∈β Xj è g =

⊗
j∈β gj ñíàáæåíû òîïîëîãèÿìè ïðîèçâåäåíèé. Òîãäà ñóùå-

ñòâóåò ìåðà µ =
⊗

j∈β µj íà R ñî çíà÷åíèÿìè â X òàêàÿ, ÷òî L(G,R, µ,X; g) -
ýòî ïîïîëíåíèå ïðÿìîé ñóììû

⊕
j∈β L(G,R, µj , Xj ; gj).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó êàæäîå Xj è âñÿêîå gj ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè, òîãäà
X è g ïîëíû (ñìîòðè [20, 17]). Åñòåñòâåííî, ÷òî X ëîêàëüíî K-âûïóêëîå ïðîñòðàí-
ñòâî, è g ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé òàêîé, ÷òî x + y = (xj + yj : j) è ab = (ajbj : j), ãäå
x, y ∈ X, a, b ∈ g, x = (xj : j), a = (aj : j), ax = (ajxj : j) (ñìîòðè òåîðå-
ìó 5.6.1 [17]). Òàêèì îáðàçîì, X - ýòî óíèòàëüíûé ëåâûé g-ìîäóëü. Äëÿ ëþáîãî
j ∈ β îïðåäåëåíà ïðîåêöèîííûå îïåðàòîðû πj(x) = xj è πj(a) = aj íà X è g.
Ïîýòîìó, òîïîëîãèè X è g õàðàêòåðèçóþòñÿ ñåìåéñòâàìè ïðåäíîðì u òàêèìè, ÷òî
u(x) = max{uj(xj) : j ∈ α} è u(b) = max{uj(bj) : j ∈ α}, ãäå α - ýòî êîíå÷íîå
ïîäìíîæåñòâî â β, uj ∈ Sj , ãäå Sj - ýòî ñîãëàñîâàííîå ñåìåéñòâî ïðåäíîðì uj â
Xj , è gj îáîçíà÷àåòñÿ òåì æå ñèìâîëîì äëÿ ñîêðàùåíèÿ îáîçíà÷åíèé.

Åñëè A,B ∈ R è A∩B = ∅, òîãäà µ(A∪B) = (µj(A∪B) : j) = (µj(A) + µj(B) :
j) = (µj(A) : j)+(µj(B) : j) = µ(A)+µ(B), ñëåäîâàòåëüíî, ìåðà µ àääèòèâíà. Åñëè
u - ýòî ïðåäíîðìà íà X, à A ∈ R, òîãäà äëÿ ëþáîãî C ⊂ A, C ∈ R âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî u(µ(C)) = max{uj(µj(C)) : j ∈ α} < ∞, òàê êàê α - ýòî êîíå÷íîå
ìíîæåñòâî è êàæäàÿ ìåðà µj îãðàíè÷åíà. Åñëè A - ýòî ñæèìàþùååñÿ ñåìåéñòâî
â R è

⋂
A∈AA = ∅, òîãäà limA∈A uj(µj(A)) = 0 äëÿ ëþáîãî j è âñÿêîãî uj ∈

Sj , ñëåäîâàòåëüíî, limA∈A u(µ(A)) = 0 äëÿ ëþáîé ïðåäíîðìû u ∈ S â X. Òàêèì
îáðàçîì, µ - ýòî ìåðà íà R ñî çíà÷åíèÿìè â X.

Åñëè f ∈ L(G,R, µ, X; g), òîãäà äëÿ ëþáîãî u ∈ S ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {fn : n ∈ N} ïðîñòûõ ôóíêöèé òàêèõ, ÷òî ‖f − fn‖µ,u ≤ 1/n. Ìû òàê-
æå èìååì, ÷òî

⊕
j gj âñþäó ïëîòíî â g, ãäå ýëåìåíòû ïðÿìîé ñóììû êàê îáû÷íî

b = (bj : j ∈ β, bj ∈ gj} òàêîâû, ÷òî ìíîæåñòâî {j : bj 6= 0} êîíå÷íî (ñìîòðè ïðèìåð
5.10.6 â [17]). Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ ïðîñòàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü âûáðàíà ñî
çíà÷åíèÿìè â

⊕
j∈β gj. Ïîýòîìó, L(G,R, µ, X; g) - ýòî ïîïîëíåíèå ïðÿìîé ñóììû⊕

j∈β L(G,R, µj , Xj ; gj).
Åñòåñòâåííî, åñëè β êîíå÷íî, òî ïðÿìàÿ ñóììà è ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèÿ ñîâïà-

äàþò.
21. Ñëåäñòâèå. Åñëè âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðåìû 20 è f ∈

L(G,R, µ, X; g), òî
∫

G
f(x)µ(dx) = (

∫
G

fj(x)µj(dxj) : j ∈ β), ãäå fj ∈
L(G,R, µ, Xj ; gj) äëÿ ëþáîãî j.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôîðìóëà ýòîãî ñëåäñòâèÿ âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî f â⊕
j∈β L(G,R, µj , Xj ; gj), íî ïîñëåäíåå ïðîñòðàíñòâî âñþäó ïëîòíî â

L(G,R, µ, X; g) ñîãëàñíî òåîðåìå 19. Îòîáðàæåíèå
∫

G
: L(G,R, µ, X; g) → X

íåïðåðûâíî: u(
∫

G
f(x)µ(dx)) ≤ ‖f‖µ,u â ñèëó ëåììû 3, ñëåäîâàòåëüíî, óòâåðæäå-

íèå ýòîãî ñëåäñòâèå âûòåêàåò ïî íåïðåðûâíîñòè.
22. Òåîðåìà. Ïóñòü g, X, G, R, µ êàê è â §39[8] ïóñòü F - ýòî íåïðå-
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ðûâíûé ãîìîìîðôèçì ëåâîãî óíèòàëüíîãî g-ìîäóëÿ X â ðàâíîìåðíî ïîëíûé ëå-
âûé óíèòàëüíûé h-ìîäóëü Y . Òîãäà F èíäóöèðóåò íåïðåðûâíûé ãîìîìîðôèçì
F̂ : L(G,R, µ, X; g) → L(G,R, ν, Y ; h) òàêîé, ÷òî F (

∫
G

f(x)µ(dx)) =
∫

G
F̂ (f)ν(dx)

äëÿ ëþáîãî f ∈ L(G,R, µ, X; g), ãäå ν = F (µ) - ýòî Y -çíà÷íàÿ ìåðà. Åñëè F (g) = h,
òîãäà îòîáðàæåíèå F̂ ýïèìîðôíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè A,B ∈ R ñ A ∩ B = ∅, òî ν(A ∪ B) := F (µ(A ∪ B)) =
F (µ(A)) + F (µ(B)) = ν(A) + ν(B) ∈ Y . Åñëè A ∈ R è u - ýòî ïðåäíîðìà â X,
òî supC⊂A,C∈R u(µ(C)) < ∞, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîé ïðåäíîðìû v â Y âûïîë-
íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî supC⊂A,C∈R v(ν(C)) < ∞, òàê êàê ôóíêöèÿ F íåïðåðûâíà.
Åñëè A - ýòî ñæèìàþùååñÿ ñåìåéñòâî â R ñ

⋂
A∈AA = ∅, òîãäà limA µ(A) = 0,

ñëåäîâàòåëüíî,
0 = lim

A∈A
F (µ(A)) = lim

A∈A
ν(A),

òàê êàê ôóíêöèÿ F íåïðåðûâíà. Òàêèì îáðàçîì ν - ýòî Y -çíà÷íàÿ ìåðà.
Åñëè v - ýòî ïðåäíîðìà â Y , òîãäà vF (q) := v(F (q)) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé

ïðåäíîðìîé â X, ãäå q ∈ X, ñëåäîâàòåëüíî, vF (µ(A)) = v(ν(A)) äëÿ ëþáîãî A ∈ R
è íåèçáåæíî Nµ,vF (x) = Nν,v(x) äëÿ ëþáîãî x ∈ G.

Åñëè f : G → g - ýòî ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ f(x) =
∑

j ajChAj
(x), ãäå aj ∈ g,

Aj ∈ R, òîãäà
F̂ (f) = F (f) =

∑

j

F (aj)ChAj (x),

òàê êàê F (a1b1 + a2b2) = F (a1)F (b1) + F (a2)F (b2) äëÿ ëþáîãî aj , bj ∈ g, òàê-
æå 0, 1 ∈ g, F (0) = 0, F (1) = 1 ∈ h. Áîëåå òîãî, ‖F (f)‖ν,v = ‖f‖µ,vF äëÿ ëþ-
áîé ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèè f è âñÿêîé ïðåäíîðìû v in Y , ñëåäîâàòåëüíî, îòîá-
ðàæåíèå F̂ íåïðåðûâíî è K-ëèíåéíî, è îíî èìååò íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå
F̂ : L(G,R, µ, X; g) → L(G,R, ν, Y ; h).

Äëÿ ëþáîãî s ∈ L(G,R, ν, Y ; h) è âñÿêîé ïðåäíîðìû v íà Y âîçüì¼ì ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü sn ïðîñòûõ ôóíêöèé sn : G → h ñõîäÿùóþñÿ ê s òàêîé, ÷òî
‖s − sn‖ν,v ≤ 1/n äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Åñëè F (g) = h, òîãäà äëÿ
ëþáîãî sn =

∑
j bj,nChAj ñóùåñòâóåò ïðîñòàÿ ôóíêöèÿ fn =

∑
j aj,nChAj òàêàÿ,

÷òî fn : G → g è F̂ (fn) = sn, aj,n ∈ g äëÿ ëþáîãî j, n, ãäå bj,n ∈ h, Aj ∈ R. Íî ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü {fn : n} ôóíäàìåíòàëüíà îòíîñèòåëüíî ‖ ∗ ‖µ,vf

, ñëåäîâàòåëüíî,
ñóùåñòâóåò f ∈ L(G,R, µ,X; g) òàêàÿ, ÷òî F̂ (f) = s.

Ñîãëàñíî óñëîâèÿì ýòîé òåîðåìû èìååò ñèëó ðàâåíñòâî F (a1w1 + a2w2) =
F (a1)F (w1) + F (a2)F (w2) äëÿ ëþáûõ a1, a2 ∈ g, w1, w2 ∈ X, ãäå F (aj) ∈ h è
F (wj) ∈ Y . Ïîýòîìó, äëÿ ëþáîé ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèè f(x) =

∑
j ajChAj (x) ìû

ïîëó÷àåì ôîðìóëû

F (
∫

G

f(x)µ(dx)) = F (
∑

j

ajµ(Aj)) =
∑

j

F (aj)ν(Aj) =
∫

G

F̂ (f)(x)ν(dx) è

vF (
∫

G

f(x)µ(dx)) = v(
∫

G

F̂ (f)(x)ν(dx))

äëÿ ëþáîé ïðåäíîðìû v íà Y , ñëåäîâàòåëüíî, ïî íåïðåðûâíîñòè

F (
∫

G

f(x)µ(dx)) =
∫

G

F̂ (f)(x)ν(dx)
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äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L(G,R, µ,X; g).
23. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü R = Bco(G) - ýòî êîëüöî âñåõ îòêðûòî-çàìêíóòûõ

ïîäìíîæåñòâ íóëüìåðíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî õàóñäîðôîâà ïðîñòðàíñòâà. Ìåðà µ :
Bco(G) → X íàçûâàåòñÿ òåñíîé ìåðîé, ãäå X òî æå, ÷òî è â §39 [8]. Ñåìåéñòâî
M = M(G,X) âñåõ òåñíûõ ìåð îáðàçóåò K-ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñ ñåìåéñòâîì
ïðåäíîðì

‖µ‖u = sup
A∈Bco(G)

u(µ(A)) = ‖G‖µ,u = sup
x∈G

Nµ,u(x),

ãäå u ∈ S - ýòî ïðåäíîðìà íà X. Â ÷àñòíîñòè, åñëè X - ýòî íîðìèðîâàííîå ïðî-
ñòðàíñòâî, òîãäà M(G,X) - ýòî íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî.

Çàìûêàíèå ìíîæåñòâà {x ∈ G : ∃u ∈ S, Nµ,u(x) > 0} ìû íàçîâ¼ì íîñèòåëåì
ìåðû µ.

24. Òåîðåìà. Åñëè R - ýòî ïîêðûâàþùåå êîëüöî äëÿ G ÿâëÿþùååñÿ áàçîé
íóëüìåðíîé õàóñäîðôîâîé òîïîëîãèè â G, è åñëè µ - ýòî X-çíà÷íàÿ ìåðà íà R,
òîãäà

(fµ)(A) :=
∫

G

ChA(x)f(x)µ(dx)

- ýòî òåñíàÿ ìåðà äëÿ f ∈ L(G,R, µ, X;K), à îòîáðàæåíèå ψµ := ψ :
L(G,R, µ, X;K) 37→ (fµ) ÿâëÿåòñÿ K-ëèíåéíûì òîïîëîãè÷åñêèì âëîæåíèåì
ïðîñòðàíñòâà L(G,R, µ,X;K) â M(G,X).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî u ∈ S ìíîæåñòâà {x ∈ G : Nµ,u(x) > 0}
ÿâëÿåòñÿ σ-êîìïàêòíûì, òî åñòü ñ÷¼òíûì îáúåäèíåíèåì êîìïàêòíûõ ïîäìíî-
æåñòâ ïî òåîðåìå 9. Ïîýòîìó, åñëè A - ýòî îòêðûòî-çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî â
G, òî ChA ∈ L(G,R, µ, X;K), òàê êàê äëÿ ëþáûõ u ∈ S è ε > 0 ñóùåñòâó-
åò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn ∈ L(G,R, µ, X;K) ñ ‖ChA − fn‖µ,u ≤ 1/n è íîñè-
òåëÿìè supp(fn) ⊃ {x ∈ G : Nµ,u(x) ≥ 1/n}. Òàêèì îáðàçîì fµ îïðåäåëåíà
íà Rfµ ⊃ Bco(G), ñëåäîâàòåëüíî, fµ ∈ M(G,X). Î÷åâèäíî, âûïîëíÿåòñÿ ñâîé-
ñòâî ëèíåéíîñòè ψ(af + bg) = aψ(f) + bψ(g) = afµ + bgµ. Ñ äðóãîé ñòîðî-
íû, Nfµ,u(x) ≤ ‖f‖µ,uNµ,u(x), ñëåäîâàòåëüíî, ψ íåïðåðûâíà. Â ñèëó òåîðåìû 14
u(f(x))Nµ,u(x) = Nfµ,u(x) äëÿ ëþáûõ u ∈ S è x ∈ G, ñëåäîâàòåëüíî, ψ - ýòî òî-
ïîëîãè÷åñêîå âëîæåíèå. Åñëè X - ýòî áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, òîãäà ψ ÿâëÿåòñÿ
èçîìåòðè÷åñêèì âëîæåíèåì.

25. Îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü Y ∗ îáîçíà÷àåò òîïîëîãè÷åñêè äâîéñòâåííîå ïðî-
ñòðàíñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ K-ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà K-ëèíåéíîì ïðî-
ñòðàíñòâå Y , Matn(K) îáîçíà÷àåò àëãåáðó âñåõ êâàäðàòíûõ n×n ìàòðèö, n ∈ N,
BC(G,Y ) îáîçíà÷àåò ïðîñòðàíñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé èç
G â Y .

26. Òåîðåìà. Åñëè G - ýòî íóëüìåðíîå õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî è µ ∈
M(G,Matn(K)), òîãäà BC(G,Matn(K)) ⊂ L(G,R, µ, Matn(K); Matn(K)) è èí-
òåãðàë

λµ(f) :=
∫

G

f(x)µ(dx)

äàåò K-ëèíåéíîå èçîìåòðè÷åñêîå âëîæåíèå λ : M(G,Matn(K)) ↪→
BC(G,Matn(K))∗. Åñëè G êîìïàêòíî, òîãäà λ ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 14 ìû ïîëó÷èì âêëþ÷åíèå
BC(G,Matn(K)) ⊂ L(G,R, µ,Matn(K); Matn(K)). Áîëåå òîãî, îòîáðàæåíèå
λ îïðåäåëåíî è K-ëèíåéíî.
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Ïîñêîëüêó àëãåáðà êâàäðàòíûõ ìàòðèö Matn(K) ðàçìåðà n× n êîíå÷íîìåðíà
íàä ïîëåì K, òî îíà ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêè äâîéñòâåííûì K-ëèíåéíûì ïðî-
ñòðàíñòâîì èçîìîðôíûì ñ Matn(K). Îíà èìååò åñòåñòâåííóþ òîïîëîãèþ íîðìû
‖b‖ := max1≤i,j≤n |bi,j |. Åñëè µ ∈ M(G, Matn(K)), òî

‖µ‖ = sup
A∈Bco(G)

max
i,j

|µi,j(A)| = sup
A∈Bco(G)

|λµ(ChA)| ≤ ‖λµ‖,

ñëåäîâàòåëüíî, λ ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðè÷åñêèì âëîæåíèåì.
Åñëè q ∈ BC(G,Matn(K))∗, òî µ(A) èìååò ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû q(Ei,jChA) =:

µq
i,j(A) è ÿâëÿåòñÿ àääèòèâíîé ôóíêöèåé íà Bco(G) ñî çíà÷åíèÿìè â àëãåáðå

Matn(K), ãäå Ei,j - ýòî n×n ìàòðèöà ñ 1 íà (i, j)-ì ìåñòå è íóëÿìè íà äðóãèõ ìå-
ñòàõ. Äëÿ ëþáûõ A ∈ Bco(G) è b ∈ Matn(K) ìû èìååì b ChA ∈ BC(G,Matn(K)).
Ïîýòîìó, µq îïðåäåëåíà íà Bco(G). Åñëè A ⊂ Bco(G) - ýòî ñæèìàþùååñÿ ñåìåé-
ñòâî è G êîìïàêòíî, òî èç

⋂
A∈AA = ∅ âûòåêàåò, ÷òî ∅ ∈ A, òàê êàê âñÿêîå

A ∈ A çàìêíóòî â G. Ïîñêîëüêó q íåïðåðûâíà, òî äëÿ êîìïàêòíîãî G îòîáðàæå-
íèå µq ÿâëÿåòñÿ ìåðîé. Â ÷àñòíîñòè, BC(G, Matn(K)) èçîìîðôíî ïðîñòðàíñòâó
C(G, Matn(K)) âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé èç G â Matn(K).

27. Òåîðåìà. Ôóíêöèÿ f : G → g ÿâëÿåòñÿ µ-èíòåãðèðóåìîé äëÿ ëþáîé òåñ-
íîé ìåðû µ ∈ M(G,X) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f îãðàíè÷åíà è äëÿ ëþáîãî
êîìïàêòíîãî ïîäìíîæåñòâà V â G îãðàíè÷åíèå f |V ôóíêöèè f íà V íåïðåðûâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f ÿâëÿåòñÿ µ-èíòåãðèðóåìîé ôóíêöè-
åé äëÿ ëþáîé òåñíîé ìåðû µ ∈ M(G,X). Âîçüì¼ì ïðåäíîðìó u ∈ S íà X è
÷èñëî π ∈ K òàêîå, ÷òî 0 < |π| < 1. Åñëè ôóíêöèÿ f íåîãðàíè÷åíà, òî ñó-
ùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü bj ∈ G òàêàÿ, ÷òî bi 6= bj äëÿ ëþáîãî i 6= j è
limn→∞ u(πnf(bn)) = ∞. Ïîëîæèì µ :=

∑
n πnxnδbn , ãäå δb(A) := 1 ïðè b ∈ A,

δb(A) = 0 ïðè b /∈ A, xn ∈ X, u(xn) = 1. Ïîýòîìó, µ ∈ M(G,X) è Nµ,u(bn) = |π|n
äëÿ âñÿêîãî n ∈ N, ñëåäîâàòåëüíî, ‖f‖µ,u = ∞ è f /∈ L(G, Bco(G), µ, X; g). Â ñèëó
òåîðåìû 7.9 [18], åñëè V - ýòî êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî â G, òî ñóùåñòâóåò ìåðà
λ : Bco(G) → K òàêàÿ, ÷òî Nλ(x) = 1 äëÿ ëþáîãî x ∈ V è Nλ(x) = 0 äëÿ ëþáîãî
x ∈ G \ V . Âîçüì¼ì y ∈ X ñ u(y) = 1, òîãäà µ = yλ ÿâëÿåòñÿ X-çíà÷íîé ìåðîé íà
ìíîæåñòâå Nµ,u = ChV . Ïîýòîìó, áëàãîäàðÿ ëåììå 12 è òåîðåìå 14 îãðàíè÷åíèå
f |V íåïðåðûâíî.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åíà è å¼ îãðàíè÷åíèå íà âñÿêîå
êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî â G íåïðåðûâíî. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíóþ òåñíóþ ìåðó
µ ∈ M(G,X), òîãäà áëàãîäàðÿ ñëåäñòâèþ 13 îòîáðàæåíèå f ÿâëÿåòñÿ Bco(G)µ-
íåïðåðûâíûì. Åñëè z ∈ g, òî qz ∈ L(G,Bco(G), µ, X; g), ãäå qz(x) = z äëÿ âñÿêîãî
x ∈ G. Âîçüì¼ì ýëåìåíò z ∈ g òàêèì, ÷òî u(f(x)) ≤ u(z) äëÿ ëþáîãî x ∈ G,
ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ñëåäñòâèÿ 15 f ∈ L(G,Bco(G), µ, X; g).

28. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü G - ýòî íóëüìåðíîå õàóñäîðôîâî òîïîëîãè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî. Åñëè äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà U ⊂ G âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî, ÷òî U
îòêðûòî-çàìêíóòî â G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïåðåñå÷åíèå U ∩ V îòêðûòî-
çàìêíóòî â V äëÿ ëþáîãî êîìïàêòíîãî ïîäìíîæåñòâî V â G, òîãäà G íàçûâàåòñÿ
k0-ïðîñòðàíñòâîì.

29. Ñëåäñòâèå. Åñëè G - ýòî k0-ïðîñòðàíñòâî, òî

BC(G, g) =
⋂

µ∈M(G,X)

L(G,Bco(G), µ, X; g).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 3.3.21 [20] îòîáðàæåíèå f : G → Y èç k-
ïðîñòðàíñòâà G â òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Y íåïðåðûâíî òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî êîìïàêòíîãî ïîäìíîæåñòâà V â G îãðàíè÷åíèå f |V ôóíêöèè
f íà V íåïðåðûâíî. Ïîýòîìó, áëàãîäàðÿ òåîðåìå 25 ìû ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ýòî-
ãî ñëåäñòâèÿ.

30. Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèîíàë J ∈ BC(G, g)∗ èìååò êîìïàêòíûé
íîñèòåëü, åñëè ñóùåñòâóåò êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî V â G òàêîå, ÷òî J(f) = 0
äëÿ ëþáîãî f ∈ BC(G, g) ñ f(x) = 0 äëÿ âñÿêîãî x ∈ V .

Êîìïàêòèôèöèðóþùåé ôóíêöèåé (hood) íà G íàçîâ¼ì îòîáðàæåíèå h : G →
[0,∞) òàêîå, ÷òî ìíîæåñòâî {x ∈ G : h(x) ≥ ε} êîìïàêòíî äëÿ ëþáîãî ε > 0.

Ïîäìíîæåñòâî W ⊂ BC(G, g) íàçûâàåòñÿ ñòðîãî îòêðûòûì, åñëè äëÿ ëþáûõ
f ∈ W è ïðåäíîðìû u ∈ S â g ñóùåñòâóåò êîìïàêòèôèöèðóþùàÿ ôóíêöèÿ h òàêàÿ,
÷òî

W ⊃ {g ∈ BC(G, g) : sup
x∈G

u(f(x)− g(x))h(x) ≤ 1}.

Ñòðîãî îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà â BC(G, g) îáðàçóþò òîïîëîãèþ â BC(G, g) íà-
çûâàåìóþ ñòðîãîé òîïîëîãèåé.

31. Òåîðåìà. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ íà J ∈ BC(G,Matn(K))∗ ýêâèâàëåíòíû:
(1) ñóùåñòâóåò µ ∈ M(G, Matn(K)) òàêîå, ÷òî J = λµ (ñìîòðè òåîðåìó 24);
(2) äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî V â G òàêîå,

÷òî |J(f)| ≤ max{‖J‖ supx∈V ‖f(x)‖, ε‖f‖) äëÿ âñÿêîãî f ∈ BC(G,MatN (K));
(3) ôóíêöèîíàë J ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ýëåìåíòîâ èç BC(G,Matn(K))∗ èìåþ-

ùèõ êîìïàêòíûå íîñèòåëè;
(4) ôóíêöèîíàë J ñòðîãî íåïðåðûâåí.
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè W1 è W2 ÿâëÿþòñÿ ñòðîãî îòêðûòûìè, f ∈ W =

W1 ∩ W2, u ∈ S, òîãäà ñóùåñòâóþò êîìïàêòèôèöèðóþùèå ôóíêöèè hj òàêèå,
÷òî Wj ⊃ {g ∈ BC(G, g) : supx∈G u(f(x) − g(x))hj(x) ≤ 1} äëÿ j = 1, 2, òî-
ãäà W ⊃ {g ∈ BC(G, g) : u(f(x) − g(x))h(x) ≤ 1}, ãäå h(x) = max(h1(x), h2(x))
äëÿ ëþáîãî x ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòèôèöèðóþùåé ôóíêöèåé òàêîé, ÷òî ïîäìíîæå-
ñòâî {x ∈ G : h(x) ≥ ε} = {x ∈ G : h1(x) ≥ ε} ∪ {x ∈ G : h2(x) ≥ ε} êîìïàêòíî äëÿ
âñÿêîãî ε > 0 êàê îáúåäèíåíèå äâóõ êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ. Òàêèì îáðàçîì ñòðîãî
îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà îáðàçóþò áàçó òîïîëîãèè.

K-àëãåáðà Matn(K) íîðìèðîâàíà. Ïîñêîëüêó Matn(K) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî-
ìåðíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä K, òî åãî òîïîëîãè÷åñêè äâîéñòâåííîå K-ëèíåéíîå
ïðîñòðàíñòâî èçîìîðôíî ñ Matn(K). Äëÿ êîìïàêòíîãî ïîäìíîæåñòâà W â G
ïóñòü RW îáîçíà÷àåò îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ RW : BC(G,Matn(K)) →
C(W,Matn(K)). Â ñèëó òåîðåìû 5.24 [18] ñóùåñòâóåò K-ëèíåéíîå èçîìåòðè÷åñêîå
âëîæåíèå TW : C(W,Matn(K)) ↪→ PC(G,Matn(K)) òàêîå, ÷òî RW ◦ TW = I, òàê
êàê n ∈ N, ãäå PC(G, X) îáîçíà÷àåò çàìêíóòóþ K-ëèíåéíóþ îáîëî÷êó â BC(G,X)
ñåìåéñòâà {ChA : A ∈ Bco(G), A êîìïàêòíî}.

Åñëè J = λµ ñ µ ∈ M(G,Matn(K)), òîãäà Nµ - ýòî êîìïàêòèôèöèðóþùàÿ
ôóíêöèÿ è |J(f)| ≤ ‖f‖Nµ äëÿ âñÿêîãî f ∈ BC(G,Matn(K)), ñëåäîâàòåëüíî, ôóíê-
öèîíàë J ñòðîãî íåïðåðûâåí, òî åñòü (1) ⇒ (4).

Åñëè ôóíêöèîíàë J ñòðîãî íåïðåðûâåí, òî âîçüì¼ì π ∈ K ñ 0 < |π| < 1.
Ñóùåñòâóåò êîìïàêòèôèöèðóþùàÿ ôóíêöèÿ h, äëÿ êîòîðîé {f : ‖f‖h < 1} ⊂
{f : |J(f)| ≤ |π|}. Ïîýòîìó, |J(f)| ≤ ‖f‖h äëÿ ëþáîãî f . Ïðè ε > 0 ïîëîæèì
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W := {x ∈ G : h(x) ≥ ε}. Åñëè f ∈ BC(G, Matn(K)), òîãäà âîçüì¼ì g := TW RW f ,
ñëåäîâàòåëüíî, J(f) = J(f − g) + J(g) è |J(f − g)| ≤ supx∈G ‖f(x) − g(x)‖h(x) ≤
supx∈G\W ‖f(x) − g(x)‖ε ≤ ‖f‖ε è |J(g)| ≤ ‖J‖‖g‖ ≤ ‖J‖ supx∈W ‖f(x)‖, ñëåäîâà-
òåëüíî, (4) ⇒ (3).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (2) âûïîëíÿåòñÿ, òîãäà JW èìååò êîìïàêòíûé íîñèòåëü.
Ïîýòîìó, |J(f)−JW (f)| = |J(f−TW RW f)| ≤ ε‖f−TW RW f‖ < ε‖f‖, ñëåäîâàòåëüíî,
‖J − JW ‖ ≤ ε, çíà÷èò, (2) ⇒ (3).

Ïóñòü (3) âûïîëíåíî. Ìû èìååì, ÷òî àëãåáðà M(G,Matn(K)) ÿâëÿåòñÿ
ïîëíîé è λ - ýòî èçîìåòðèÿ, ñëåäîâàòåëüíî, îáëàñòü çíà÷åíèé λ çàìêíóòà â
BC(G,Matn(K))∗. Ïîýòîìó, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ðàññìîòðèì J ñ êîìïàêò-
íûì íîñèòåëåì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî W ⊂ G è J(f) äëÿ f òîæäåñòâåííî ðàâíîãî
íóëþ íà W . Ïîëîæèì µJ

i,j(A) := J(Ei,j ChA) äëÿ ëþáîãî A ∈ Bco(G) è âñåõ
i, j = 1, ..., n, ñëåäîâàòåëüíî, µ : Bco(G) → Matn(K) àääèòèâíà, ãäå Ei,j - ýòî
ìàòðèöà ñ åäèíè÷íûì ýëåìåíòîì 1 íà (i, j)-ì ìåñòå è íóëÿìè íà äðóãèõ ìåñòàõ,
µ(A) = µJ(A) - ýòî ìàòðèöà ñ ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè µJ

i,j(A). Òîãäà Nµ(x) = 0
äëÿ âñÿêîãî x ∈ G \ W è Nµ îãðàíè÷åíà íà G, ñëåäîâàòåëüíî, µ - ýòî ìåðà íà
Bco(G).

Íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî C(W,Matn(K)) èìååò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ
ñîñòîÿùèé èç ôóíêöèé Ei,jChA, ãäå i, j = 1, ..., n è A ∈ Bco(G). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
f ∈ BC(G,Matn(K)), òîãäà ñóùåñòâóþò ïîäìíîæåñòâà Ak ∈ Bco(G) è ìàòðèöû
bk ∈ Matn(K) òàêèå, ÷òî bk = akEi(k),j(k) è limk→∞ ak = 0, è f =

∑
k bkChAk

ðàâíîìåðíî íà W . Ïîýòîìó,

J(f) = J(
∑

k

bkChAk
) =

∑

k

akµi(k),j(k)(Ak)

=
∫

G

∑

k

akChAk
µi(k),j(k)(dx) =

∫

G

∑

k

bkµ(Ak) =
∫

G

f(x)µ(dx),

òàê êàê µ(A) =
∑n

i,j=1 Ei,jJ(Ei,j ChA), ñëåäîâàòåëüíî, (3) ⇒ (1).
32. Ñëåäñòâèå. Ïóñòü G è H - ýòî íóëüìåðíûå õàóñäîðôîâû ïðîñòðàíñòâà.

Ïóñòü òàêæå X - ýòî ïîëíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ àëãåáðà íàä ïîëåì K. Åñëè µ ∈
M(G,X) è ν ∈ M(H,X) - ýòî òåñíûå ìåðû, òîãäà µ× ν ÿâëÿåòñÿ òåñíîé ìåðîé
íà G×H, µ× ν ∈ M(G×H, X).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòîò âûòåêàåò èç òåîðåìû 31(2).
33. Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ñâåðòêè òåñíûõ ìåð. Ïðåäïîëîæèì ÷òî G - ýòî íóëü-

ìåðíàÿ õàóñäîðôîâà òîïîëîãè÷åñêàÿ ïîëóãðóïïà è X - ýòî òîïîëîãè÷åñêàÿ àëãåáðà
íàä ïîëåì K. Äëÿ òåñíûõ ìåð µ, ν ∈ M(G,X) è ôóíêöèè f ∈ BC(G, g) îïðåäåëèì
èíòåãðàë

Jf :=
∫

G

f(xy)(µ(dx)× ν(dy)).

Åñëè u ∈ S ÿâëÿåòñÿ ñîãëàñîâàííîé ïðåäíîðìîé íà X è g, òî
u(Jf) ≤ supx,y∈G u(f(xy))Nµ,u(x)Nν,u(y).

Äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε > 0 ìû èìååì, ÷òî ìíîæåñòâà Gµ,u,ε := {x ∈
G : Nµ,u(x) ≥ ε} è Gν,u,ε := {y ∈ G : Nν,u(y) ≥ ε} êîìïàêòíû, ñëåäîâàòåëüíî, èõ
ïðîèçâåäåíèå Gµ,u,εGν,u,ε êîìïàêòíî. Áîëåå òîãî, u(Jf) ≤ max{sup{u(f(z)) : z ∈
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Gµ,u,εGν,u,ε}‖µ‖u‖ν‖u; ‖f‖u‖µ‖uε; ‖f‖u‖ν‖uε}. Ïîýòîìó, ôóíêöèîíàë J èíäóöèðî-
âàí òåñíîé ìåðîé îáîçíà÷åííîé µ ∗ ν òàêîé, ÷òî

∫

G

f(x)[µ ∗ ν](dx) =
∫

G

f(xy)(µ(dx)× ν(dy))

äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ BC(G,X). Â ÷àñòíîñòè, äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè
f = ChA îòêðûòî-çàìêíóòîãî ïîäìíîæåñòâà A ∈ Bco(G) ìû ïîëó÷èì

(i) [µ ∗ ν](A) = (µ× ν)({(x, y) ∈ G×G, xy ∈ A}).

Òåñíàÿ ìåðà µ∗ν íàçûâàåòñÿ ñâåðòêîé µ è ν. Î÷åâèäíî, ÷òî (aµ+bζ)∗ν = (aµ∗ν)+
(bζ ∗ ν) è µ ∗ (aν + bζ) = (aµ ∗ ν) + (bµ ∗ ζ) äëÿ ëþáîãî a, b ∈ K è µ, ν, ζ ∈ M(G,X),
òàê êàê K - ýòî êîììóòàòèâíîå ïîëå. Ñëåäîâàòåëüíî, M(G,X) ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé
ñî ñëîæåíèåì (µ + ν)(A) = µ(A) + ν(A) äëÿ ëþáîãî A ∈ Bco(G) è óìíîæåíèåì
äàâàåìûì ñâåðòêîé ìåð.

Èç ôîðìóëû (i) âûòåêàåò, ÷òî Nµ∗ν,u(z) = supx,y∈G,xy=z Nµ,u(x)Nν,u(y) < ∞,
ñëåäîâàòåëüíî, M(G,X) - ýòî òîïîëîãè÷åñêàÿ àëãåáðà ñ ñåìåéñòâîì ïðåäíîðì
‖µ‖u := supx∈G Nµ,u(x), u ∈ S òàêèì, ÷òî ‖µ ∗ ν‖u ≤ ‖µ‖u‖ν‖u äëÿ ëþáîãî
µ, ν ∈ M(G,X).

34. Ëåììà. Îòîáðàæåíèå 39(SI) è óñëîâèÿ 35(M1 − M4) [8] èíäóöèðóþò
èçîìåòðèþ ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè L2(R(G), g) è L2(ξ, g).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ëèíåéíîå èçîìåòðè÷-
íîå îòîáðàæåíèå èç L0(R, g) íà L0(ξ, g). Ïóñòü f(x) =

∑
k akChAk

(x) è g(x) =∑
l blChAl

(x) - ýòî ïðîñòûå ôóíêöèè â L0(R, g), ãäå ak, bl ∈ g - ýëåìåíòû àëãåáðû
(ñìîòðè îïðåäåëåíèå 39). Òîãäà áëàãîäàðÿ óñëîâèÿì 35(M1 −M4) è 39(1 − 7) [8]
âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà:

(1) M [(
∫

G

[f(x)ξ(dx)), (
∫

G

g(x)ξ(dx))] =
∑

k

[ak, bk]µ(Ak)

=
∫

G

[f(x), g(x)]µ(dx),

òàê êàê g2 3 {a, b} 7→ [a, b] ∈ Lc(g) - ýòî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, µ(A) ∈ Lc(X)
äëÿ ëþáîãî A ∈ R.

Â ñèëó ëåììû 38 [8] ñóùåñòâóåò K-çíà÷íàÿ ìåðà Trµ. Ïîýòîìó,

(2) M((
∫

G

f(x)ξ(dx)), (
∫

G

g(x)ξ(dx))) =
∑

k

Tr(bT
k akµ)(Ak)

=
∫

G

Tr(gT (x)f(x)µ)(dx),

òàê êàê g2 3 {a, b} 7→ (a, b) ∈ K - ýòî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå èç g2 â ïîëå K,
ãäå (Trµ)(A) := Trµ(A) äëÿ ëþáîãî A ∈ R(G).

Åñëè F1 ∈ Lin(X) è F2 ∈ Lc(X), òîãäà F1F2 ∈ Lc(X). Ïîýòîìó âñÿêîìó ýëå-
ìåíòó b ∈ g ñîîòâåòñòâóåò K-ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð X 3 x 7→ bx ∈ X.
Åñòåñòâåííî, Lin(X) è Lc(X) ÿâëÿþòñÿ ëåâûìè g-ìîäóëÿìè, òàê êàê (bF ) ∈ Lin(X)
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äëÿ ëþáîãî F ∈ Lin(X) è (bF ) ∈ Lc(X) äëÿ âñÿêîãî F ∈ Lc(X) è êàæäîãî ýëå-
ìåíòà b ∈ g, ãäå (bF )(x) := b(Fx) äëÿ êàæäîãî x ∈ X. Ïîñêîëüêó µ(A) ∈ Lc(X) è
gT (x)f(x) ∈ g, òî gT (x)f(x)µ(A) ∈ Lc(X) äëÿ ëþáîãî x ∈ G è êàæäîãî A ∈ R(G)
è âñåõ ïðîñòûõ ôóíêöèé f, g ∈ L0(R, g).

Âîçüì¼ì â L0(R, g) ïðåäíîðìó

(3) ‖f‖2,µ = [sup
x∈G

NTrfT fµ(x)]

è â ïðîñòðàíñòâå L0(ξ, g) ïîëîæèì

(4) ‖ηf‖2,NP
:= [sup

x∈G
|(f(x)ξ(x), f(x)ξ(x))|NP (x)]1/2

äëÿ ëþáîãî ηf = η =
∫

G
f(x)ξ(dx). Ïðåäíîðìà (4) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé îòíîñè-

òåëüíî ñåìåéñòâà ïðåäíîðì 1(1).
Ïðåäíîðìà (3) íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî ñåìåéñòâà ïðåäíîðì:
(5) ‖f‖µ,u := supx∈G NfT fµ,u(x).
Ïîñêîëüêó M((aξ(A), bξ(A))) = Tr(bT aµ(A)) äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà A ∈

R(G), òî
NTrfT fµ(x) = inf

A∈R(G),x∈A
‖A‖TrfT fµ,

ãäå (fT fµ)(dx) = fT (x)f(x)µ(dx). Â òîæå âðåìÿ âûïîëíÿþòñÿ ôîðìóëû

M(aξ(B), bξ(B)) =
∫

Ω

(aξ(ω, B), bξ(ω, B))P (dω),

|M(aξ(B), bξ(B))| ≤ sup
ω∈Ω

|(aξ(ω, B), bξ(ω, B))|NP (ω)

äëÿ ëþáûõ a, b ∈ g.
Â ñèëó ëåììû 38 [8] TrgT fµ - ýòî ìåðà äëÿ ëþáûõ f, g ∈ L0(R, g), ñëåäîâà-

òåëüíî, âçÿòèå ñæèìàþùåãîñÿ ñåìåéñòâà S â R(G) òàêèì, ÷òî
⋂

A∈S A = {x} äàåò
ðàâåíñòâî

NTrgT fµ(x) = inf
A∈R(G),x∈A

[ sup
B∈R(G),B⊂Ak,k

sup
ω∈Ω,k

|(akξ(ω, B), bkξ(ω, B))|NP (ω)].

Òàêèì îáðàçîì,

NTrgT fµ(x) = inf
A∈R(G),x∈A

[ sup
B∈R(G),B⊂Ak,k

‖(akξ(∗, B), bkξ(∗, B))‖L2(P,K)]

è ‖Ak‖TrgT fµ = ‖(akξ(∗, Ak), bkξ(∗, Ak))‖L2(P )] äëÿ ëþáîãî k = 1, ..., m â ñèëó ëåì-
ìû 2 [8] è áëàãîäàðÿ âûáîðó ‖Ak‖TrbT

k akµ = |TrbT
k akµ(Ak)|, êîòîðûé äîñòàòî÷åí

äëÿ íàøåãî ðàññìîòðåíèÿ.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, M [aξ(A), bξ(A)] = bT aµ(A) ∈ Lc(X) äëÿ ëþáîãî A ∈ R(G).

Òîãäà
NbT aµ,u(x) = inf

A∈R(G),x∈A
[ sup
B∈R(G),B⊂A

u(bT aµ(B))]

≤ u(bT a)Nµ,u(x) < ∞,
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ãäå Nµ,u(x) := infA∈R(G),x∈A[supB∈R(G),B⊂A u(µ(B)). Ïîýòîìó, ‖f‖µ,u = ‖f‖2,P,u

äëÿ ëþáîé ïðîñòîé ôóíêöèè f ∈ L0(R, g) è âñÿêîé ñîãëàñîâàííîé ïðåäíîðìû u â
g, X è Lin(X).

Îòîáðàæåíèå ψ èç 39(SI) [8] òàêæå ÿâëÿåòñÿ K-ëèíåéíûì èç ïðîñòðàíñòâà
L0(ξ, g) â L0(R(G), g), òàê ÷òî ψ - ýòî èçîìåòðèÿ îòíîñèòåëüíî ñîãëàñîâàííîãî
ñåìåéñòâà ïðåäíîðì 1(1) è 34(5) áëàãîäàðÿ ôîðìóëå (1) è ëåììàì 2 [8], 3 è òåîðåìå
14.

Äâà ïðîñòðàíñòâà L2(P, g) è L2(µ, g) ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè â ñèëó èõ îïðåäåëåíèé,
ñëåäîâàòåëüíî, ψ èìååò K-ëèíåéíîå ïðîäîëæåíèå èç L2(R(G), g) â L2(ξ, g), êîòîðîå
ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé ìåæäó L2(R(G), g) è L2(ξ, g).

35. Îïðåäåëåíèå. Åñëè f ∈ L2(R(G), g), òî ìû ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ:

η = ψ(f) =
∫

G

f(x)ξ(dx).

Ñëó÷àéíûé âåêòîð η ìû íàçîâåì íåàðõèìåäîâûì ñòîõàñòè÷åñêèì èíòåãðàëîì
ôóíêöèè f ïî îðòîãîíàëüíîé ñòîõàñòè÷åñêîé ìåðå ξ.

36. Çàìå÷àíèå. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé âåêòîð âèäà:
η(t) =

∫
G

g(t, x)ξ(dx), ãäå ξ - ýòî îðòîãîíàëüíàÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìåðà íà èç-
ìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå (G,R(G)) ñî çíà÷åíèÿìè â X è ñòðóêòóðíîé ìåðîé µ ñî
çíà÷åíèÿìè â Lc(X) êàê âûøå, t ∈ T , g(t, x) ∈ L2(G,R(G), µ, g) êàê ôóíêöèÿ ïî
x ∈ G äëÿ ëþáîãî t ∈ T , ãäå T - ýòî ìíîæåñòâî.

Îïåðàòîð êîâàðèàöèé ñëó÷àéíîãî âåêòîðà η òàêîâ:
(1) B(t1, t2) = M{ηT (t1), η(t2)} =

∫
G
{gT (t1, x), g(t2, x)}µ(dx), áîëåå òîãî,

(2) M{η(t1), ηT (t2)} =
∫

G
{g(t1, x), gT (t2, x)}Trµ(dx)

â îáîçíà÷åíèÿõ §§31, 39 [8], ãäå X - ýòî ëåâûé g-ìîäóëü, â òî âðåìÿ êàê Lc(X) ñíàá-
æåíî åñòåñòâåííîé ñòðóêòóðîé ëåâîãî Lc(g)-ìîäóëÿ, {aT , b} ∈ Lin(g), {a, bT } ∈ g
äëÿ ëþáûõ a, b ∈ g. Îáîçíà÷èì ÷åðåç L2{g} çàìûêàíèå â L2(G,R(G), µ, g) äëÿ
K-ëèíåéíîé îáîëî÷êè ñåìåéñòâà ôóíêöèé {g(t, x) : t ∈ T}. Ïîýòîìó, L2{g} -
ýòî K-ëèíåéíîå çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî â L2(G,R(G), µ, g). Åñëè L2{g} =
L2(G,R(G), µ, g), òîãäà ñèñòåìà ôóíêöèé {g(t, x) : t ∈ T} íàçûâàåòñÿ ïîëíûé â
L2(G,R(G), µ, g).

Ïóñòü {η(t) : t ∈ T} - ýòî X-çíà÷íûé ñëó÷àéíûé âåêòîð. Îáîçíà÷èì ÷åðåç L0{η}
ñåìåéñòâî âñåõ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ âèäà

ζ =
l∑

k=1

akη(tk),

ãäå l ∈ N, tk ∈ T , ak ∈ g. Òîãäà L2{η} îáîçíà÷àåò çàìûêàíèå ïðîñòðàíñòâà L0{η}
â L2(Ω,R, P,X).

Ñåìåéñòâî ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ {ζβ : ζβ ∈ L2(Ω,R, P, X); β ∈ Λ} íàçûâàåòñÿ
ïîä÷èíåííûì ñëó÷àéíîé X-çíà÷íîé ôóíêöèè {η(t) : t ∈ T}, åñëè ζβ ∈ L2{η} äëÿ
ëþáîãî β ∈ Λ.

37. Ëåììà. Åñëè X - ýòî ëåâûé g-ìîäóëü, òîãäà Lin(X) ÿâëÿåòñÿ ëåâûì
Lin(g)-ìîäóëåì, à Lc(X) - ýòî ëåâûé Lin(g)-ìîäóëü è òàêæå ëåâûé Lc(g)-ìîäóëü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ X, y ∈ g, A ∈ Lin(g) è B ∈ Lin(X), òîãäà
Bx ∈ X, y(Bx) ∈ X è Ay ∈ g, ñëåäîâàòåëüíî, AyBx ∈ X, òàê êàê ëåâûé ìîäóëü
àññîöèàòèâåí. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ 1 ∈ g ýòî äàåò AB ∈ Lin(X). Ïîýòîìó, ñóùåñòâóåò
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óìíîæåíèå Lin(g) × Lin(X) 3 (A,B) 7→ AB ∈ Lin(X). Åñëè B ∈ Lc(X), òîãäà
AyB ∈ Lc(X), òàê êàê vB ∈ Lc(X) äëÿ ëþáîãî v ∈ g. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ y = 1,
ñëåäîâàòåëüíî, Lc(X) - ýòî ëåâûé Lin(g)-ìîäóëü è íåèçáåæíî òàêæå ëåâûé Lc(g)-
ìîäóëü, òàê êàê Lc(g) ⊂ Lin(g).

38. Òåîðåìà. Ïóñòü îïåðàòîð êîâàðèàöèè B(t1, t2) ñëó÷àéíîé X-çíà÷íîé
ôóíêöèè {η(t) : t ∈ T} äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå 35(1), ãäå X è g òàêèå æå,
êàê â §§30 è 39 [8], µ ÿâëÿåòñÿ Lc(X)-çíà÷íîé ìåðîé íà (G,R(G)), µT = µ,
g(t, x) ∈ L2(G,R(G), µ, Lc(X); g) äëÿ ëþáîãî t ∈ T , à ñåìåéñòâî {g(t, x) : t ∈ T ; }
ïîëíî â L2(G,R(G), µ, Lc(X); g). Òîãäà η(t) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

(1) η(t) =
∫

G

g(t, x)ξ(dx)

ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 äëÿ ëþáîãî t ∈ T , ãäå ξ ÿâëÿåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêîé îðòîãîíàëü-
íîé X-çíà÷íîé ìåðîé ïîä÷èíåííîé ñëó÷àéíîé ôóíêöèè η(t) è ñî ñòðóêòóðíîé
ôóíêöèåé µ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèè âèäà:

(2) f(x) =
l∑

k=1

bkg(tk, x),

ãäå tk ∈ T , bk ∈ g, l ∈ N.
Ìû íàïîìíèì, ÷òî ñåìåéñòâî Ψ âåêòîðîâ â òîïîëîãè÷åñêîì âåêòîðíîì ïðî-

ñòðàíñòâå H íàä ïîëåì K íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè åãî ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà
spanKΨ, ñîñòîÿùàÿ èç âñåâîçìîæíûõ êîíå÷íûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé âåêòîðîâ
èç Ψ íàä K, âñþäó ïëîòíà â ïðîñòðàíñòâå H. Ïîëîæèì

(3) ψ(f) = ζ =
l∑

k=1

bkη(tk).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç L0{g} ñåìåéñòâî âñåõ âåêòîðîâ âèäà (2). Â L0{g} ñóùåñòâóåò
K-áèëèíåéíûé ôóíêöèîíàë:

(4) (f1, f2) :=
∫

G

{f1(x), fT
2 (x)}Trµ(dx).

Â ñèëó ëåììû 34 îòîáðàæåíèå ζ = ψ(f) ÿâëÿåòñÿ K-ëèíåéíûì òîïîëîãè÷åñêèì
èçîìîðôèçìîì èç L0{g} íà L0{η}. Êîãäà, â ÷àñòíîñòè, X è g ÿâëÿþòñÿ íîðìèðî-
âàííûìè, òîãäà ψ - ýòî èçîìåòðèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ψ èìååò íåïðåðûâíîå ïðîäîë-
æåíèå äî K-ëèíåéíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî èçîìîðôèçìà èç L2{g} íà L2{η}.

Åñëè A ∈ R(G), òîãäà ChA ∈ L2(G,R(G), µ, g), òàê êàê 1 ∈ g. Íî âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî L2{g} = L2(G,R(G), µ, g) â ñèëó ïîëíîòû ñåìåéñòâà {g(t, x) : t ∈ T}.
Ïîýòîìó, ChA ∈ L2(G,R(G), µ, g). Ïîëîæèì ξ(A) := ψ(ChA), òîãäà ξ(A) - ýòî
îðòîãîíàëüíàÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìåðà ñî ñòðóêòóðíîé ôóíêöèåé µ â ñèëó ëåììû 37,
òàê êàê

(5) M{ξT (A), ξ(B)} =
∫

G

{ChT
A(x), ChB(x)}µ(dx) = µ(A ∩B)

äëÿ âñÿêèõ ïîäìíîæåñòâ A, B ∈ R(G).
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Ïóñòü òåïåðü
γ(t) :=

∫

G

g(t, x)ξ(dx). Ïîñêîëüêó

M{ηT (t), ξ(A)} =
∫

G

{gT (t, x), ChA(x)}µ(dx)

è M{ξT (A), η(t)} =
∫

G
{ChT

A(x), g(t, x)}µ(dx) è ψ ÿâëÿåòñÿ K-ëèíåéíûì òîïîëîãè-
÷åñêèì èçîìîðôèçìîì, òî

M{ηT (t), γ(t)} = M{γT (t), η(t)} =
∫

G

{gT (t, x), g(t, x)}µ(dx).

Ïîýòîìó, ìû ïîëó÷àåì
M{ChA(η(t)− γ(t))T , ChA(η(t)− γ(t))} =
M{ChAηT (t), ChAη(t)} −M{ChAηT , ChAγ(t)} −M{ChAγT (t), ChAη(t)}
+M{ChAγT (t), ChAγ(t)} = 0

äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà A ∈ R(G), ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìóëà 38(1) âûïîëíÿåòñÿ
ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 äëÿ ëþáîãî t ∈ T .

39. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü η(t) ÿâëÿåòñÿ g-çíà÷íûì ñòîõàñòè÷åñêèì ïðîöåññîì
èëè ñòîõàñòè÷åñêîé ôóíêöèåé òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ∈ N è
âñÿêèõ t1, ..., tn ∈ T ñ t, t+ t1, ..., t+ tn ∈ T âçàèìíîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ ñëó÷àéíûõ
âåêòîðîâ η(t + t1), ..., η(t + tn) íå çàâèñèò îò t, ãäå T - ýòî àääèòèâíàÿ ïîëóãðóïïà.
Òîãäà η(t) íàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíîé ñòîõàñòè÷åñêîé ôóíêöèåé, ãäå P : R → K -
ýòî âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî T - ýòî ðàâíîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî. g-çíà÷íàÿ ñòîõàñòè÷å-
ñêèì ôóíêöèÿ η(t) ∈ Lb(Ω,R, P,K; g), t ∈ T, 1 ≤ b < ∞, íàçûâàåòñÿ ñðåäíå-b-
íåïðåðûâíîé â t0 ∈ T, åñëè ñóùåñòâóåò limt→t0 η(t) = η(t0) â ñìûñëå ñõîäèìîñòè
â ïðîñòðàíñòâå Lb(Ω,R, P,K; g), êîãäà t ñòðåìèòñÿ ê t0 â T. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ
b = 2 ìû èìååì ñðåäíå-êâàäðàòè÷íóþ íåïðåðûâíîñòü è ñõîäèìîñòü ñîîòâåòñòâåí-
íî. Åñëè η(t) ÿâëÿåòñÿ ñðåäíå-b-íåïðåðûâíîé âî âñÿêîé òî÷êå â T, òî η(t) ÿâëÿåòñÿ
ñðåäíå-b-íåïðåðûâíîé íà T.

40. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî àëãåáðà g íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë
Cp èìååò ðàâíîìåðíîñòü τ , îòíîñèòåëüíî êîòîðîé îíà ïîëíà. Ïóñòü g èìååò Qp-
ëèíåéíîå âëîæåíèå â c0(γ,Qp) äëÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà γ òàêîãî, ÷òî ðàâíîìåð-
íîñòü íîðìû nu â g íàñëåäóåìîé èç áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà c0(γ,Qp) ñî ñòàíäàðò-
íîé íîðìîé ‖ ∗ ‖ íå ñèëüíåå, ÷åì τ , òî åñòü nu ⊂ τ , Áîëåå òîãî, g âñþäó ïëîòíî â
(c0(γ,Qp), ‖ ∗ ‖).

41. Òåîðåìà. Ïóñòü η(t) - ýòî ñòàöèîíàðíûé ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêè íåïðå-
ðûâíûé ñòîõàñòè÷åñêèì ïðîöåññ ñî çíà÷åíèÿìè â àëãåáðå g, t ∈ T = Cr, ãäå
r è p âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà, Mη(t) = 0, òîãäà ñóùåñòâóåò îðòîãîíàëüíàÿ
g-çíà÷íàÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìåðà ξ(A) íà àëãåáðå îòêðûòî-çàìêíóòûõ ïîäìíî-
æåñòâ Bco(Cr) ïîä÷èíåííàÿ η(t) òàêàÿ, ÷òî

(1) η(t) =
∫

Cr

g(t, x)ξ(dx),

ãäå g(t, x) - ýòî Cp-çíà÷íûé õàðàêòåð èç àääèòèâíîé ãðóïïû (Cr,+) â ìóëüòè-
ïëèêàòèâíóþ ãðóïïó (Cp,×). Ìåæäó L2{η} è L2{µ} ñóùåñòâóåò K-ëèíåéíûé
òîïîëîãè÷åñêèé èçîìîðôèçì ψ òàêîé, ÷òî
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(2) ψ(η(t)) = g(t, ∗), ψ(ξ(A)) = ChA, åñëè
(3) ζj = ψ(fj), òî

ζj =
∫

Cr

fj(x)ξ(dx) è

M{ζT
1 , ζ2} =

∫

Cr

{f1(x)T , f2(x)}µ(dx).

42. Îïðåäåëåíèå.Ôîðìóëà 41(1) íàçûâàåòñÿ ñïåêòðàëüíûì ðàçëîæåíèåì ñòà-
öèîíàðíîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîöåññà t 7→ η(t), t ∈ T. Ìåðà ξ(A) íàçûâàåòñÿ ñòî-
õàñòè÷åñêîé ñïåêòðàëüíîé ìåðîé ñòàöèîíàðíîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîöåññà η(t).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 41.Ïîñêîëüêó η(t) - ýòî ñòàöèîíàðíûé ñòîõàñòè÷å-
ñêèé ïðîöåññ, òîãäà äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f : gn → K ñðåäíåå çíà÷åíèå
Mf(η(t + t1), ..., η(t + tn)) íå çàâèñèò îò t, ãäå n ∈ N - íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ñîãëàñ-
íî óñëîâèÿì äàííîé òåîðåìû η(t) ∈ L2(Ω,R, P,Cp; g), ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóþò
ñðåäíèå çíà÷åíèÿ (ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ) Mη(t) = m è

(4) M{[ξ(t)−m]T , [ξ(q)−m]} = B(t−q) ∈ Lc(g) äëÿ ëþáûõ t, q ∈ Cr, ãäå m = 0.
Î÷åâèäíî, ÷òî BT (t− q) = B(q − t) äëÿ ëþáûõ t, q ∈ Cr.

Ðàññìîòðèì òåïåðü Cp-çíà÷íûé õàðàêòåð äëÿ (Cr, +) êàê àääèòèâíîé ãðóïïû,
ãäå r = p′, p 6= p′ - ýòî ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà. Äëÿ p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë

x =
∞∑

k=N

xkpk,

ãäå x ∈ Qp, xk ∈ {0, 1, ..., p− 1}, N ∈ Z, N = N(x), xN 6= 0, xj = 0 äëÿ ëþáîãî
j < N , ìû ïîëîæèì êàê îáû÷íî â êà÷åñòâå ïîðÿäêà ordp(x) = N ÷èñëà x, òàêèì
îáðàçîì, íîðìà òàêîâà: |x|Qp = p−N . Îïðåäåëèì ôóíêöèþ

[x]Qp :=
−1∑

k=N

xkpk

ïðè N < 0, [x]Qp = 0 ïðè N ≥ 0 íà ïîëå p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë Qp. Ïîýòîìó, ôóíêöèÿ
[x]Qp íà Qp ðàññìàòðèâàåòñÿ ñî çíà÷åíèÿìè â îòðåçêå [0, 1] ⊂ R.

Ðàññìîòðèì ïîëå Cr êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì Qr. Ñóùåñòâóåò
ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ íåàðõèìåäîâà íîðìà | ∗ |Cr = | ∗ | â Cr, êîòîðàÿ äàåò ðàâíî-
ìåðíîñòü â ýòîì ïîëå. Âîçüì¼ì ýêâèâàëåíòíóþ ðàâíîìåðíîñòü äàâàåìóþ íîðìîé
| ∗ |r, òàê ÷òî |x|r ∈ {rl : l ∈ Z} ∪ {0} äëÿ ëþáîãî x ∈ Cr. Åñëè x 6= 0, òî ïîëîæèì
|x|r := min{rl : |x|Cr ≤ rl, l ∈ Z}, |0|r = 0, ñëåäîâàòåëüíî,

(i) |x|r/r ≤ |x|Cr ≤ |x|r äëÿ ëþáîãî x ∈ Cr. Òàêèì îáðàçîì, Cr - ýòî òîïîëîãè-
÷åñêîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä Qr îòíîñèòåëüíî |x|r. Ïîñêîëüêó Cr ÿâëÿåòñÿ
ðàñøèðåíèåì ïîëÿ Qr, òîãäà îãðàíè÷åíèå íîðìû | ∗ |r íà Qr ÿâëÿåòñÿ r-àäè÷åñêîé
íîðìîé. Íà âñ¼ì ïîëå Cr ýòà íîðìà | ∗ |r â îáùåì íå îáÿçàíà áûòü ìóëüòèïëèêà-
òèâíîé. Ïðîâåðèì, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ íåàðõèìåäîâîé íîðìîé. Ñíà÷àëà ìû îòìåòèì,
÷òî |x|r ≥ 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ Cr, ïðè÷¼ì |x|r = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = 0
â ñèëó (i). Åñëè x, y ∈ Cr, x 6= 0, y 6= 0, òî |x| = ra, |y| = rb, |x + y| = rc ñ
a, b, c ∈ R, c ≤ max(a, b), ãäå r ≥ 2 - ýòî ïðîñòîå ÷èñëî. Òîãäà |x|r = rA, |y|r = rB ,
|x + y|r = rC , ãäå a ≤ A, b ≤ B, c ≤ C, A,B, C ∈ Z - ýòî íàèìåíüøèå öåëûå ÷èñëà,
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óäîâëåòâîðÿþùèå ýòèì íåðàâåíñòâàì. Ïîýòîìó, C ≤ max(A,B), ñëåäîâàòåëüíî,
|x + y|r ≤ max(|x|r, |y|r) äëÿ ëþáîãî x, y ∈ Cr.

Â ñèëó òåîðåì 5.13 è 5.16 [18] Qr-ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî (Cr, | ∗ |r) èçîìîðôíî
áàíàõîâó ïðîñòðàíñòâó c0(α,Qr), ãäå α - ýòî ìíîæåñòâî, êîòîðîå óäîáíî ñ÷èòàòü
îðäèíàëîì â ñèëó òåîðåìû Öåðìåëî [20].

Ïîëîæèì
(x, y) := (x, y)Qr :=

∑

j∈α

xjyj

äëÿ ëþáûõ x, y ∈ Cr, x = (xj : j ∈ α, xj ∈ Qr). Ýòîò ðÿä (x, y) ñõîäèòñÿ â Qr, òàê
êàê äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìíîæåñòâî {j : |xj |r ≥ ε} êîíå÷íî.

Åñëè X - ýòî ïîëíîå ëîêàëüíî Cr-âûïóêëîå ïðîñòðàíñòâî, òîãäà îíî ïðåäñòà-
âèìî â âèäå ïðîåêòèâíîãî ïðåäåëà áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ Vu := X/Yu íàä ïîëåì
Cr, ãäå Yu := {x ∈ X : u(x) = 0}, u - ýòî ïðåäíîðìà íà X, u ∈ S [17]. Êàæäîå
Vu ìîæíî ñíàáäèòü ñòðóêòóðîé áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì Qr. Ïîýòîìó, X
ìîæíî ñíàáäèòü ñòðóêòóðîé Xr ïîëíîãî ëîêàëüíî Qr-âûïóêëîãî ïðîñòðàíñòâà ñ
òîïîëîãèåé τr.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé òàêîãî X, êîãäà Xr âëîæåíî â c0(β,Qr) äëÿ íåêîòîðîãî
β ≥ α è òîïîëîãèÿ nr íîðìû | ∗ |r â Xr íàñëåäóåìàÿ èç c0(β,Qr) òàêîâà, ÷òî
τr ⊃ nr. Òîãäà âñÿêèé Qr-ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà (c0(β,Cr), | ∗ |r)
òàêæå íåïðåðûâåí íà (Xr, τr).

Îïðåäåëèì òàêæå õàðàêòåð ñî çíà÷åíèÿìè â Cp äëÿ (X, +) êàê àääèòèâíîé
ãðóïïû, r 6= p. Ïîëîæèì

χr,p;s(x) = ε[(s,z)Qr ]Qr/z,

ãäå ε = 1z - ýòî êîðåíü èç åäèíèöû â Cp, z = rordr [(s,z)Qr ]Qr , s, z ∈ Xr èëè ìû
ìîæåì ðàññìîòðåòü s, z òàêæå êàê ýëåìåíòû â X (ñìîòðè âûøå).

Äëÿ òåñíîé ìåðû µ : R(X) → Lc(g) èëè µ : R(X) → Cp õàðàêòåðèñòè÷åñêèé
ôóíêöèîíàë µ̂ äàåòñÿ ôîðìóëîé:

µ̂(s) :=
∫

X

χr,p;s(z)µ(dz),

ãäå s ∈ Xr, ïðîñòðàíñòâî X çàäàåòñÿ íàä ïîëåì Cr.
Â îáùåì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ôóíêöèîíàë ìåðû µ : R(G) → Lc(g) èëè µ :

R(G) → Cp îïðåäåëåí íà ïðîñòðàíñòâå C0(G,Cr) íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé f : G →
Cr

µ̂(f) :=
∫

G

χr,p;1(f(z))µ(dz),

ãäå 1 ∈ Cr, G - ýòî âïîëíå íåñâÿçíîå òîïîëîãè÷åñêîå õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî ñ
ïîêðûâàþùèì êîëüöîì R(G).

Â ñèëó òåîðåì 2.21 è 2.30 [15], è òåîðåìû 22 è ôîðìóëû (4) âûøå ñóùåñòâóåò
Lc(g)-çíà÷íàÿ ìåðà µ íà àëãåáðå Bco(Cr) îòêðûòî-çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ òàêàÿ,
÷òî

B(t) =
∫

Cr

χr,p;1(ty)µ(dy).

Ôóíêöèè g(t, y) := χr,p;1(ty) ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè è ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííû-
ìè. Ïîñêîëüêó |g(t, y)|Cp = 1 äëÿ ëþáûõ t, y ∈ Cr, òî g(t, y) ∈ L2{µ}.
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Â ñèëó òåîðåìà Êàïëàíñêîãî A.4 [19] è òåîðåìû 14 âûøå ñåìåéñòâî ôóíêöèé
{g(t, y) : t, y ∈ Cr} ïîëíî â L2(g, Bco(g), µ, Lc(g);Cp). Òàêèì îáðàçîì, óòâåðæäå-
íèÿ 41(1− 3) âûòåêàþò èç òåîðåìû 38.

Çàêëþ÷åíèå

Âûâåäåííûå âûøå ôîðìóëû äëÿ ñïåêòðàëüíûõ ðàçëîæåíèé ñòîõàñòè÷åñêèõ
ïðîöåññîâ ñî çíà÷åíèÿìè â àëãåáðàõ è ïîëÿõ ñ íåàðõèìåäîâûìè íîðìèðîâàíèÿìè
ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ñòîõàñòè÷å-
ñêèõ ïðîöåññîâ è ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé êàê âåêòîðíî-çíà÷íûõ, òàê è ñêàëÿðíûõ.
Ñòîõàñòè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ âîçíèêàþò â íåàðõèìåäîâîé êâàí-
òîâîé ìåõàíèêå è êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ, ìàòåìàòè÷åñêîé áèîëîãèè è ïñèõîëîãèè.
Îíè ìîãóò áûòü òàêæå ïîëåçíû â ýêîíîìè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ, êîãäà ïîÿâëÿþòñÿ
ðàñõîäÿùèåñÿ èíòåãðàëû íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, íî íàä ïîëÿìè ñ íåàðõè-
ìåäîâûìè íîðìèðîâàíèÿìè èõ àíàëîãè ñõîäÿòñÿ.
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