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Ðàññìîòðåíà ãðàâèòàöèîííàÿ ìîäåëü Ðýíäàëë�Ñóíäðóìà ñ îäíèì äî-
ïîëíèòåëüíûì ïðîñòðàíñòâåííûì èçìåðåíèåì. Ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ýâî-
ëþöèè, ÿâëÿþùèåñÿ àíàëîãîì êîñìîëîãè÷åñêèõ ðåøåíèé Ôðèäìàíà,
íàéäåíû â 5-ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè, êîòîðîå âêëþ÷åò 3 � 1- ìåðíîå ôè-
çè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ è âíåøíåå ïðîñòðàíñòâî.

We consider the Randall�Sundrum model of gravity with one extra
spatial dimension. We obtain solutions of evolutionary equations similar
to cosmological Friedmann solutions. These solutions describe the 5-
dimensional manifold including the 4D physical spacetime and the exterior
bulk space.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìîäåëü Ðýíäàëë�Ñóíäðóìà, áðàíà, âíåøíåå ïðî-
ñòðàíñòâî.
Keywords: Randall�Sundrum model, brane, bulk space.

1. Ââåäåíèå

Ãèïîòåçà Êàëóöû�Êëåéíà î ñóùåñòâîâàíèè äîïîëíèòåëüíûõ èçìåðåíèé ïðî-
ñòðàíñòâà îáñóæäàåòñÿ â òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå óæå òðè ÷åòâåðòè âåêà. Îä-
íî èç íàïðàâëåíèé ðàçâèòèÿ ýòîé ãèïîòåçû � ðàçðàáîòêà ìîäåëåé, â êîòîðûõ
ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîå ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ïðî-
ñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî íà êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå, õàðàêòåðíûé ðàçìåð êîòî-
ðîãî ìàë [1]. Ïðèìåðîì, ïîÿñíÿþùèì ýòó ìîäåëü êîìïàêòèôèêàöèè äîïîëíèòåëü-
íûõ èçìåðåíèé, ñëóæèò äâóìåðíûé öèëèíäð C � R � S1

a; â ñëó÷àå, åñëè ðàäèóñ a
ìàë (â ñîâðåìåííûõ ìîäåëÿõ õàðàêòåðíûé ðàçìåð a � 10�33 ñì), òî òàêîé öèëèíäð
ìîæíî âîñïðèíèìàòü êàê îäíîìåðíóþ ëèíèþ.

Äðóãîå íàïðàâëåíèå ïðåäñòàâëÿþò ïîïóëÿðíûå â ïîñëåäíèå ãîäû ìîäåëè, êî-
òîðûå îñíîâàíû íà ãèïîòåçå, ÷òî íàø ìèð ÿâëÿåòñÿ áðàíîé � ãèïåðïîâåðõíîñòüþ
ñ òðåìÿ ïðîñòðàíñòâåííûìè èçìåðåíèÿìè è îäíèì âðåìåííûì, âëîæåííîé â íåêî-
òîðîå ìíîãîìåðíîå ìíîãîîáðàçèå. Èíîãäà òåðìèí �áðàíà� (ïðîèñõîäÿùèé îò �ìåì-
áðàíà�) èëè p-áðàíà èñïîëüçóåòñÿ òàêæå äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé ÷àñòè
óïîìÿíóòîé ãèïåðïîâåðõíîñòè � p-ìåðíîãî ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà ðàñïîëîæåííîãî
(äâèæóùåãîñÿ) â ïñåâäîðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå áîëüøåé ðàçìåðíîñòè. Ïðè ýòîì
ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ 0-áðàíîé, ñòðóíà � 1-áðàíîé, ìåìáðàíà � 2-áðàíîé.
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Â ýòèõ ìîäåëÿõ ïðåäïîëàãàþò, ÷òî ìû, æèâÿ íà áðàíå, íå âèäèì äîïîëíèòåëü-
íûõ èçìåðåíèé ïî êàêîé-ëèáî ïðè÷èíå. ×èñëî äîïîëíèòåëüíûõ èçìåðåíèé, èõ õà-
ðàêòåðíûé ðàçìåð, à òàêæå íàëè÷èå è ÷èñëî ìàòåðèàëüíûõ ïîëåé â ðàçëè÷íûõ
ìîäåëÿõ ìîãóò çàìåòíî îòëè÷àòüñÿ (ñì. îáçîðû [2, 3]). Âìåñòå ñ òåì, êàê ïðàâèëî,
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàçìåð äîïîëíèòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà äîñòàòî÷íî âåëèê, è
äîïîëíèòåëüíûå èçìåðåíèÿ ìîãóò, â ïðèíöèïå, áûòü îáíàðóæåíû â ïëàíèðóåìûõ
â íåäàëåêîì áóäóùåì ýêñïåðèìåíòàõ è (èëè) àñòðîíîìè÷åñêèõ íàáëþäåíèÿõ.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíà ìîäåëü ñ áðàíîé â 5-ìåðíîì âíåøíåì ïðîñòðàí-
ñòâå, ïðåäëîæåííóþ â 1999 ãîäó Ëàéçîé Ðýíäàëë è Ðàìàíîì Ñóíäðóìîì [4, 5].

2. Ìîäåëè Ðýíäàëë�Ñóíäðóìà

Ðýíäàëë è Ñóíäðóì â ðàáîòàõ [4] è [5] ïðåäëîæèëè äâå ðàçëè÷íûå ìîäåëè ñ ãðà-
âèòèðóþùèìè 3-áðàíàìè â ïÿòèìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè. Â ñöåíàðèè, ïðåä-
ëîæåííîì â ðàáîòå [4] è íàçûâàåìîì ìîäåëüþ Ðýíäàëë�Ñóíäðóìà I, ðàññìîòðåíà
ñèñòåìà èç äâóõ áðàí â ïðîñòðàíñòâå ñ êîìïàêòíîé (öèêëè÷åñêîé) ïÿòîé êîîðäè-
íàòîé φ > ��π,π�. Áðàíà ñ ïîëîæåíèåì ïðè φ � π ñ (ïîñòîÿííîé) ïîëîæèòåëüíîé
íàïðÿæåííîñòüþ îáðàçóåò íàáëþäàåìûé ìèð, äðóãàÿ áðàíà ïðè φ � 0 ñ îòðèöà-
òåëüíîé íàïðÿæåííîñòüþ ïðåäñòàâëÿåò ñêðûòûé (íåâèäèìûé) ìèð.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìîäåëü Ðýíäàëë�Ñóíäðóìà II (RSII), ïðåäëîæåííóþ
â ðàáîòå [5], êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó èç îäíîé áðàíû â ïÿòèìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ñ íåêîìïàêòíîé äîïîëíèòåëüíîé êîîðäèíàòîé y > R. Ïÿòè-
ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ïðè y x 0 ìû íàçûâàåì íèæå âíåøíèì ïðîñòðàíñòâîì.

Äåéñòâèå äàííîé ìîäåëè ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû äåéñòâèÿ Ýéíøòåéíà�
Ãèëüáåðòà äëÿ âíåøíåãî ïðîñòðàíñòâà è äåéñòâèÿ áðàíû:

S � �S d5x �º�g � R

2κ2
�Λ5� � σ � δ�y�»�g�4�� (1)

ãäå Λ5 � êîñìîëîãè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ, κ � ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ â 5-ìåðíîì
âíåøíåì ïðîñòðàíñòâå, σ � íàïðÿæåííîñòü áðàíû, y � êîîðäèíàòà 5-îãî èçìåðå-
íèÿ, δ�y� � äåëüòà-ôóíêöèÿ, g, g�4� � îïðåäåëèòåëè ìåòðèê, îòíîñÿùèõñÿ ê 5-
ìåðíîìó âíåøíåìó ïðîñòðàíñòâó è áðàíå ñîîòâåòñòâåííî, R � ñêàëÿðíàÿ êðèâèç-
íà. Áðàíà îïðåäåëåíà ïðè y � 0.

Íåêîìïàêòíîñòü (y > R) ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííîé îñîáåííîñòüþ ýòîé ìîäåëè, íå
ïðèâîäÿùåé ïðè ýòîì ê íàðóøåíèþ ñòàíäàðòíîãî çàêîíà òÿãîòåíèÿ Íüþòîíà íà
áðàíå ïðè y � 0. Òî÷íåå ãîâîðÿ, ïîïðàâêè ê çàêîíó Íüþòîíà íà áðàíå, íàéäåííûå â
ðàáîòå [5], ñòàíîâÿòñÿ ñóùåñòâåííûìè òîëüêî íà ðàññòîÿíèÿõ, ìåíüøèõ âåëè÷èíû

` �
¾

� 6
κ2Λ5

, (2)

îïðåäåëÿåìîé îòðèöàòåëüíîé êîñìîëîãè÷åñêàÿ ïîñòîÿííîé è ãðàâèòàöèîííîé ïî-
ñòîÿííîé âî âíåøíåì ïðîñòðàíñòâå.

Âàðèàöèÿ äåéñòâèÿ (1) èìååò âèä

δS � � 1
2κ2 S �Gµν � κ2Λ5gµν� δgµνº�g d5x � σ

2 S g�4�
µν δgµν�4�»�g�4�d4x.
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Çäåñü êîìïîíåíòû ìåòðèêè gµν , òåíçîðîâ Ýéíøòåéíà è Ðè÷÷è

Gµν � Rµν �
R

2
gµν , Rµν � ∂λΓλ

µν � ∂νΓλ
µλ � Γλ

ρλΓρ
µν � Γλ

ρµΓρ
λν ,

ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà R � gµνRµν , îòíîñÿòñÿ ê 5 - ìåðíîìó âíåøíåìó ïðîñòðàíñòâó
(èíäåêñû µ, ν ïðîáåãàþò çíà÷åíèÿ îò 0 äî 4). Èíäåêñ “�4�” îòìå÷àåò êîìïîíåí-
òû ìåòðèêè íà áðàíå (â ýòîì ñëó÷àå µ, ν ïðîáåãàþò çíà÷åíèÿ 0,1,2,3). Ïðè y � 0
âåëè÷èíû gµν íåïðåðûâíî ïåðåõîäÿò â g

�4�
µν .

Ïðèðàâíèâàÿ ê íóëþ âàðèàöèþ äåéñòâèÿ (1) ïðè ïðîèçâîëüíûõ âàðèàöèÿõ ìåò-
ðèêè δgµν , ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�Ëàãðàíæà ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ äëÿ äåé-
ñòâèÿ (1). Îíè èìåþò âèä:

Gµν � κ2�Λ5 � σδ�y��gµν , µ, ν B 3, (3)
Gµ4 � κ2Λ5gµ4, µ � 0, . . . ,4. (4)

Çàìåòèì, ÷òî ýòà ìîäåëü äîïóñêàåò ðåøåíèå, îáîáùàþùåå ðåøåíèå Øâàðö-
øèëüäà. Ïîëàãàÿ, ÷òî òî÷å÷íàÿ ìàññà ðàçìåùåíà íà áðàíå (ïðè y � 0), ðàññìîòðèì
ìåòðèêó ñî ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèåé íà áðàíå â ñëåäóþùåì âèäå:

ds2 � e�2P �y��eα�r�dt2 � eβ�r�dr2 � r2�dθ2 � cos2 θ dϕ2�� � dy2.

Âû÷èñëèâ ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ, êîìïîíåíòû òåíçîðà Ðè÷÷è, ñêàëÿðíóþ êðè-
âèçíó äëÿ ýòîé ìåòðèêè è ïîäñòàâèâ ýòè âåëè÷èíû â óðàâíåíèÿ ìîäåëè (3), (4),
ïîëó÷èì ñèñòåìó èç 4 íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé

α��r� � β��r� � 0,

e2P�β�β�~r � r�2� � e2P ~r2 � 3P ���y� � 6P �2 � κ2�Λ5 � σδ�y��,
1
4
e2P�β� � 2α�� � α�2 � α�β� � 2�β� � α��~r� � 3P ���y� � 6P �2 � κ2�Λ5 � σδ�y��,
1
4
e2P�β� � 2α�� � α�2 � α�β� � 4�β� � α��~r � 4r�2� � e2P ~r2 � 6P �2 � κ2Λ5.

Âûäåëÿÿ ñëàãàåìûå, çàâèñÿùèå è íå çàâèñÿùèå îò r, íàõîäèì, ÷òî ôóíêöèÿ P �y�
äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ñèñòåìå óðàâíåíèé

3P ���y� � κ2σδ�y�, �6P �2 � κ2Λ5. (5)

Ýòî âîçìîæíî òîëüêî ïðè Λ5 @ 0 � ðàññìàòðèâàåìàÿ ìîäåëü (1) äîëæíà áûòü
ìîäåëüþ àíòè-äå Ñèòòåðà [2] � [5].

Ðåøåíèå óðàâíåíèé (5) èìååò âèä

P �y� � ¾
�κ2Λ5

6
SyS � SyS

`
, ` �

¾
� 6

κ2Λ5
� 6

κ2σ
,

ãäå ` � âåëè÷èíà (2), ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

Λ5 � �κ2σ2

6
, (6)
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æåñòêî ñâÿçûâàþùåãî îòðèöàòåëüíóþ êîíñòàíòó Λ5 äëÿ âíåøíåãî ïðîñòðàíñòâà è
íàòÿæåíèå σ áðàíû.

Ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî óñëîâèÿ ðåøåíèå ñèñòåìû (3), (4), øâàðöøèëüäîâñêîãî
òèïà èìååò âèä

ds2 � e�2SyS~`��1 � rg

r
�dt2 � �1 � rg

r
��1

dr2 � r2�dθ2 � cos2 θ dϕ2�	 � dy2. (7)

Íà áðàíå (y � 0) îíî ïðîÿâëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå Øâàðöøèëüäà ñ íüþòîíîâñêîé
àñèìïòîòèêîé ïîòåíöèàëà òî÷å÷íîé ìàññû V �r� � 1~r. Çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèå (7)
äîïóñêàåò øèðîêèé êëàññ îáîáùåíèé � ïðè çàìåíå âûðàæåíèÿ â êâàäðàòíûõ ñêîá-
êàõ â (7) íà ëþáóþ 3�1 -ìåðíóþ ðè÷÷è-ïëîñêóþ ìåòðèêó è âûïîëíåíèè ðàâåíñòâà
(6) ìû ïîëó÷èì ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (3), (4) äàííîé ìîäåëè [6].

3. Ðåøåíèÿ êîñìîëîãè÷åñêîãî õàðàêòåðà

Èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåííûå â ðàáîòàõ [2], [7] � [9] ìåòîäû, áóäåì èñêàòü ðåøåíèÿ
óðàâíåíèé (3), (4), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ àíàëîãîì êîñìîëîãè÷åñêèõ ðåøåíèé Ôðèä-
ìàíà â îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè (ÎÒÎ). Ïîòðåáóåì, ÷òîáû ïðîñòðàíñòâåí-
íàÿ ÷àñòü ìíîãîîáðàçèÿ, îòíîñÿùàÿñÿ ê áðàíå (ñå÷åíèå t � const, y � 0), ÿâëÿëàñü
îäíîðîäíûì è èçîòðîïíûì òðåõìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì. Âîçìîæíû 3 âàðèàíòà,
õàðàêòåðèçóåìûå çíàêîì K ñêàëÿðíîé êðèâèçíû òàêîãî ìíîãîîáðàçèÿ: 1) òðåõ-
ìåðíàÿ ñôåðà S3

a �K � 1�, 2) ïñåâäîñôåðà P 3
a �K � �1�, 3) åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî

R3 �K � 0�. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ìàñøòàáíûé ôàêòîð a çàâèñèò îò t è y (çíà÷åíèå
y x 0 îòíîñèòñÿ ê âíåøíåìó ïðîñòðàíñòâó), ïðè÷åì çàâèñèìîñòü îò y, êàê âåëè÷èíû
a�t, y� òàê è äîïîëíèòåëüíîãî ìíîæèòåëÿ b�t, y� ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé ôóíêöèåé.

Ñ ó÷åòîì ñêàçàííîãî ðàññìîòðèì ìåòðèêó äëÿ ìîäåëè RSII â ñëåäóþùåì âèäå,
îáîáùàþùåì âûðàæåíèå â ðàáîòå [2]:

ds2 � a2�t, y� �b2�t, y��dt2 � dy2� � du2 � c2
K�u�dv2 � c2

K�u� c2
K�v�dw2� . (8)

Çäåñü x0 � t, x1 � u, x2 � v, x3 � w, x4 � y,

cK�u� � ¢̈̈̈¦̈̈̈¤
cos�u�, K � 1,

1, K � 0,
ch�u�, K � �1,

sK�u� � ¢̈̈̈¦̈̈̈¤
sin�u�, K � 1,

u, K � 0,
sh�u�, K � �1.

Ïîäñòàâèì ìåòðèêó (8) â óðàâíåíèÿ (3), (4). Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ ñèìâîëîâ Êðè-
ñòîôôåëÿ, êîìïîíåíò òåíçîðîâ Ðè÷÷è è Ýéíøòåéíà íàõîäèì, ÷òî ñèñòåìà (3), (4)
ñâîäèòñÿ ê ÷åòûðåì íåòðèâèàëüíûì óðàâíåíèÿì (ïðè ýòîì G1

1 � G2
2 � G3

3):

G0
0 � 3

a2b2
�2

ȧ2

a2
� a

��

a
� ȧḃ

ab
� a

�
b
�

ab
�Kb2� � κ2�Λ5 � σδ�y��, (9)

G1
1 � 1

a2b2

��3
ä

a
� 3

a
��

a
� b̈

b
� ḃ2

b2
� b

��

b
� b

�2

b2
�Kb2�� � κ2�Λ5 � σδ�y��, (10)

G4
4 � 3

a2b2

�� ä

a
� 2

a
�2

a2
� ȧḃ

ab
� a

�
b
�

ab
�Kb2�� � κ2Λ5, (11)

G4
0 � 3

a2b2
�� ȧ�

a
� a

�
ḃ

ab
� 2

ȧa
�

a2
� ȧb

�

ab
� � 0. (12)
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Çäåñü è íèæå òî÷êà îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî t, øòðèõ � ïî y.
Â ðàáîòå [7] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé, àíàëîãè÷íàÿ (9) � (12), èìå-

åò ïåðâûé èíòåãðàë â îáëàñòè y x 0 âíåøíåãî ïðîñòðàíñòâà. Â íàøåì ñëó÷àå, âû-
÷èñëèâ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî t è ïî y ôóíêöèè

F �t, y� � �ȧ2 � a�2�~b2 �Ka2

è âûðàçèâ ȧ� ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ (12), âèäèì, ÷òî ýòè ïðîèçâîäíûå ñ òî÷íîñòüþ
äî ìíîæèòåëåé ðàâíû ëåâûì ÷àñòÿì ñîîòâåòñòâåííî óðàâíåíèé (9) è (12), à ñàìè
ýòè óðàâíåíèÿ â îáëàñòè y x 0 ñâîäÿòñÿ ê âèäó

∂F

∂t
� 2

3
a3ȧκ2Λ5,

∂F

∂y
� 2

3
a3a

�
κ2Λ5.

Èíòåãðèðóÿ èõ, ïîëó÷àåì óïîìÿíóòûé âûøå ïåðâûé èíòåãðàë

F �t, y� � 1
6
κ2Λ5a

4 � CF � const, y x 0. (13)

Ââåäÿ ñòàíäàðòíîå îáîçíà÷åíèå [2, 7] äëÿ îòðèöàòåëüíîé ïîñòîÿííîé Λ5 âíåø-
íåãî ïðîñòðàíñòâà, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ (6)

ρB � �Λ5, ρB � κ2σ2

6
, (14)

ïåðåïèøåì ðàâåíñòâî (13) â âèäå

ȧ2 � a�2 �Ka2b2 � 1
6
κ2ρBa4b2 � CF b2, y x 0. (15)

Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå ôóíêöèé a è b íà áðàíå (ïðè y � 0). Òàê êàê â ïðàâîé
÷àñòè óðàâíåíèé (9) è (10) íàõîäèòñÿ δ-ôóíêöèÿ, òî êîìïîíåíòû ìåòðèêè äîëæíû
èìåòü ðàçðûâû 1-ûõ ïðîèçâîäíûõ ïî y. Äëÿ èõ àíàëèçà ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèå
(9), óìíîæåííîå íà a2b2 ïî y îò �ε äî ε, ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà

εR
�ε

δ�y�dy � 1 è ÷åòíîñòè

ôóíêöèé a è b, íàïðèìåð a�t, y� � a�t,�y�, a
��t, y� � �a�t,�y�. Â ëåâîé ÷àñòè (9)

âêëàä äàåò òîëüêî ñëàãàåìîå ñ a
��~a. Ïðîèíòåãðèðóåì åãî ïî ÷àñòÿì:

ε

S
�ε

a
��

a
dy � a

�

a
Uε
�ε
�

ε

S
�ε

a
�2

a2
dy � 2

a
�

a
U
y�ε

� 2ε
a�2

a2
.

Çäåñü ó÷òåíû ðàçðûâ a
� ïî y, íå÷åòíîñòü ôóíêöèè a

�~a, ÷åðòà ñâåðõó îçíà÷àåò
ñðåäíåå çíà÷åíèå íà èíòåðâàëå ��ε, ε�. Ïðåäåë ïðè ε� 0� èíòåãðàëà îò óðàâíåíèÿ
(9) èìååò âèä:

a
�

a
U
y�0� � �

1
6
a2b2κ2σU

y�0�. (16)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå (10), ïðè ε� 0� èìååì

�6 lim
y�0�

a
�

a
� 2 lim

y�0�
b
�

b
� a2b2κ2σU

y�0�.
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Îòêóäà ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà (16) ïîëó÷àåì

b
�

b
U
y�0� � 0. (17)

Íàéäåì ïðåäåë óðàâíåíèÿ (12) ïðè y � 0�, äëÿ ýòîãî ïðîäèôôåðåíöèðóåì (16)
ïî t:

ȧ
�

a
U
y�0� �

ȧa
�

a2
U
y�0� �

1
3
σκ2ab�ȧb � aḃ�U

y�0� (18)

Ïîäñòàâëÿÿ (16), (17), (18) â óðàâíåíèå (12) è óñòðåìëÿÿ y � 0�, ïîëó÷èì

lim
y�0�

�ȧab2σ � ḃba2σ� � 0, � � ȧ

a
� ḃ

b
�U

y�0� � 0.

Ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî t, ïðèäåì ê ðàâåíñòâó

a0�t� b0�t� � abU
y�0� � C � const. (19)

Çäåñü ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ìàñøòàáíîãî ôàêòîðà è ìíîæèòåëÿ íà áðàíå

a0�t� � a�t,0�, b0�t� � b�t,0�, (20)

ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ íà áðàíå ðàâíî êîíñòàíòå, îáîçíà÷åííîé C â (19).
Äëÿ ïîèñêà ðåøåíèé ñèñòåìû (9) � (12) íà áðàíå ïîëàãàåì, ÷òî â ìàëîé åå

îêðåñòíîñòè (y � 0) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

a
��

a
� �1

3
a2b2κ2σδ�y� � ψ�t�. (21)

Ñëàãàåìîå ñ δ�y� â (21) îïðåäåëÿåòñÿ ñêà÷êîì è ïðåäåëîì (16), ψ�t� � ïðîèçâîëü-
íàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé. Ïîäñòàâëÿÿ ðàâåíñòâà (16), (17), (19),
(21) â ñèñòåìó óðàâíåíèé (9) � (12) ïðè y � 0� (íà áðàíå), ïðèâåäåì åå ê âèäó¢̈̈̈̈̈̈̈̈̈

¨̈̈¦̈̈̈̈̈̈̈̈
¨̈̈̈¤

ȧ2
0

a2
0

� KC2

a2
0

� �κ2

3
C2ρB � ψ�t�,

2
ä0

a0
� b��

b
U
y�0� �

ȧ2
0

a2
0

� KC2

a2
0

� �κ2C2ρB � 3ψ�t�,
ä0

a0
� ȧ2

0

a2
0

� KC2

a2
0

� �κ2

3
C2ρB � κ4

18
C4σ2,

(22)

Âû÷èòàÿ ïåðâîå óðàâíåíèå (22), ïîëó÷åííîå èç (9), èç äâóõ îñòàëüíûõ óðàâíå-
íèé ýòîé ñèñòåìû, ñâåäåì ïîñëåäíèå ê âèäó

ä0

a0
� �κ2

3
C2ρB � 1

2
b��

b
U
y�0� � ψ�t� � κ4

18
C4σ2 � ψ�t�. (23)

Äèôôåðåíöèðóÿ ïî t ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (22) (óìíîæåííîå íà a2
0) è

èñêëþ÷àÿ èç äâóõ ïåðâûõ óðàâíåíèé ýòîé ñèñòåìû ä0 è ȧ0, ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

1
2

b��

b
U
y�0� �

ψ̇

2
a0

ȧ0
. (24)
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Ïîäñòàâèâ åãî âî âòîðîå ðàâåíñòâî (23), ïðèäåì ê óðàâíåíèþ

a0ψ̇ � 4ȧ0ψ � Q2ȧ0. (25)

Çäåñü ââåäåíî îáîçíà÷åíèå äëÿ êîíñòàíòû

Q2 � κ4

9
C4σ2 � 2κ2

3
C2ρB � 2

3
κ2C2�1 �C2�ρB (26)

è ó÷òåíî ðàâåíñòâî (14).
Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (25) èìååò âèä

ψ�t� � C1

a4
0

� Q2

4
.

Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (22) è âûðàçèì ȧ0:

da0

dt
� �

¿ÁÁÀC1

a2
0

� κ2C2�C2 � 1�ρB

6
a2
0 �KC2. (27)

Ñëàãàåìîå ñ êîíñòàíòîé C1 â ýòîì óðàâíåíèè äëÿ ýâîëþöèè ìàñøòàáíîãî ôàêòîðà
òðàäèöèîííî íàçûâàþò ñëàãàåìûì �òåìíîãî èçëó÷åíèÿ� [2, 8]. Îòìåòèì, ÷òî êîí-
ñòàíòà C1 æåñòêî ñâÿçàíà ñ ïîñòîÿííîé CF â ïåðâîì èíòåãðàëå (13) ñîîòíîøåíèåì

C1 � CF C2. (28)

Îíî ñëåäóåò ïðè ïåðåõîäå â ðàâåíñòâå (13) ê ïðåäåëó y � 0� ïîñëå ïîäñòàíîâêè
òóäà âûðàæåíèé (16), (19) è (27).

Íàõîäèì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (27) � çàâèñèìîñòü ìàñøòàáíîãî ôàêòîðà a0 íà
áðàíå îò âðåìåíè. Îíî îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì ìåæäó áåçðàçìåðíîé êîíñòàí-
òîé C (19) è åäèíèöåé è èìååò ñëåäóþùèé âèä äëÿ òðåõ âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ:

C � 1 � a0�t� � »
2
º

C1t �Kt2,

C @ 1 � a2
0�t� � 1

2q2
� �K �

»
4q2CF �K2 � sin �2qC�t � t0���,

C A 1 � a2
0�t� � 1

2q2
�K � f�t��. (29)

Çäåñü q � κ
»SC2 � 1SρB~6,

f�t� � ¢̈̈̈̈̈¦̈̈̈̈̈¤
»

4q2CF �K2 � sh �2qC�t � t0��, ïðè 4q2CF A K2,

exp �2qC�t � t0��, ïðè 4q2CF � K2,»
K2 � 4q2CF � ch �2qC�t � t0��, ïðè 4q2CF @ K2.

Äëÿ ðåøåíèé (29) íà áðàíå ìåòðè÷åñêèé ìíîæèòåëü b0�t� � b�t,0� îïðåäåëÿåòñÿ
èç ðàâåíñòâà (19): b0�t� � C~a0�t�. Âûðàæåíèÿ, ïîëó÷åííûå èç (29) ñ ïîìîùüþ çà-
ìåíû t � �t, òàêæå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (27), îïèñûâàþùèìè ñæàòèå.
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Ðèñ. 1 èëëþñòðèðóåò çàâèñèìîñòü (29) ìàñøòàáíîãî ôàêòîðà íà áðàíå a0�t� îò
âðåìåíè ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ C, K, CF � C1~C2. Ïðè ýòîì êîí-
ñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ t0 â ðåøåíèÿõ óðàâíåíèÿ (27) âûáðàíà òàê, ÷òîáû íà÷àëü-
íîìó ìîìåíòó t � 0 ñîîòâåòñòâîâàëî ñèíãóëÿðíîå ñæàòèå a0 � 0 ñ ïîñëåäóþùèì
ðàñøèðåíèåì èëè, ïðè îòñóòñòâèè ñèíãóëÿðíîñòè � ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå a0.

Ïðè C � 1 â âûðàæåíèè (29) çíà÷åíèå t0 âûáðàíî ïî óêàçàííîìó ïðèíöèïó.
Â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðàëüíûå êðèâûå a0 � a0�t� ÿâëÿþòñÿ êðèâûìè 2-ãî ïîðÿäêà
� îêðóæíîñòÿìè ïðè K � 1, ïàðàáîëàìè ïðè K � 0, ãèïåðáîëàìè ïðè K � �1.
Ýòè êðèâûå ïîõîæè íà ñâîè àíàëîãè äëÿ çàêðûòîé, ïëîñêîé è îòêðûòîé ìîäåëåé
Ôðèäìàíà â ÎÒÎ, íî, â îòëè÷èå îò ïîñëåäíèõ, â ðåøåíèè (29) ýâîëþöèÿ a0�t�
îïðåäåëÿåòñÿ íå îáû÷íîé ìàòåðèåé, à �òåìíûì èçëó÷åíèåì� ñ ïëîòíîñòüþ, ïðî-
ïîðöèîíàëüíîé êîíñòàíòå C1 � CF .

0 0.5 1 1.5 2 2.5
0

0.5

1

1.5

2

2.5

 C = 1;    C
1
 =  C

F
 = 1

 K = −1  K = 0

 K = 1

 a
0

 t 0 0.5 1 1.5 2 2.5
0

0.5

1

1.5

 C = 0.8;    q = 1
  C

F
 = 1

 K = 1  K = 0

 K = −1

 a
0

 t

0 0.5 1 1.5 2
0

1

2

3

4

5

 C = 1.2;    q = 1
 C

F
 = 0.5

 K = −1

 K = 0

 K = 1

 a
0

 t 0 1 2 3
0

1

2

3

4

5

 C = 1.2;    q = 1

 K = −1

 K = 0  K = 1

 C
F
 = 0.252

 K = 1

 C
F
=0.248

 a
0

 t

Ðèñ. 1: Çàâèñèìîñòü ìàñøòàáíîãî ôàêòîðà a0 íà áðàíå îò âðåìåíè t ïðè óêàçàííûõ
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ

Ïðè C @ 1 äëÿ âñåõ K íàáëþäàåòñÿ îäèí òèï ýâîëþöèè ìàñøòàáíîãî ôàêòîðà
a0�t� � ðàñøèðåíèå ñìåíÿòñÿ ñæàòèåì äî ñèíãóëÿðíîñòè çà êîíå÷íîå âðåìÿ. Ïðè
C A 1 äëÿ âñåõ K, íàïðîòèâ, ðàñøèðåíèå íåîãðàíè÷åíî � îíî íà÷èíàåòñÿ ñî ñòåïåí-
íîãî çàêîíà è ïðè áîëüøèõ t ïåðåõîäèò íà óñêîðåííûé ýêñïîíåíöèàëüíûé ðåæèì
a0�t� � exp�qCt�. Ïðàâàÿ íèæíÿÿ ÷àñòü ðèñ. 1 ïîêàçûâàåò îñîáåííîñòè çàâèñèìî-
ñòè a0�t� âáëèçè êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ 4q2CF � K2. Äëÿ ñëó÷àÿ CF � 0.252 ïðè
K � 1, q � 1 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî 4q2CF A K2, ýâîëþöèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ a0 � 0, è
�çàñòûâàíèå� a0 òåì äîëüøå, ÷åì áëèæå CF ê êðèòè÷åñêîìó çíà÷åíèþ CF � 0.25.
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Ïðè CF @ 0.25 è òåõ æå K � 1, q � 1 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî 4q2CF @ K2, íà÷àëüíàÿ
ñèíãóëÿðíîñòü èñ÷åçàåò (íà ðèñ. 1 ïðè t � 0 ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ a0�t� èìååò ìèíèìóì)
è ïðè t� �ª ýâîëþöèÿ ñòàðòóåò ñî ñæàòèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ îòêðûòîé ìîäåëè (K � �1) ðàñøèðåíèå íà÷èíàåòñÿ èç òî÷êè
a0 � 0 è ïðè 4q2CF @ K2, è ïðè 4q2CF A K2. Íà ðèñ. 1 ñëèâàþòñÿ äâå êðèâûå,
îòâå÷àþùèå CF � 0.252 è CF � 0.248 ïðè K � �1.

Ìû íàøëè çàêîí ýâîëþöèè ìàñøòàáíîãî ôàêòîðà a�t,0� ïðè y � 0 (íà áðàíå)
äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ K, C, CF . Áóäåì èñêàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ
èì çàâèñèìîñòü a�t, y� è b�t, y� ïðè y x 0 (âíå áðàíû).

4. Ðåøåíèÿ âî âíåøíåì ïðîñòðàíñòâå

Íàéäåì ðåøåíèÿ ñèñòåìû (9) � (12) âî âíåøíåì ïðîñòðàíñòâå (ïðè y x 0), äëÿ
êîòîðûõ ôóíêöèè (29) ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëîì ïðè y � 0�. Â ýòîì ïðåäåëå èñêîìûå
ðåøåíèÿ äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì (16), (17), à òàêæå óñëîâèÿì

a��

a
U
y�0� �

κ2C2�C2 � 1�ρB

6
� C1

a4
0�t� ,

b��

b
U
y�0� � �

4C1

a4
0�t� . (30)

ïîëó÷åííûì ïîäñòàíîâêîé âûðàæåíèé äëÿ ψ�t� è (27) â ñîîòíîøåíèÿ (21) è (24).
Â äàííîé ðàáîòå íàì óäàëîñü íàéòè àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ â ðàìêàõ ïðåäïî-

ëîæåíèÿ
a�t, y� � a0�t�α�y�, b�t, y� � b0�t�β�y�. (31)

Ïðè ýòîì ââèäó ÷åòíîñòè ôóíêöèé α�y� è β�y� äîñòàòî÷íî íàéòè èõ ïðè y A 0.
Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (31) â ðàâåíñòâà (30), âèäèì, ÷òî ïîñëåäíèå âûïîëíÿ-

þòñÿ òîëüêî â ñëó÷àå
C1 � CF � 0. (32)

Íèæå ïîëàãàåì, ÷òî ðàâåíñòâî (32) èìååò ìåñòî, òî åñòü �òåìíîå èçëó÷åíèå� îòñóò-
ñòâóåò [2].

Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèÿ (31), (22) ïðè óñëîâèè (32) â ñèñòåìó óðàâíåíèé (9) � (13)
ïðè y A 0, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé:

�α��y�
α�y� 	2

� κ2C2ρB

6
�C2 � 1 � α2�y�β2�y�� � KC2

a2
0�t��β2�y� � 1� � �α��y�β��y�

α�y�β�y� ,

α���y�
α�y� � κ2C2ρB

6
�C2 � 1 � 2α2�y�β2�y�� � KC2

a2
0�t��β2�y� � 1� � α��y�β��y�

α�y�β�y� .

Åå ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì (16), (17), (30), (32) èìååò âèä

β�y� � 1,

α�y� � �1 � κ
»

ρB~6 SyS��1 ïðè C � 1,

α�y� � � cos qCy � Cº
1 �C2

sin qC SyS��1

ïðè C @ 1,

α�y� � � ch qCy � Cº
C2 � 1

sh qC SyS��1

ïðè C A 1,

(33)



86 ÃÐÈÃÎÐÜÅÂÀ Î.À., ØÀÐÎÂ Ã.Ñ.

Îòìåòèì, ÷òî õàðàêòåð çàâèñèìîñòè (33) ìàñøòàáíîãî ôàêòîðà a îò y îäèíàêîâ
äëÿ âñåõ K (îòêðûòîé, ïëîñêîé è çàêðûòîé ìîäåëåé). Ïðè ýòîì ðåøåíèÿ (29) â
ðàìêàõ óñëîâèÿ (32) C1 � 0 äëÿ âñåõ çíà÷åíèé C ñóùåñòâóþò òîëüêî ïðè K � �1:

K � �1 � a0�t� � ¢̈̈̈̈¦̈̈̈̈¤
q�1 sin qCt, C @ 1,

t, C � 1,

q�1 sh qCt, C A 1;

K � 0, C A 1 � a0�t� � A0e
qCt;

K � 1, C A 1 � a0�t� � q�1 ch qCt.

(34)

Ïðè C1 � 0, C B 1, K � 0 è K � 1 íå ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé a0�t�
óðàâíåíèÿ (27) â ñèëó íåïîëîæèòåëüíîñòè ïîäêîðåííîãî âûðàæåíèÿ. Íàïîìíèì,
÷òî q � κ

»SC2 � 1SρB~6.
Ðèñ. 2 èëëþñòðèðóåò çàâèñèìîñòü ìàñøòàáíîãî ôàêòîðà a�t, y� îò âðåìåíè t

(ñëåâà) è îò êîîðäèíàòû y (ñïðàâà), îïðåäåëÿåìóþ ñîîòâåòñòâåííî âûðàæåíèÿ-
ìè (34) è (33) ïðè óñëîâèè (32), ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè κ2ρB � 6 è óêàçàííûõ
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ C è K.

 C = 0.8

 C = 1.2

 K = 1

 K = 0

 K = −1

 K = −1

 C = 1

 K = −1

 a
0
(t)

 t0 2 4

2

4
 C = 0.8

 C = 1

 C = 1.2

α(y)

 y0 2 4

1

Ðèñ. 2: Çàâèñèìîñòü ìàñøòàáíîãî ôàêòîðà a îò âðåìåíè t (ñëåâà) è îò êîîðäèíàòû y
(ñïðàâà) ïðè C1 � 0, κ2ρB � 6 è óêàçàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ C è K

Ðèñ. 2 äåìîíñòðèðóåò, ÷òî ìàñøòàáíûé ôàêòîð a èìååò ðàçðûâ ïðîèçâîäíîé a�y
ïðè y � 0, ñîîòâåòñòâóþùèé ïðåäåëüíîìó çíà÷åíèþ (16). Ýòîò ðàçðûâ ñâÿçàí ñ
ôóíêöèåé δ�y� â ïðàâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé (9) è (10).

5. Çàêëþ÷åíèå

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå íàéäåíû è èññëåäîâàíû íå îáíàðóæåííûå ðàíåå â ðàáîòàõ
[2] � [9] ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ýâîëþöèè äëÿ ìîäåëè Ðýíäàëë�Ñóíäðóìà ñ äåéñòâèåì
(1), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ àíàëîãîì êîñìîëîãè÷åñêèõ ðåøåíèé Ôðèäìàíà. Ðàññìîò-
ðåíû òðè êîñìîëîãè÷åñêèå ìîäåëè ñî çíàêîì K � 1, K � 0, K � �1 êðèâèçíû
òðåõìåðíîé îäíîðîäíîé èçîòðîïíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ÷àñòè ìíîãîîáðàçèÿ. Äåé-
ñòâèå (1) è ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ ýâîëþöèè (3), (4) ñîäåðæàò îòðèöàòåëüíóþ
êîñìîëîãè÷åñêóþ ïîñòîÿííóþ Λ5 � �ρB è íàòÿæåíèå σ áðàíû, ñâÿçàííûå ñîîòíî-
øåíèåì (6) èëè (14). Ìû, ïîëàãàÿ, ÷òî ïëîòíîñòü îáû÷íîé âèäèìîé ìàòåðèè ìàëà
ïî ñðàâíåíèþ ñ ρB , íå âêëþ÷àåì â óðàâíåíèÿ (3), (4), (9) � (12).
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Â ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ íàéäåíû êîñìîëîãè÷åñêèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (9) � (12)
íà áðàíå (ïðè y � 0) äëÿ ýòèõ òðåõ ìîäåëåé â âèäå (29) (ðèñ. 1). Ïðè ôèêñèðîâàííûõ
çíà÷åíèÿõ κ, ρB è âðåìåíè t � 0 ñòàðòà ýâîëþöèè ðåøåíèÿ (29) ïðè êàæäîì K
îáðàçóþò äâóïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñ ïàðàìåòðàìè C èç ðàâåíñòâà (19) è CF

èç ñîîòíîøåíèÿ (13). Êîíñòàíòà CF ñâÿçàíà ñ �òåìíûì èçëó÷åíèåì� [8].
Õàðàêòåð ðåøåíèé (29) ñèëüíî çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ C: ïðè C � 1 îíè íàïîìè-

íàþò êîñìîëîãè÷åñêèå ðåøåíèÿ Ôðèäìàíà â ÎÒÎ, íî ïðè C x 1 ñóùåñòâåííî îò
íèõ îòëè÷àþòñÿ. Â ÷àñòíîñòè, ïðè 0 @ C @ 1 äëÿ âñåõ K è CF íà÷àëüíîå ðàñøèðå-
íèå íåèçáåæíî ñìåíÿåòñÿ ñæàòèåì, è âðåìÿ ýâîëþöèè êîíå÷íî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ïðè C A 1 äëÿ âñåõ K è CF ýâîëþöèÿ íåèçáåæíî âûõîäèò íà óñêîðåííîå ýêñïî-
íåíöèàëüíîå ðàñøèðåíèå a0�t� � exp�qCt�, ÷òî ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü ïîñëåäíèì
îöåíêàì [10] ïàðàìåòðà àêñåëåðàöèè äëÿ íàøåé Âñåëåííîé. Ïðè ýòîì âîçìîæíî
îòñóòñòâèå íà÷àëüíîé ñèíãóëÿðíîñòè ïðè 2

3
κ2�C2 � 1�ρBCF B K.

Ðåøåíèå óðàâíåíèé (9) � (12) âî âíåøíåì ïðîñòðàíñòâå (ïðè y x 0) áûëî íàéäåíî
â âèäå (31) è (33) äëÿ ñëó÷àÿ CF � 0. Ðèñ. 2 ïîêàçûâàåò, ÷òî õàðàêòåð çàâèñèìîñòè
ìàñøòàáíîãî ôàêòîðà a îò êîîðäèíàòû y (5-ãî èçìåðåíèÿ) òàêæå ñóùåñòâåííî
çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ êîíñòàíòû C (19).
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