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Îáîáùåííàÿ ëåâàÿ òðè-òêàíü Áîëà Bl(ρ, r, r), ïîðîæäàåìàÿ äåéñòâèåì
ëîêàëüíîé ãëàäêîé r-ìåðíîé êâàçèãðóïïû Áîëà íà ãëàäêîì ρ-ìåðíîì
ìíîãîîáðàçèè, ðåàëèçóåòñÿ êàê ôàêòîð-òêàíü ëåâîé òðè-òêàíè Áîëà
Bl(r, r, r), êîòîðàÿ îáðàçîâàíà òðåìÿ r-ìåðíûìè ñëîåíèÿìè è èìååò òó
æå ñåðäöåâèíó, ÷òî è òêàíü Bl(ρ, r, r).

Generalized left Bol 3-web Bl(ρ, r, r) de�ned by action of an r-dimensional
local smooth Bol quasigroup on ρ-dimensional manifold is considered. The
following statement is proved: the Bol 3-web Bl(ρ, r, r) can be realized as
factor-web of a left Bol 3-web Bl(r, r, r) which is formed by 3 r-dimensional
foliations and its core coincides with the core of the given 3-web Bl(ρ, r, r).

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òðè-òêàíü Áîëà, êâàçèãðóïïà Áîëà, ôàêòîð-òêàíü,
ñåðäöåâèíà òêàíè Áîëà.
Keywords: Bol three-web, Bol quasigroup, factor-web, core of Bol 3-web.

Ââåäåíèå

Åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ïîíÿòèé ãðóïïû Ëè è ãðóïïû Ëè ïðåîáðàçîâàíèé
ÿâëÿþòñÿ ïîíÿòèÿ ëîêàëüíîé ãëàäêîé êâàçèãðóïïû [6] è êâàçèãðóïïû ïðåîáðàçî-
âàíèé [5]. Ïîñëåäíåå ïîíÿòèå âîçíèêëî â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî â ôèçèêå áûëè îáíà-
ðóæåíû íåàññîöèàòèâíûå ñòðóêòóðû, áëèçêèå â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ê ãðóïïàì
Ëè, ñì. îá ýòîì â [7], [8], [9]. Îáîáùåíèå òåîðèè ãðóïï Ëè ïðåîáðàçîâàíèé äëÿ ëóï
Ìóôàíã è Áîëà íà÷àòî â ðàáîòàõ [10], [11]. Â óêàçàííûõ ðàáîòàõ êâàçèãðóïïà ïðå-
îáðàçîâàíèé ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ñåìåéñòâî ïðåîáðàçîâàíèé ãëàäêîãî ìíîãîîáðà-
çèÿ, íå çàìêíóòîå, âîîáùå ãîâîðÿ, îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè. Â íàøåé ðàáîòå [16]
ïðåäëàãàåòñÿ íåñêîëüêî èíîé ïîäõîä: êâàçèãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé îïðåäåëÿåòñÿ
êàê äåéñòâèå ëîêàëüíîé ãëàäêîé r-ìåðíîé êâàçèãðóïïû Q(∗) íà ãëàäêîì ρ-ìåðíîì
ìíîãîîáðàçèè Y , (1 ≤ ρ ≤ r), è çàäàåòñÿ ãëàäêîé ôóíêöèåé

f : Q× Y → Y, z = f(a, y), a ∈ Q, y, z ∈ Y, (0.1)

ïðè÷åì ðàíãè ìàòðèö (
∂f

∂a
) è (

∂f

∂y
) ìàêñèìàëüíû â êàæäîé òî÷êå îáëàñòè îïðåäå-

ëåíèÿ òêàíè. Óðàâíåíèå (0.1) îïðåäåëÿåò òðè-òêàíü QW (ρ, r, r), îáðàçîâàííóþ íà
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ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè Q × Y îäíèì ñëîåíèåì ρ-ìåðíûõ ñëîåâ a = const è äâóìÿ
ñëîåíèÿìè r-ìåðíûõ ñëîåâ: y = const è z = f(a, y) = const. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò
èñïîëüçîâàòü ìåòîäû òåîðèè òðè-òêàíåé (ñì. [1]�[4]) äëÿ èçó÷åíèÿ ðàçëè÷íûõ êëàñ-
ñîâ ëîêàëüíûõ ãëàäêèõ êâàçèãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé, â òîì ÷èñëå êâàçèãðóïï Áîëà
ïðåîáðàçîâàíèé. Ñîãëàñíî [16] êâàçèãðóïïà Áîëà ïðåîáðàçîâàíèé ñ ïàðàìåòðè÷å-
ñêîé êâàçèãðóïïîé Q(∗) çàäàåòñÿ ãëàäêîé ôóíêöèåé (0.1), êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò
òîæäåñòâó:

f(a, f−1(b, f(a, y))) = f(a ∗ b, y), a, b ∈ Q, y ∈ Y. (0.2)

Ýòîìó òîæäåñòâó íà òêàíè QW (ρ, r, r) ñîîòâåòñòâóåò êîíôèãóðàöèÿ, àíàëîãè÷íàÿ
èçâåñòíîé ëåâîé êîíôèãóðàöèè Áîëà (Bl) [1]. Ïîýòîìó òðè-òêàíü QW (ρ, r, r), ïî-
ðîæäàåìàÿ êâàçèãðóïïîé Áîëà ïðåîáðàçîâàíèé, íàçâàíà îáîáùåííîé ëåâîé òðè-
òêàíüþ Áîëà è îáîçíà÷åíà Bl(ρ, r, r).

Ñîãëàñíî [14] òðè-òêàíü Bl(ρ, r, r) èìååò ñåðäöåâèíó (∗) : Q×Q → Q, c = a ∗ b,
êîòîðàÿ çàäàåòñÿ òîé æå îïåðàöèåé (∗), ÷òî è ïàðàìåòðè÷åñêàÿ êâàçèãðóïïà Q(∗)
êâàçèãðóïïû Áîëà ïðåîáðàçîâàíèé. Êâàçèãðóïïà Q(∗) èíäóöèðóåò íà áàçå Q ïåð-
âîãî ñëîåíèÿ òêàíè Bl(ρ, r, r) ëîêàëüíî ñèììåòðè÷åñêóþ ñòðóêòóðó [17]. Â íàñòî-
ÿùåé ðàáîòå íàéäåíû ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèÿ ëîêàëüíî ñèììåòðè÷åñêîé ñâÿçíî-
ñòè, èíäóöèðóåìîé íà Q ñåðäöåâèíîé òêàíè Bl ≡ Bl(r, r, r) (Òåîðåìà 1). Îòìå÷åíî,
÷òî äëÿ çàäàííîé òêàíè Bl ïîñòðîåííàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ñâÿçíîñòü ÿâëÿåòñÿ åäèí-
ñòâåííîé. Îäíàêî îñòàåòñÿ îòêðûòûì âîïðîñ: ñêîëüêî ñóùåñòâóåò íåýêâèâàëåíò-
íûõ òêàíåé Bl, èìåþùèõ çàäàííóþ ñèììåòðè÷åñêóþ ñâÿçíîñòü (èëè ñåðäöåâèíó)?
Àíàëîãè÷íàÿ ïðîáëåìà ñôîðìóëèðîâàíà â [4] äëÿ ñðåäíåé òêàíè Áîëà (òêàíè Bm).

Â [15] íàéäåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ òðè-òêàíü W (r, r, r) äîïóñêàåò ôàêòîð-
òêàíü W (ρ, r, r). Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äîêàçàíî (Òåîðåìà 2), ÷òî åñëè ëåâàÿ òêàíü
Áîëà Bl äîïóñêàåò ôàêòîð-òêàíü W (ρ, r, r), òî ïîñëåäíÿÿ ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííîé ëå-
âîé òêàíüþ Áîëà Bl(ρ, r, r) ñ òîé æå ñåðäöåâèíîé, ÷òî è òêàíü Bl. Íàéäåíû ñòðóê-
òóðíûå óðàâíåíèÿ òðè-òêàíè Bl, äîïóñêàþùåé ôàêòîð-òêàíü Bl(ρ, r, r), è ïîêàçà-
íî, êàê ïîëó÷àþòñÿ ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèÿ òðè-òêàíè Bl, äëÿ êîòîðîé çàäàííàÿ
òêàíü Bl(ρ, r, r) ÿâëÿåòñÿ ôàêòîð-òêàíüþ (Òåîðåìà 3). Îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ òêàíè
Bl(ρ, r, r) ñîîòâåòñòâóþùàÿ òêàíü Bl îïðåäåëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íåîäíîçíà÷-
íî. Ýòîò ôàêò ïðîèëëþñòðèðîâàí íà ïðèìåðå íåêîòîðîé ïÿòèìåðíîé òðè-òêàíè
Bl(2, 3, 3). Äëÿ íåå íàéäåíû äâå íåýêâèâàëåíòíûå øåñòèìåðíûå òêàíè B1

l è B2
l ,

äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ òðè-òêàíü Bl(2, 3, 3) ÿâëÿåòñÿ ôàêòîð-òêàíüþ.

1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Îïðåäåëåíèå 1. Òðè-òêàíüþ W (p, q, r) (p ≤ r, q ≤ r) íà äèôôåðåíöèðóåìîì
ìíîãîîáðàçèè M ðàçìåðíîñòè p + q íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü òðåõ ãëàäêèõ ñëî-
åíèé λ1, λ2 è λ3, ñëîè êîòîðûõ èìåþò ñîîòâåòñòâåííî ðàçìåðíîñòè p, q è r,
ïðè÷åì ëþáûå äâà èç ýòèõ ñëîåíèé íàõîäÿòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè.

Ñîãëàñíî [13] ñëîåíèÿ òêàíè W (p, q, r) ìîãóò áûòü çàäàíû â íåêîòîðûõ ëîêàëü-
íûõ êîîðäèíàòàõ íà ìíîãîîáðàçèè M óðàâíåíèÿìè

λ1 : x = const, λ2 : y = const, λ3 : z = f(x, y) = const, (1.1)

ãäå x = (x1, ..., xq), x ∈ X, y = (y1, ..., yp), y ∈ Y , z = (z1, ..., zλ), λ = p + q − r,
z ∈ Z, f = (f1, ..., fλ), f � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ è ðàíãè ìàòðèö ßêîáè (

∂f

∂x
) è (

∂f

∂y
)
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ìàêñèìàëüíû â êàæäîé òî÷êå ìíîãîîáðàçèÿM. Ìíîæåñòâà X, Y è Z ðàçìåðíîñòè
q, p è p + q − r ñîîòâåòñòâåííî ÿâëÿþòñÿ áàçàìè ñëîåíèé òðè-òêàíè W (p, q, r).

Óðàâíåíèå
z = f(x, y) (1.2)

ñâÿçûâàåò ïàðàìåòðû x, y è z ñëîåâ ïåðâîãî, âòîðîãî è òðåòüåãî ñëîåíèé òðè-
òêàíè W (p, q, r), ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç îäíó òî÷êó ìíîãîîáðàçèÿ M, è íàçûâàåòñÿ
óðàâíåíèåì òðè-òêàíè W (p, q, r).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óðàâíåíèå (1.2) îïðåäåëÿåò òðåõáàçèñíóþ áèíàðíóþ îïåðà-
öèþ

(·) : X × Y → Z, z = f(x, y) ≡ x · y, (1.3)

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì êîîðäèíàòíûì ãðóïïîèäîì òðè-òêàíè W (p, q, r).
Ïðè p = q = r óðàâíåíèå z = x·y ëîêàëüíî îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî

ïåðåìåííûõ x è y, ïîýòîìó îïåðàöèÿ (·) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ëîêàëüíîé êâàçèãðóïïîé
[6]. Îíà íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíîé êîîðäèíàòíîé êâàçèãðóïïîé ñîîòâåòñòâóþùåé òðè-
òêàíè W (r, r, r) [2]. Äëÿ òðè-òêàíè W (p, q, r) ðàçìåðíîñòè ìíîãîîáðàçèé X, Y è Z,
âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷íû, ïîýòîìó îïåðàöèÿ (·) êâàçèãðóïïîé, âîîáùå ãîâîðÿ, íå
ÿâëÿåòñÿ.

Ïåðåìåííûå x, y è z, âõîäÿùèå â óðàâíåíèå (1.2), äîïóñêàþò ïðåîáðàçîâàíèÿ
âèäà

x̃ = α(x), ỹ = β(y), z̃ = γ(z), (1.4)

ãäå α, β, γ � ëîêàëüíûå äèôôåîìîðôèçìû. Òðîéêà ëîêàëüíûõ áèåêöèé (α, β, γ)
íàçûâàåòñÿ èçîòîïè÷åñêèì ïðåîáðàçîâàíèåì èëè èçîòîïèåé [4]. Èçîòîïè÷åñêèì
ïðåîáðàçîâàíèåì (1.4) óðàâíåíèå (1.2) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

z̃ = f̃(x̃, ỹ) = γ ◦ f(α−1(x̃), β−1(ỹ)).

Ïîñëåäíåå îïðåäåëÿåò êîîðäèíàòíûé ãðóïïîèä íåêîòîðîé äðóãîé òêàíè W̃ (p, q, r).
Òðè-òêàíè W (p, q, r) è W̃ (p, q, r), êîîðäèíàòíûå ãðóïïîèäû êîòîðûõ èçîòîïíû, ÿâ-
ëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè [13].

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü Q(∗) � ëîêàëüíàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ r-ìåðíàÿ êâàçè-
ãðóïïà, Y � ãëàäêîå ρ-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, (ρ ≤ r), è íà ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè
Q× Y çàäàíà ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ

f : Q× Y → Y, z = f(a, y), (1.5)

òàêàÿ, ÷òî
1) â êàæäîé òî÷êå ìíîæåñòâà Q× Y ðàíãè ìàòðèö (

∂f

∂a
) è (

∂f

∂y
) ìàêñèìàëüíû;

2) äëÿ ëþáûõ y ∈ Y è a, b ∈ Q âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

f(a, f−1(b, f(a, y))) = f(a ∗ b, y), (1.6)

ãäå f−1 : Q × Y → Y , y = f−1(a, z). Òîãäà áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f
îïðåäåëÿåò äåéñòâèå êâàçèãðóïïû Q(∗) íà ìíîãîîáðàçèè Y ïî ïðàâèëó (1.6).

Ðàññìîòðèì òðè-òêàíü W (ρ, r, r), îáðàçîâàííóþ íà ìíîãîîáðàçèè M = Q × Y
òðåìÿ ñëîåíèÿìè

λ1 : a = const, λ2 : y = const, λ3 : z = f(a, y) = const,
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ñëîè êîòîðûõ èìåþò ðàçìåðíîñòè ρ, r è r ñîîòâåòñòâåííî. Â [16] ïîêàçàíî, ÷òî
òîæäåñòâó (1.6) íà òêàíè W (ρ, r, r) ñîîòâåòñòâóåò êîíôèãóðàöèÿ, àíàëîãè÷íàÿ èç-
âåñòíîé ëåâîé êîíôèãóðàöèè Áîëà (Bl), ñì. ðèñ. 1, ãäå, êàê îáû÷íî, ñëîè ïåðâîãî,
âòîðîãî è òðåòüåãî ñëîåíèé òêàíè èçîáðàæàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî âåðòèêàëüíûìè,
ãîðèçîíòàëüíûìè è íàêëîííûìè ëèíèÿìè, c = a ∗ b.

Ðèñ. 1. Ëåâàÿ êîíôèãðóàöèÿ Áîëà (Bl)

Ñîãëàñíî [16], êâàçèãðóïïà Q(∗), äåéñòâóþùàÿ íà ìíîãîîáðàçèè Y ïî ïðàâèëó
(1.6), ÿâëÿåòñÿ èäåìïîòåíòîé (a∗a = a), ëåâîîáðàòèìîé (a∗(a∗b) = b) è ëåâîäèñòðè-
áóòèâíîé (a∗(b∗c) = (a∗b)∗(a∗c)), à çíà÷èò, èçîòîïíà ëåâîé ëóïå Áîëà. Íàïîìíèì
[6], ÷òî ëóïà (êâàçèãðóïïà ñ åäèíèöåé) ñ îïåðàöèåé (◦) íàçûâàåòñÿ ëåâîé ëóïîé Áî-
ëà, åñëè â íåé âûïîëíÿåòñÿ ëåâîå òîæäåñòâî Áîëà: (u◦ (v ◦u))◦w = u◦ (v ◦ (u◦w)).

Îïðåäåëåíèå 3. Ãëàäêîå äåéñòâèå f : Q× Y → Y ëîêàëüíîé äèôôåðåíöèðó-
åìîé êâàçèãðóïïû Áîëà Q(∗) íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè Y , îïðåäåëÿåìîå ïðàâèëîì
(1.6), íàçûâàåòñÿ êâàçèãðóïïîé Áîëà ïðåîáðàçîâàíèé. Êâàçèãðóïïà Áîëà Q(∗) íà-
çûâàåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêîé êâàçèãðóïïîé êâàçèãðóïïû Áîëà ïðåîáðàçîâàíèé.

Îïðåäåëåíèå 4. Òðè-òêàíü W (ρ, r, r), îïðåäåëÿåìàÿ êâàçèãðóïïîé Áîëà
ïðåîáðàçîâàíèé, íàçûâàåòñÿ îáîáùåííîé ëåâîé òêàíüþ Áîëà è îáîçíà÷àåòñÿ
Bl(ρ, r, r).

Êâàçèãðóïïà Áîëà ïðåîáðàçîâàíèé (1.5) ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì êîîðäèíàòíûì
ãðóïïîèäîì òðè-òêàíè Bl(ρ, r, r) è ðàññìàòðèâàåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî èçîòîïè÷åñêèõ
ïðåîáðàçîâàíèé âèäà (1.4). Ïàðàìåòðè÷åñêàÿ êâàçèãðóïïà Q(∗) êâàçèãðóïïû Áîëà
ïðåîáðàçîâàíèé îïðåäåëÿåò, ñîãëàñíî [14], ñåðäöåâèíó òðè-òêàíè Bl(ρ, r, r). Ñåðä-
öåâèíà çàäàåòñÿ òåì æå óðàâíåíèåì c = a ∗ b, ÷òî è êâàçèãðóïïà Q(∗).

Â ÷àñòíîñòè, ïðè ρ = r ïîëó÷àåì ëåâóþ òêàíü Áîëà Bl ≡ Bl(r, r, r), îáðàçî-
âàííóþ òðåìÿ ãëàäêèìè r-ìåðíûìè ñëîåíèÿìè. Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ f îïðåäåëÿåò
ëîêàëüíóþ êîîðäèíàòíóþ êâàçèãðóïïó òêàíè Bl, èçîòîïíóþ ëåâîé ëóïå Áîëà [1].
Îòìåòèì, ÷òî ñåðäöåâèíà c = a ∗ b òêàíè Bl íå èçîòîïíà, âîîáùå ãîâîðÿ, åå êîîð-
äèíàòíîé êâàçèãðóïïå.

2. Ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèÿ ëîêàëüíî ñèììåòðè÷åñêîé ñâÿçíîñòè, èíäó-
öèðóåìîé ëåâîé òêàíüþ Áîëà

Ïóñòü W (r, r, r) � ëåâàÿ òðè-òêàíü Áîëà (òêàíü Bl ≡ Bl(r, r, r)) ñ ñåðäöåâèíîé
c = a∗b íà áàçå X ïåðâîãî ñëîåíèÿ òêàíè Bl, ñì. ðèñ. 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îïåðàöèÿ
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(∗) ïîðîæäàåò íà X ñòðóêòóðó ëîêàëüíî ñèììåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, êîòîðàÿ
çàäàåòñÿ ñåìåéñòâîì ãëàäêèõ ôóíêöèé Sa, òàêèõ, ÷òî Sa(b) = a ∗ b äëÿ ëþáûõ
a ∈ X è b ∈ Ua ⊂ X, ãäå Ua � äîñòàòî÷íî ìàëàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè a, ñì. [12].
Ñîãëàñíî [16] (ñì. òàêæå [14]), ôóíêöèè Sa ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíûìè ñèììåòðèÿìè,
à ìíîãîîáðàçèå {X,Sa} áóäåò ëîêàëüíî ñèììåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

Íàéäåì ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ëîêàëüíî ñèììåòðè÷åñêîé
ñâÿçíîñòè (àôôèííîé ñâÿçíîñòè áåç êðó÷åíèÿ è ñ êîâàðèàíòíî ïîñòîÿííûì òåí-
çîðîì êðèâèçíû). Äëÿ ýòîãî çàïèøåì ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèÿ ïðîèçâîëüíîé òðè-
òêàíè W (r, r, r) [1]. Äèôôåpåíöèpóÿ (1.3) è îáîçíà÷àÿ f̄ i

j =
∂f i

∂xj
, f̃ i

j =
∂f i

∂yj
, ïîëó÷èì

óðàâíåíèÿ:
dzi = f̄ i

jdxj + f̃ i
jdyj . (2.1)

Ïîëîæèì:
ω
1

i = f̄ i
jdxj , ω

2

i = f̃ i
jdyj . (2.2)

Òîãäà â ñèëó (1.1) ñëîåíèÿ òêàíè W (r, r, r) áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ óðàâíåíèÿìè:

λ1 : ω
1

i = 0, λ2 : ω
2

i = 0, λ3 : ω
3

i def≡ ω
1

i + ω
2

i = 0. (2.3)

Ôîðìû ω
1

i è ω
2

i îáðàçóþò íàM êîáàçèñ è óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñòðóêòóðíûì
óðàâíåíèÿì [1]:

dω
1

i = ω
1

j ∧ ωi
j + ai

jkω
1

j ∧ ω
1

k, dω
2

i = ω
2

j ∧ ωi
j − ai

jkω
2

j ∧ ω
2

k, (2.4)

dωi
j = ωk

j ∧ ωi
k + bi

jklω
1

k ∧ ω
2

l. (2.5)

Âåëè÷èíû ai
jk è bi

jkl ÿâëÿþòñÿ òåíçîðàìè è íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî òåíçîðàìè
êðó÷åíèÿ è êðèâèçíû òðè-òêàíè W (r, r, r). Îíè ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè

bi
[jkl] = 2am

[jkai
|m|l] (2.6)

è óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì:

∇ai
jk ≡ dai

jk − ai
mkωm

j − ai
jmωm

k + am
jkωi

m = bi
[j|l|k]ω1

l + bi
[jk]lω2

l, (2.7)

∇bi
jkl ≡ dbi

jkl − bi
mklω

m
j − bi

jmlω
m
k − bi

jkmωm
l + bm

jklω
i
m =

= C
1

i
jklmω

1

m + C
2

i
jklmω

2

m,
(2.8)

ïðè ýòîì
C
1

i
j[k|l|m] = bi

jpla
p
km, (2.9)

C
2

i
jk[lm] = −bi

jkpa
p
lm, (2.10)

C
1

i
[jk]ml − C

2

i
[j|l|k]m = ai

pjb
p
klm − ai

pkbp
jlm + ap

jkbi
plm. (2.11)

Â óðàâíåíèÿõ (2.7) è (2.8) ÷åðåç ∇ îáîçíà÷åí îïåðàòîð êîâàðèàíòíîãî äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ â àôôèííîé ñâÿçíîñòè Γ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ íà ìíîãîîáðàçèèM
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ôîðìàìè (ω
1

i, ω
2

i) è
(

ωi
j 0

0 ωi
j

)
. Îíà íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé àôôèííîé ñâÿç-

íîñòüþ [4] (èëè ñâÿçíîñòüþ ×åðíà [18]), à ñóùåñòâåííûå êîìïîíåíòû åå òåíçîðîâ
êðó÷åíèÿ è êðèâèçíû ñóòü òåíçîðû ai

jk è bi
jkl òðè-òêàíè W (r, r, r).

Ñîãëàñíî [4] ñâÿçíîñòü Γ âõîäèò â ïó÷îê àôôèííûõ ñâÿçíîñòåé γ(W ), îïðåäå-
ëÿåìûõ ôîðìàìè

ω̃i
j = ωi

j + ai
jk(pω

1

k + qω
2

k), (2.12)

ãäå p è q � ïîñòîÿííûå. Â êàæäîé ñâÿçíîñòè èç ïó÷êà γ(W ) ñëîè òêàíè W (r, r, r)
ÿâëÿþòñÿ âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèìè. Áîëåå òîãî, âñå ýòè ñâÿçíîñòè èìåþò íà ñëîÿõ
òêàíè îäíè è òå æå ãåîäåçè÷åñêèå ëèíèè.

Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî â ïó÷êå γ(W ) èìåþòñÿ ñâÿçíîñòè, èíäóöèðóþùèå íà
ñëîÿõ âòîðîãî è òðåòüåãî (ïåðâîãî è òðåòüåãî) ñëîåíèé òêàíè W (r, r, r) ñâÿçíîñòè
áåç êðó÷åíèÿ. Òàê, ïðè p = 1 è q = 0 ïîëó÷àåì ñâÿçíîñòü Γ̃23, îïpåäåëÿåìóþ
ôîpìàìè

ω̃
23

i
j = ωi

j + ai
jkω

1

k. (2.13)

Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ (2.13) ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèÿ (2.4), (2.5) òêàíè W (r, r, r), îá-
ðàçîâàííîé ñëîåíèÿìè (2.3), ïðèìóò âèä:

dω
1

i = ω
1

j ∧ ω̃
23

i
j ,

dω
2

i = ω
2

j ∧ ω̃
23

i
j − ai

jkω
2

j ∧ ω
3

k,

dω̃
23

i
j = ω̃

23

k
j ∧ ω̃

23

i
k + (ai

jmam
kl − am

jkai
ml + bi

[j|k|l])ω1
k ∧ ω

1

l + bi
(jk)lω1

k ∧ ω
2

l.

(2.14)

Èç óðàâíåíèé (2.14) âèäíî, ÷òî ñâÿçíîñòü Γ̃23 èíäóöèðóåò íà ñëîÿõ âòîðîãî è òðå-
òüåãî ñëîåíèé òðè-òêàíè W (r, r, r) ñâÿçíîñòè áåç êðó÷åíèÿ.

Àíàëîãè÷íî, ïðè p = 0 è q = −1 ïîëó÷àåì ñâÿçíîñòü Γ̃13, êîòîðàÿ òàêæå èí-
äóöèðóåò ñâÿçíîñòè áåç êðó÷åíèÿ íà ñëîÿõ ïåðâîãî è òðåòüåãî ñëîåíèé òðè-òêàíè
W (r, r, r).
Òåîðåìà 1. Ôîðìû ω

1

i è ω̃
23

i
j âèäà (2.13) îïðåäåëÿþò íà áàçå ïåðâîãî ñëîåíèÿ ëå-

âîé òêàíè Áîëà Bl(r, r, r) (è òîëüêî òàêîé òêàíè) ëîêàëüíî ñèììåòðè÷åñêóþ
ñâÿçíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óðàâíåíèé (2.14) ñëåäóåò, ÷òî ôîðìû {ω
1

i, ω̃
23

i
j} áóäóò îïðå-

äåëÿòü íà áàçå ïåðâîãî ñëîåíèÿ òðè-òêàíè W (r, r, r) àôôèííóþ ñâÿçíîñòü (îáîçíà-
÷èì åå Γ̃) â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

bi
(jk)l = 0. (2.15)

Ñîãëàñíî [1], ýòè óñëîâèÿ õàðàêòåðèçóþò òðè-òêàíè Bl ≡ Bl(r, r, r).
Èç óðàâíåíèé (2.14) ñ ó÷åòîì (2.15) ñëåäóåò òàêæå, ÷òî ñâÿçíîñòü Γ̃ íå èìååò

êðó÷åíèÿ, à åå òåíçîð êðèâèçíû (îáîçíà÷èì åãî R̃i
jkl) èìååò âèä:

R̃i
jkl = ai

jmam
kl − am

j[kai
|m|l] +

1
2
bi
[kl]j +

1
2
bi
j[kl].

Ïîñëåäíèå ðàâåíñòâà â ñèëó (2.6) è (2.15) ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþùèì:

R̃i
jkl =

1
4
(bi

klj − 2ai
mja

m
kl). (2.16)
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Îáîçíà÷èì ∇̃ � îïåðàòîð êîâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â ñâÿçíîñòè Γ̃.
Ïîêàæåì, ÷òî ∇̃R̃i

jkl = 0. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåì óðàâíåíèÿ (2.7) è (2.8). Â ñèëó
(2.15) óðàâíåíèÿ (2.7) ïðèìóò âèä:

∇ai
jk = −bi

l[jk]ω1
l + bi

jklω
2

l. (2.17)

Òåïåðü ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ (2.8). Íàïîìíèì [4], ÷òî äëÿ ñðåäíåé òêàíè Áîëà
(òêàíè Bm) âåëè÷èíû C

1

i
jklm è C

2

i
jklm ïîëíîñòüþ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîìïîíåíòû åå

òåíçîðîâ ai
jk è bi

jkl. Íàéäåì àíàëîãè÷íûå âûðàæåíèÿ âåëè÷èí C
1

i
jklm è C

2

i
jklm äëÿ

ëåâîé òêàíè Áîëà. Èç (2.8) â ñèëó (2.15) èìååì:

C
1

i
(jk)lm = 0, C

2

i
(jk)lm = 0. (2.18)

Òîãäà èç (2.11) íàõîäèì:

C
1

i
jkml =

1
2
C
2

i
jlkm − 1

2
C
2

i
kljm + ai

pjb
p
klm − ai

pkbp
jlm + ap

jkbi
plm. (2.19)

Îòñþäà ñ ó÷åòîì (2.9) ïîëó÷àåì:
1
4
C
2

i
jlkm − 1

2
C
2

i
kljm − 1

4
C
2

i
jklm = bi

jpmap
kl − ai

pjb
p
klm+

+
1
2
(ai

pkbp
jlm − ai

plb
p
jkm)− 1

2
(ap

jkbi
plm − ap

jlb
i
pkm).

(2.20)

Àëüòåðíèðóÿ ïîñëåäíèå ðàâåíñòâà ïî èíäåêñàì j, l è ó÷èòûâàÿ (2.18), ïîëó÷èì
ñîîòíîøåíèÿ:

1
4
C
2

i
jlkm +

3
4
C
2

i
k[jl]m = bi

[j|pmap
k|l] − ai

p[jb
p
|k|l]m+

+
1
2
(ai

pkbp
jlm − ai

p[lb
p
j]km)− 1

2
(ap

[j|kbi
p|l]m − ap

jlb
i
pkm).

Àíàëîãè÷íî, ñèììåòðèðóÿ ðàâåíñòâà (2.20) ïî òåì æå èíäåêñàì j è l, ïîëó÷èì:
3
4
C
2

i
k(jl)m = −3bi

(j|pmap
k|l) + 3ai

p(jb
p
|k|l)m +

3
2
ai

p(lb
p
j)km +

3
2
ap
(j|kbi

p|l)m.

Ñêëàäûâàÿ ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà, áóäåì èìåòü ñîîòíîøåíèÿ:
1
4
C
2

i
jlkm =

3
4
C
2

i
jklm + bi

[j|pmap
k|l] − ai

p[jb
p
|k|l]m+

+
1
2
(ai

pkbp
jlm − ai

p[lb
p
j]km)− 1

2
(ap

[j|kbi
p|l]m − ap

jlb
i
pkm)−

−3bi
(j|pmap

k|l) + 3ai
p(jb

p
|k|l)m +

3
2
ai

p(lb
p
j)km +

3
2
ap
(j|kbi

p|l)m.

Â ïîñëåäíèõ ïîìåíÿåì ìåñòàìè èíäåêñû j è k, çàòåì ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ óìíî-
æèì íà (-2). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ðàâåíñòâà:

−1
2
C
2

i
kljm =

3
2
C
2

i
jklm − 2bi

[k|pmap
j|l] + 2ai

p[kbp
|j|l]m−

−(ai
pjb

p
klm − ai

p[lb
p
k]jm) + (ap

[k|jb
i
p|l]m − ap

klb
i
pjm)+

+6bi
(k|pmap

j|l) − 6ai
p(kbp

|j|l)m − 3ai
p(lb

p
k)jm − 3ap

(k|jb
i
p|l)m.
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Ïîäñòàâèì íàéäåííûå âûðàæåíèÿ äëÿ 1
4
C
2

i
jlkm è−1

2
C
2

i
kljm â ðàâåíñòâà (2.20). Ïîñëå

âû÷èñëåíèé èìååì:
C
2

i
jklm = 2ai

plb
p
jkm + 2ap

jkbi
plm. (2.21)

Ñ ó÷åòîì ïîñëåäíèõ èç ðàâåíñòâ (2.19) íàõîäèì:

C
1

i
jkml = ap

jlb
i
pkm − ap

klb
i
pjm + ap

jkbi
plm. (2.22)

Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíû C
1

i
jklm è C

2

i
jklm ëåâîé òêàíè Áîëà Bl ≡ Bl(r, r, r)

âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîìïîíåíòû åå òåíçîðîâ êðó÷åíèÿ è êðèâèçíû ïî ôîðìóëàì
(2.21) è (2.22). Â ñèëó ïîñëåäíèõ óðàâíåíèÿ (2.8) äëÿ òêàíè Bl ïðèìóò ñëåäóþùèé
âèä:

∇bi
jkl = (ap

jmbi
pkl − ap

kmbi
pjl + ap

jkbi
pml)ω1

m + 2(ai
plb

p
jkm + ap

jkbi
plm)ω

2

m. (2.23)

Êðîìå òîãî, âåëè÷èíû C
2

i
jklm ïðîèçâîëüíîé òêàíè W (r, r, r) óäîâëåòâîðÿþò óñëî-

âèÿì (2.10). Ïîäñòàâëÿÿ (2.21) â (2.10), ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèÿ:

ai
plb

p
jkm − ai

pmbp
jkl + bi

plmap
jk − bi

pmla
p
jk + bi

jkpa
p
lm = 0, (2.24)

ñâÿçûâàþùèå òåíçîðû êðó÷åíèÿ è êðèâèçíû òêàíè Bl.
Òåïåðü íàéäåì âûðàæåíèÿ äëÿ ∇̃ai

jk è ∇̃bi
jkl. Òàê êàê ïî îïðåäåëåíèþ

∇̃ai
jk ≡ dai

jk − ai
mk ω̃

23

m
j − ai

jm ω̃
23

m
k + am

jk ω̃
23

i
m,

∇̃bi
jkl ≡ dbi

jkl − bi
mkl ω̃23

m
j − bi

jml ω̃23
m
k − bi

jkm ω̃
23

m
l + bm

jkl ω̃23
i
m,

òî â ñèëó (2.13), (2.17), (2.23), (2.24), (2.6) è (2.3) ïîëó÷àåì:

∇̃ai
jk =

1
2
bi
jkl(ω

3

l + ω
2

l), (2.25)

∇̃bi
jkl = (ai

plb
p
jkm + ap

jkbi
plm)(ω

3

m + ω
2

m). (2.26)

Äèôôåðåíöèðóÿ ðàâåíñòâà (2.16) ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà ∇̃ è ïîëüçóÿñü óðàâíåíè-
ÿìè (2.25) è (2.26), ïîëó÷èì:

∇̃R̃i
jkl = 0, (2.27)

÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó. 2

Çàìå÷àíèå. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ òêàíè Bm ïðèâîäèòñÿ â [4]. Ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé (2.14), (2.15), (2.25)�(2.27), îïðåäåëÿþùèõ ëåâóþ
òêàíü Áîëà Bl ≡ Bl(r, r, r), ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé îòíîñèòåëüíî âíåøíåãî äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ. Èç ðàâåíñòâ (2.16) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ çàäàííîé òêàíè Bl ïîñòðîåííàÿ
ñèììåòðè÷åñêàÿ ñâÿçíîñòü Γ̃ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé. Ýòà ñâÿçíîñòü ïîðîæäàåòñÿ
ñåðäöåâèíîé òêàíè Bl. Âîïðîñ î òîì, ñêîëüêî ñóùåñòâóåò íåýêâèâàëåíòíûõ òêà-
íåé Bl, èìåþùèõ çàäàííóþ ñèììåòðè÷åñêóþ ñâÿçíîñòü (èëè ñåðäöåâèíó), îñòàåòñÿ
îòêðûòûì. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ òêàíåé Bm ñì. â [4].
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3. Ôàêòîð-òêàíü ëåâîé òêàíè Áîëà

Ïóñòü òêàíü Bl(r, r, r) äîïóñêàåò ôàêòîð-òêàíü W (ρ, r, r) [15]. Ïîêàæåì, ÷òî
ïîñëåäíÿÿ ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííîé ëåâîé òêàíüþ Áîëà Bl(ρ, r, r) [17].

Íàïîìíèì [15], ÷òî ôàêòîð-òêàíü W (ρ, r, r) ïðîèçâîëüíîé òêàíè W (r, r, r) ïî-
ðîæäàåòñÿ åå êîíãðóýíöèåé êîðàçìåðíîñòè ρ (W ρ

1 -êîíãðóýíöèåé), êîòîðàÿ îïðåäå-
ëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü K2r−ρ

2 � (r − ρ)-ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî
r-ìåðíûõ ñëîåâ ñëîåíèÿ λ2 òêàíè W (r, r, r), (1 ≤ ρ ≤ r), è Sρ

2 � ρ-ìåðíîå ñëîå-
íèå ýòèõ (2r − ρ)-ìåðíûõ ïîäìíîãîîáðàçèé. Äâà ñëîÿ F2 è F ′2 èç λ2 íàçûâàþòñÿ
ýêâèâàëåíòíûìè (F2ϕ2F ′2), åñëè îíè ïðèíàäëåæàò îäíîìó è òîìó æå ïîäìíîãî-
îáðàçèþ K2r−ρ

2 . Äàëåå, ñ ïîìîùüþ ôèêñèðîâàííîãî ïðîèçâîëüíîãî ñëîÿ F1 ∈ λ1

òêàíè W (r, r, r) íà ñëîåíèè λ3 çàäàåòñÿ îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ϕ3, òàê ÷òî
ñëîè F3 è F ′3 èç λ3 áóäóò ýêâèâàëåíòíûìè (F3ϕ3F ′3), åñëè ýêâèâàëåíòíû ñëîè F2

è F ′2 èç λ2 (F2ϕ2F ′2), ïðîõîäÿùèå ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç òî÷êè F3 ∩ F1 è F ′3 ∩ F1

(ðèñ. 2).

Ðèñ. 2. Êîíôèãóðàöèÿ ñëîåâ

Ñëîè F ′3, ýêâèâàëåíòíûå îäíîìó è òîìó æå ñëîþ F3, îáðàçóþò íàM ïîäìíîãîîáðà-
çèå K2r−ρ

3 ðàçìåðíîñòè 2r−ρ. Ïóñòü Sρ
3 � ρ-ìåðíîå ñëîåíèå ýòèõ ïîäìíîãîîáðàçèé.

Ñëîåíèÿì Sρ
2 è Sρ

3 íà áàçàõ Y è Z ñëîåíèé λ2 è λ3 òðè-òêàíè W (r, r, r) îòâå÷àþò ρ-
ìåðíûå ñëîåíèÿ ñ ëîêàëüíûìè ρ-ìåðíûìè áàçàìè Y è Z ñîîòâåòñòâåííî. Ñîãëàñíî
[15] ïàðà (ϕ2, ϕ3) çàäàåò íà òêàíè W (r, r, r) W ρ

1 -êîíãðóýíöèþ, åñëè ϕ3 íå çàâèñèò
îò âûáîðà ñëîÿ F1. Òàêàÿ êîíãðóýíöèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò íà ìíîãîîáðàçèè
M ôàêòîð-ìíîæåñòâà λ2/ϕ2 è λ3/ϕ3, ëîêàëüíî äèôôåîìîðôíûå áàçàì Y è Z ñî-
îòâåòñòâåííî. Ïîëîæèì X ×Y ≡M (dimM = r + ρ), f̄ ≡ f |M, ãäå f � ëîêàëüíàÿ
êîîðäèíàòíàÿ êâàçèãðóïïà òêàíè W (r, r, r), ñì. (1.4). Ãðóïïîèä

f̄ : X × Y → Z, z̄ = f̄(x, ȳ), (3.1)

îïðåäåëÿåò íà ìíîãîîáðàçèè M òðè-òêàíü W (ρ, r, r), îáðàçîâàííóþ îäíèì ñëîå-
íèåì ρ-ìåðíûõ ñëîåâ x = const è äâóìÿ ñëîåíèÿìè r-ìåðíûõ ñëîåâ: ȳ = const,
z̄ = f̄(x, ȳ) = const. Ýòà òêàíü íàçûâàåòñÿ ôàêòîð-òêàíüþ òðè-òêàíè W (r, r, r)
[15].
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Òåîðåìà 2. Ôàêòîð-òêàíü W (ρ, r, r) ëåâîé òêàíè Áîëà Bl(r, r, r) (åñëè îíà ñó-
ùåñòâóåò) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííîé ëåâîé òêàíüþ Áîëà Bl(ρ, r, r) ñ òîé æå ñåðäöå-
âèíîé, ÷òî è òêàíü Bl(r, r, r).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî [1] ëåâàÿ òêàíü Áîëà Bl ≡ Bl(r, r, r) õàðàêòåðèçó-
åòñÿ çàìûêàíèåì âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ëåâûõ êîíôèãóðàöèé Áîëà, ñì. ðèñ. 1.
Â [16] ïîêàçàíî, ÷òî ýòî ñâîéñòâî ðàâíîñèëüíî âûïîëíåíèþ â êàæäîé ëîêàëüíîé
êîîðäèíàòíîé êâàçèãðóïïå (1.4) òêàíè Bl òîæäåñòâà

f(a, f−1(b, f(a, y))) = f(a ∗ b, y), a, b ∈ X, y ∈ Y. (3.2)

Çäåñü c = a ∗ b � r-ìåðíàÿ êâàçèãðóïïà, äåéñòâèå êîòîðîé íà r-ìåðíîì ìíîãî-
îáðàçèè Y çàäàåòñÿ ôóíêöèåé f . Ýòà êâàçèãðóïïà íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêîé
êâàçèãðóïïîé êâàçèãðóïïû Áîëà ïðåîáðàçîâàíèé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êâàçèãðóïïà
(∗) ÿâëÿåòñÿ ñåðäöåâèíîé òðè-òêàíè Bl [14].

Äîïóñòèì, ÷òî òðè-òêàíü Bl(r, r, r) äîïóñêàåò ôàêòîð-òêàíü W (ρ, r, r), îïðåäå-
ëÿåìóþ ãðóïïîèäîì (3.1) íà ìíîãîîáðàçèè M = X × Y . Äëÿ ýòîãî ãðóïïîèäà â
ñèëó (3.2) ïîëó÷àåì òîæäåñòâî:

f̄(a, f̄−1(b, f̄(a, ȳ))) = f̄(a ∗ b, ȳ), a, b ∈ X, ȳ ∈ Y , (3.3)

êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ (1.6). Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî [17], òêàíü W (ρ, r, r) ÿâëÿåòñÿ
îáîáùåííîé ëåâîé òêàíüþ Áîëà Bl(ρ, r, r), ïîðîæäàåìîé äåéñòâèåì f̄ òîé æå ïàðà-
ìåòðè÷åñêîé êâàçèãðóïïû (∗) íà ρ-ìåðíîì ïîäìíîãîîáðàçèè Y ⊆ Y . Èç (3.3) ñëå-
äóåò òàêæå, ÷òî òêàíü Bl(ρ, r, r) èìååò òó æå ñåðäöåâèíó (∗), ÷òî è òêàíü Bl(r, r, r).
Òåîðåìà äîêàçàíà. 2

4. Ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèÿ ëåâîé òêàíè Áîëà, äîïóñêàþùåé ôàêòîð-
òêàíü

Ïóñòü òêàíü Bl(r, r, r) îáðàçîâàíà íà ìíîãîîáðàçèè M ñëîåíèÿìè (2.3), ãäå áà-
çèñíûå ôîðìû óäîâëåòâîðÿþò ñòðóêòóðíûì óðàâíåíèÿì (2.14) è ïðè ýòîì âûïîë-
íÿþòñÿ ðàâåíñòâà (2.15). Ñîãëàñíî [15] ïðîèçâîëüíàÿ òðè-òêàíü W (r, r, r) äîïóñêàåò
ôàêòîð-òêàíü W (ρ, r, r), åñëè â íåêîòîðîì êîáàçèñå íà M âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

aa
uv = 0, ωa

u = 2aa
ubω

2

b, (4.1)

ãäå a, b, c, ... = 1, ρ, u, v, w, ... = ρ + 1, r. Ïðè ýòîì ñëîåíèÿ ôàêòîð-òêàíè W (ρ, r, r)
çàäàþòñÿ óðàâíåíèÿìè:

λ̄1 : ω
1

a = 0, ω
1

u = 0; λ̄2 : ω
2

a = 0; λ̄3 : ω
3

a = ω
1

a + ω
2

a = 0. (4.2)

Ôîðìû ω
1

a, ω
1

u è ω
2

a îáðàçóþò êîáàçèñ íà ìíîãîîáðàçèè M ≡ X × Y ðàçìåðíîñòè
r+ρ, íåñóùåì ôàêòîð-òêàíü W (ρ, r, r). Ðàâåíñòâà (4.1) â ñèëó (2.13) ýêâèâàëåíòíû
ñëåäóþùèì:

aa
uv = 0, ω̃

23

a
u = aa

ubω
1

b + 2aa
ubω

2

b. (4.3)
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Ïóñòü òåïåðü W (r, r, r) � ëåâàÿ òêàíü Áîëà (òêàíü Bl(r, r, r)), äîïóñêàþùàÿ
ôàêòîð-òêàíü W (ρ, r, r). Òîãäà ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèÿ (2.14) â ñèëó (4.3), (2.15) è
(2.16) ïðèìóò âèä:

dω
1

a = ω
1

b ∧ ω̃
23

a
b + ω

1

u ∧ ω̃
23

a
u,

dω
1

u = ω
1

a ∧ ω̃
23

u
a + ω

1

v ∧ ω̃
23

u
v ,

dω
2

a = ω
2

b ∧ ω̃
23

a
b − aa

ubω1
u ∧ ω

2

b − aa
bcω2

b ∧ (ω
1

c + ω
2

c),
(4.4)

dω
2

u = ω
2

j ∧ ω̃
23

u
j − au

jkω
2

j ∧ ω
3

k, (4.5)

dω̃
23

i
j = ω̃

23

k
j ∧ ω̃

23

i
k + R̃i

jklω
1

k ∧ ω
1

l. (4.6)

Ñîãëàñíî [15] óðàâíåíèÿ (4.4) ÿâëÿþòñÿ ñòðóêòóðíûìè óðàâíåíèÿìè ôàêòîð-òêàíè
W (ρ, r, r), êîòîðàÿ ïî Òåîðåìå 2 áóäåò òêàíüþ Bl(ρ, r, r). Ïðè ýòîì òêàíü Bl(r, r, r)
è åå ôàêòîð-òêàíü Bl(ρ, r, r) èìåþò îäíó è òó æå ñåðäöåâèíó (∗). Ïîñëåäíÿÿ ïîðîæ-
äàåò íà áàçå X ïåðâîãî ñëîåíèÿ êàæäîé èç ýòèõ òêàíåé ëîêàëüíî ñèììåòðè÷åñêóþ
ñâÿçíîñòü Γ̃. Äëÿ òêàíè Bl(r, r, r) ýòà ñâÿçíîñòü â ñèëó Òåîðåìû 1 îïðåäåëÿåòñÿ
ôîðìàìè ω

1

i è ω̃
23

i
j , ïîýòîìó äëÿ ôàêòîð-òêàíè Bl(ρ, r, r) îíà áóäåò çàäàâàòüñÿ òåìè

æå ôîðìàìè ω
1

i è ω̃
23

i
j , âõîäÿùèìè â åå ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèÿ (4.4), (4.6).

Äîêàçàíî
Ïðåäëîæåíèå 1. Ëåâàÿ òðè-òêàíü Áîëà Bl(r, r, r) äîïóñêàåò ôàêòîð-òêàíü

Bl(ρ, r, r) â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè â íåêîòîðîì êîáàçèñå íà ìíîãîîá-
ðàçèè M ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèÿ òêàíè Bl(r, r, r) ïðèâîäÿòñÿ ê âèäó (4.4)�(4.6).
Â ýòîì êîáàçèñå ñëîåíèÿ ôàêòîð-òêàíè Bl(ρ, r, r) çàäàþòñÿ óðàâíåíèÿìè (4.2),
à åå ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèÿ èìåþò âèä (4.4), (4.6). Ôîðìû ω

1

i è ω̃
23

i
j îïðåäåëÿþò

íà áàçå ïåðâîãî ñëîåíèÿ òêàíè Bl(r, r, r) è åå ôàêòîð-òêàíè Bl(ρ, r, r) ëîêàëüíî
ñèììåòðè÷åñêóþ ñâÿçíîñòü Γ̃, ïîðîæäàåìóþ îáùåé ñåðäöåâèíîé (∗) ýòèõ òðè-
òêàíåé.

5. Íàõîæäåíèå ñòðóêòóðíûõ óðàâíåíèÿ ëåâîé òêàíè Áîëà ïî óðàâíåíè-
ÿì åå ôàêòîð-òêàíè

Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ çàäàííîé îáîáùåííîé ëåâîé òêàíè Áîëà Bl(ρ, r, r) ñóùåñòâó-
åò òêàíü Bl(r, r, r), äëÿ êîòîðîé Bl(ρ, r, r) ÿâëÿåòñÿ ôàêòîð-òêàíüþ. Ïîêàæåì, êàê
íàõîäèòü ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèÿ òêàíè Bl(r, r, r) ïî óðàâíåíèÿì òêàíè Bl(ρ, r, r).

Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèÿ ïðîèçâîëüíîé òêàíè W (ρ, r, r)
ìîãóò áûòü ïðèâåäåíû ê âèäó (4.4). Ñëåäóÿ [13], çàäàäèì ñëîåíèÿ òêàíè W (ρ, r, r)
óðàâíåíèÿìè:

λ̃1 : θ
1

a = 0, θ
1

u = 0; λ̃2 : θ
2

a = 0; λ̃3 : θ
1

a + θ
2

a = 0, (5.1)

ãäå a = 1, ρ, u = ρ + 1, r. Ôîðìû θ
1

a, θ
1

u è θ
2

a îáðàçóþò êîáàçèñ íà (r + ρ)-ìåðíîì
ìíîãîîáðàçèè, íåñóùåì òêàíü W (ρ, r, r), è óäîâëåòâîðÿþò ñòðóêòóðíûì óðàâíåíè-
ÿì:

dθ
1

a = θ
1

b ∧Θa
b − µa

bcθ1
b ∧ θ

1

c + µa
ubθ1

u ∧ (θ
1

b + θ
2

b),

dθ
1

u = θ
1

v ∧ θu
v + θ

1

a ∧ θu
a ,

dθ
2

a = θ
2

b ∧Θa
b + µa

bcθ2
b ∧ θ

2

c.

(5.2)



128 ÒÎËÑÒÈÕÈÍÀ Ã.À.

Çäåñü âåëè÷èíû {µa
bc, µa

ub} êîñîñèììåòðè÷íû ïî íèæíèì èíäåêñàì è îáðàçóþò òåí-
çîð êðó÷åíèÿ òêàíè W (ρ, r, r).

Â óðàâíåíèÿõ (5.2) ïîëîæèì:
θ
1

a = ω
1

a, θ
1

u = ω
1

u, θ
2

a = ω
2

a, (5.3)

Θa
b − µa

bcθ
1

c +
1
2
µa

buθ
1

u = ω̃
23

a
b ,

1
2
µa

ubθ
1

b + µa
ubθ

2

b = ω̃
23

a
u, θu

j = ω̃
23

u
j , (5.4)

µa
bc = −aa

bc, µa
ub = 2aa

ub. (5.5)

Òîãäà îíè çàïèøóòñÿ â âèäå (4.4).
Ïóñòü òåïåðü W (ρ, r, r) � îáîáùåííàÿ ëåâàÿ òêàíü Áîëà (òêàíü Bl(ρ, r, r)), çà-

äàííàÿ ñòðóêòóðíûìè óðàâíåíèÿìè (4.4). Â ýòèõ óðàâíåíèÿõ, ñîãëàñíî Ïðåäëîæå-
íèþ 1, ω̃

23

i
j � ôîðìû ñèììåòðè÷åñêîé ñâÿçíîñòè Γ̃, ïîðîæäàåìîé ñåðäöåâèíîé (∗)

òêàíè Bl(ρ, r, r), à ïîòîìó îíè äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèÿì (4.6). Äîïóñòèì,
÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ëåâàÿ òêàíü Áîëà Bl(r, r, r), äëÿ êîòîðîé Bl(ρ, r, r) ÿâëÿåòñÿ
ôàêòîð-òêàíüþ. Òîãäà â ñèëó Òåîðåìû 2 òêàíü Bl(r, r, r) èìååò òó æå ñåðäöåâèíó
(∗), ÷òî è òêàíü Bl(ρ, r, r), à åå ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèÿ, ñîãëàñíî Ïðåäëîæåíèþ 1,
ìîãóò áûòü ïðèâåäåíû â íåêîòîðîì êîáàçèñå íà M ê âèäó (4.4)�(4.6). Ïðè ýòîì
òåíçîðû êðó÷åíèÿ ai

jk è êðèâèçíû bi
jkl òêàíè Bl(r, r, r) äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ðà-

âåíñòâàì (2.16).
Òàêèì îáðàçîì, ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèÿ (4.4)�(4.6) èñêîìîé òðè-òêàíè Bl(r, r, r)

ïîëó÷àþòñÿ äîïîëíåíèåì ñòðóêòóðíûõ óðàâíåíèé (4.4) è (4.6) çàäàííîé òêàíè
Bl(ρ, r, r) óðàâíåíèÿìè (4.5), â êîòîðûõ au

jk � íåèçâåñòíûå âåëè÷èíû. Ïîñëåäíèå
âõîäÿò â ðàâåíñòâà (2.16), â êîòîðûõ R̃i

jkl è ab
jk � èçâåñòíûå âåëè÷èíû, à êîìïî-

íåíòû òåíçîðà bi
jkl áóäóò çàâèñåòü îò âûáîðà âåëè÷èí au

jk. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ
çàäàííîé òêàíè Bl(ρ, r, r) ñîîòâåòñòâóþùàÿ òêàíü Bl(r, r, r) îïðåäåëÿåòñÿ, âîîáùå
ãîâîðÿ, íåîäíîçíà÷íî.

Ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 3. Îáîáùåííàÿ ëåâàÿ òêàíü Áîëà Bl(ρ, r, r), çàäàííàÿ ñòðóêòóðíûìè
óðàâíåíèÿìè (4.4), (4.6), ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà êàê ôàêòîð-òêàíü ëåâîé òêà-
íè Áîëà Bl(r, r, r), ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèÿ êîòîðîé ïðèâîäÿòñÿ ê âèäó (4.4)�
(4.6), à òåíçîðû êðó÷åíèÿ ai

jk è êðèâèçíû bi
jkl óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

(2.16).

6. Ïðèìåð ðåàëèçàöèè íåêîòîðîé ïÿòèìåðíîé òðè-òêàíè Bl(2, 3, 3) êàê
ôàêòîð-òêàíè øåñòèìåðíîé òðè-òêàíè Bl(3, 3, 3)

Ïðîèëëþñòðèðóì Òåîðåìó 3 íà ñëåäóþùåì ïðèìåðå. Ðàññìîòðèì îáîáùåííóþ
ëåâóþ òêàíü Áîëà Bl(2, 3, 3), îïðåäåëÿåìóþ óðàâíåíèÿìè [14]:

{
z1 = x1 + y1,

z2 = x2e2y1
+ y2 + x1x3(1− e2y1

) + 2y1x3.
(6.1)

Ñåðäöåâèíà ýòîé òêàíè çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè:




c1 = 2a1 − b1,

c2 = a2(e−2(a1−b1) + e2(a1−b1))− b2,
c3 = 2a3 − b3.

(6.2)
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Íàéäåì óðàâíåíèÿ òêàíè Bl(3, 3, 3) ñ òîé æå ñåðäöåâèíîé (6.2), äëÿ êîòîðîé òêàíü
(6.1) áóäåò ôàêòîð-òêàíüþ.

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì óðàâíåíèÿ (6.1) è ïîëîæèì:
ω
1

1 = dx1,

ω
1

2 = x3(1− e2y1
)dx1 + e2y1

dx2 + (x1 + 2y1 − x1e2y1
)dx3,

ω
1

3 = dx3,

ω
2

1 = dy1,

ω
2

2 = 2(x2e2y1 − x3x1e2y1
+ x3)dy1 + dy2.

(6.3)

Òåïåðü ïðîäèôôåðåíöèðóåì (6.3) âíåøíèì îáðàçîì, ïîëó÷èì:
dω

1

1 = 0,

dω
1

2 = ω
1

1 ∧ (2x3ω
2

1) + ω
1

2 ∧ (−2ω
2

1) + ω
1

3 ∧ (2(x1 + 2y1 − 1)ω
2

1),

dω
1

3 = 0,

dω
2

1 = 0,

dω
2

2 = ω
2

1 ∧ (2x3ω
1

1 − 2ω
1

2 + 2(x1 + 2y1 − 1)ω
1

3).

(6.4)

Ñðàâíèâàÿ (6.3) ñ (5.2) è ó÷èòûâàÿ (5.3), (5.4), íàõîäèì:
Θ1

1 = Θ1
2 = 0,

Θ2
1 = 2x3(ω

1

1 + ω
2

1)− 2ω
1

2 + 2(x1 + 2y1 − 1)ω
1

3, Θ2
2 = −2ω

2

1,

θ3
j = λjkω

1

k, λjk = λkj ,

a1
12 = a1

13 = a1
23 = 0,

a2
12 = −a2

21 = 1, a2
13 = −a2

31 = 1− x1 − 2y1, a2
23 = 0,

(6.5)

(çäåñü è äàëåå j, k, l... = 1, 2, 3). Ñ ó÷åòîì (6.5) çàïèøåì ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèÿ
(6.4) â âèäå:

dω
1

1 = 0,

dω
1

2 = ω
1

1 ∧Θ2
1 + ω

1

2 ∧Θ2
2 + 2a2

[21]ω1
2 ∧ ω

1

1 + 2a2
[31]ω1

3 ∧ (ω
1

1 + ω
2

1),

dω
1

3 = 0,

dω
2

1 = 0,

dω
2

2 = ω
2

1 ∧Θ2
1 + ω

2

2 ∧Θ2
2 − 2a2

[21]ω2
2 ∧ ω

2

1.

(6.6)

Ïðèâåäåì óðàâíåíèÿ (6.6) ê âèäó (4.4). Çàïèøåì äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé òêàíè
Bl(2, 3, 3) ðàâåíñòâà (5.4) è ïîäñòàâèì â íèõ (6.5), ïîëó÷èì:

ω̃1
j = 0, ω̃2

1 = Θ2
1 − a2

[21]ω1
2 − a2

[31]ω1
3, ω̃2

2 = Θ2
2 + a2

[21]ω1
1,

ω̃2
3 = a2

[31]ω1
1 + 2a2

[31]ω2
1, ω̃3

j = λjkω
1

k,
(6.7)

(çäåñü è äàëåå ω̃i
j ≡ ω̃

23

i
j). Òîãäà óðàâíåíèÿ (6.6) ïðèìóò âèä:

dω
1

1 = 0, dω
1

2 = ω
1

1 ∧ ω̃2
1 + ω

1

2 ∧ ω̃2
2 + ω

1

3 ∧ ω̃2
3 , dω

1

3 = 0,

dω
2

1 = 0, dω
2

2 = ω
2

1 ∧ ω̃2
1 + ω

2

2 ∧ ω̃2
2−

−a2
[31]ω1

3 ∧ ω
2

1 − a2
[12]ω2

1 ∧ (ω
1

2 + ω
2

2)− a2
[21]ω2

2 ∧ (ω
1

1 + ω
2

1).
(6.8)
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Òåïåðü íàéäåì äëÿ òêàíè Bl(2, 3, 3) óðàâíåíèÿ (4.6). Ïîäñòàâèì (6.5) â (6.7) è
ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà, ïîëüçóÿñü óðàâíåíèÿìè (6.3) è (6.4).
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

dω̃1
j = 0,

dω̃2
1 = ω

1

3 ∧ ω
1

1 − 2x3ω
1

1 ∧ ω
2

1 + 2ω
1

2 ∧ ω
2

1 + 2(1− x1 − 2y1)ω
1

3 ∧ ω
2

1,

dω̃2
2 = 0,

dω̃2
3 = 0,

dω̃3
j = dλjk ∧ ω

1

k+

+λj2(2x3ω
1

1 ∧ ω
2

1 − 2ω
1

2 ∧ ω
2

1 − 2(1− x1 − 2y1)ω
1

3 ∧ ω
2

1).

(6.9)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç óðàâíåíèé (4.6) â ñèëó (6.5) è (6.7) èìååì:

dω̃1
j = R̃1

jklω1
k ∧ ω

1

l,

dω̃2
1 = −2x3ω

1

1 ∧ ω
2

1 + ω
1

2 ∧ ω
1

1 + 2ω
1

2 ∧ ω
2

1 − (x1 + 2y1 − 1)ω
1

3 ∧ ω
1

1−
−2(x1 + 2y1 − 1)ω

1

3 ∧ ω
2

1−
−2(1− x1 − 2y1)(λ11ω

1

1 ∧ ω
2

1 + λ12ω
1

2 ∧ ω
2

1 + λ13ω
1

3 ∧ ω
2

1)+

+R̃2
1klω1

k ∧ ω
1

l,

dω̃2
2 = −2(1− x1 − 2y1)(λ21ω

1

1 ∧ ω
2

1 + λ22ω
1

2 ∧ ω
2

1 + λ23ω
1

3 ∧ ω
2

1)+

+R̃2
2klω1

k ∧ ω
1

l,

dω̃2
3 = −(1− x1 − 2y1)λ33ω

1

3 ∧ (ω
1

1 + 2ω
2

1) + R̃2
3klω1

k ∧ ω
1

l,

dω̃3
j = R̃3

jklω1
k ∧ ω

1

l.

(6.10)

Ñðàâíèâàÿ (6.9) è (6.10), íàõîäèì:

R̃1
jkl = R̃3

jkl = R̃2
123 = R̃2

2kl = R̃2
3kl = 0,

R̃2
112 = −R̃2

121 =
1
2
, R̃2

113 = −R̃2
131 = −1

2
(x1 + 2y1),

λjk = 0.

(6.11)

Â ñèëó ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ ñèñòåìû (6.11) èç (6.7) è (6.9) ñîîòâåòñòâåííî ïîëó÷àåì:

ω̃3
j = 0, dω̃3

j = 0. (6.12)

Òàêèì îáðàçîì, äèôôåðåíöèàëüíûå ïðîäîëæåíèÿ ñòðóêòóðíûõ óðàâíåíèé
(6.8) ðàññìàòðèâàåìîé òêàíè Bl(2, 3, 3) èìåþò âèä:

dω̃1
j = dω̃2

2 = dω̃2
3 = dω̃3

j = 0,

dω̃2
1 = ω̃2

1 ∧ ω̃2
2 + 2R̃2

1[12]ω1
1 ∧ ω

1

2 + 2R̃2
1[13]ω1

1 ∧ ω
1

3.
(6.13)

Òåïåðü íàéäåì ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèÿ òðè-òêàíè Bl(3, 3, 3), äëÿ êîòîðîé òêàíü
Bl(2, 3, 3) ÿâëÿåòñÿ ôàêòîð-òêàíüþ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ Òåîðåìîé 3 äîïîëíèì ñèñòåìó
(6.8), (6.13) óðàâíåíèåì âèäà (4.5), êîòîðîå â ñèëó (6.12) áóäåò òàêèì:

dω
2

3 = −a3
jkω

2

j ∧ ω
3

k. (6.14)
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Êðîìå òîãî, äëÿ òêàíè Bl(3, 3, 3) äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâà (2.16). Èç íèõ
ïîëó÷àåì:

bi
klj = 4R̃i

jkl + 2ai
mja

m
kl.

Îòñþäà â ñèëó (6.5) è (6.11) íàõîäèì:

b1
klj = 0,

b2
121 = −2ta3

12, b2
131 = −2− 2ta3

13, b2
231 = −2ta3

23,
b2
kl2 = 0, b2

kl3 = 0,
b3
121 = −2(1 + a3

13)a
3
12, b3

122 = −2a3
23a

3
12, b3

123 = 2a3
23,

b3
131 = −2ta3

12 − 2a3
13a

3
13, b3

132 = −2a3
23a

3
13, b3

133 = 2ta3
23,

b3
231 = −2a3

13a
3
23, b3

232 = −2a3
23a

3
23, b3

233 = 0,

(6.15)

ãäå îáîçíà÷åíî: t = 1− x1 − 2y1. Â ñèëó (6.3) èìååì: dt = −(ω
3

1 + ω
2

1).
Òàêèì îáðàçîì, ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèÿ òðè-òêàíè Bl(3, 3, 3), äëÿ êîòîðîé

òêàíü Bl(2, 3, 3) ÿâëÿåòñÿ ôàêòîð-òêàíüþ, èìåþò âèä (6.8), (6.14), (6.13). Ïðè ýòîì
êîìïîíåíòû òåíçîðà êðèâèçíû òêàíè Bl(3, 3, 3) ñâÿçàíû ðàâåíñòâàìè (6.15) ñ êîì-
ïîíåíòàìè a3

12, a3
13, a3

23 òåíçîðà êðó÷åíèÿ, êîòîðûå îïðåäåëÿþò, ñîãëàñíî Òåîðåìå
3, ñåìåéñòâî èñêîìûõ òêàíåé Bl(3, 3, 3). Îòìåòèì, ÷òî ýòè êîìïîíåíòû íå ÿâëÿþò-
ñÿ ïðîèçâîëüíûìè. Â ñèëó (2.25), (6.5), (6.7) è (6.15) îíè äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü
ñëåäóþùèì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì:

da3
12 =

= −a3
12(2 + a3

13)(ω
3

1 + ω
2

1)− a3
23a

3
12(ω

3

2 + ω
2

2) + a3
23(ω

3

3 + ω
2

3),

da3
13 =

= (−2a3
12t− a3

13a
3
13)(ω

3

1 + ω
2

1)− a3
23a

3
13(ω

3

2 + ω
2

2)+

+a3
23t(ω

3

3 + ω
2

3) + a3
23(2x3(ω

1

1 + ω
2

1)− ω
1

2 − tω
1

3),

da3
23 = −a3

23(1 + a3
13)(ω

3

1 + ω
2

1)− a3
23a

3
23(ω

3

2 + ω
2

2).

(6.16)

Óêàæåì íåêîòîðûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (6.16) è íàéäåì ñîîòâåòñòâóþùèå èì òêà-
íè Bl(3, 3, 3). Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé óáåæäàåìñÿ, ÷òî óðàâíåíèÿ (6.16) èìå-
þò ïî êðàéíåé ìåðå äâà ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ:

1) a3
12 = a3

13 = a3
23 = 0; 2) a3

12 = a3
23 = 0, a3

13 = −1
t
.

Îáîçíà÷èì B1
l (3, 3, 3) ≡ B1

l è B2
l (3, 3, 3) ≡ B2

l ëåâûå òêàíè Áîëà, ñîîòâåòñòâóþùèå
ýòèì ðåøåíèÿì. Ñ ó÷åòîì (6.5) ïîëó÷àåì êîìïîíåíòû òåíçîðà êðó÷åíèÿ òêàíåé
B1

l è B2
l ñîîòâåòñòâåííî:

1) a1
12 = a1

13 = a1
23 = 0,

a2
12 = −a2

21 = 1, a2
13 = −a2

31 = 1− x1 − 2y1, a2
23 = 0,

a3
12 = a3

23 = a3
13 = 0;

(6.17)

2) a1
12 = a1

13 = a1
23 = 0,

a2
12 = −a2

21 = 1, a2
13 = −a2

31 = 1− x1 − 2y1, a2
23 = 0,

a3
12 = a3

23 = 0, a3
13 = −1

t
.

(6.18)
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Îòìåòèì, ÷òî òêàíè B1
l è B2

l íå ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè [4]. Íàéäåì óðàâíåíèÿ
êàæäîé èç íèõ.

1) Èç (6.15) â ñèëó (6.17) ñëåäóåò, ÷òî òêàíü B1
l èìååò åäèíñòâåííóþ îòëè÷íóþ

îò íóëÿ êîìïîíåíòó òåíçîðà êðèâèçíû:

b2
131 = −2. (6.19)

Ïðè ýòîì ðàâåíñòâà (2.24) óäîâëåòâîðÿþòñÿ òîæäåñòâåííî. Ïîäñòàâèì (6.17) â
óðàâíåíèå (6.14), ïîëó÷èì: dω

2

3 = 0. Îòñþäà íàõîäèì:

ω
2

3 = dy3. (6.20)

Â ñèëó (6.3) è (6.20) óðàâíåíèÿ ñëîåíèé (2.3) ðàññìàòðèâàåìîé òðè-òêàíè B1
l ïðè-

ìóò ñëåäóþùèé âèä:
λ1 : dx1 = dx2 = dx3 = 0, λ2 : dy1 = dy2 = dy3 = 0,
λ3 : dx1 + dy1 = 0,

x3(1− e2y1
)dx1 + e2y1

dx2 + (x1 + 2y1 − x1e2y1
)dx3+

+2(x2e2y1 − x3x1e2y1
+ x3)dy1 + dy2 = 0,

dx3 + dy3 = 0.

Ïðîèíòåãðèðóåì ýòè óðàâíåíèÿ, à çàòåì èñêëþ÷èì èç íàéäåííûõ óðàâíåíèé ëî-
êàëüíûå êîîðäèíàòû òî÷êè p, ÷åðåç êîòîðóþ ïðîõîäèò îäèí (è òîëüêî îäèí) ñëîé
êàæäîãî èç òðåõ ñëîåíèé òêàíè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ òêàíè B1

l â âèäå:




z1 = x1 + y1,

z2 = x2e2y1
+ y2 + x1x3(1− e2y1

) + 2y1x3,
z3 = x3 + y3.

(6.21)

Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé óáåæäàåìñÿ, ÷òî ýòà òêàíü èìååò òó æå ñåðäöåâè-
íó (6.2), ÷òî è òêàíü Bl(2, 3, 3), çàäàííàÿ óðàâíåíèÿìè (6.1). Ïðè ýòîì Bl(2, 3, 3)
ÿâëÿåòñÿ ôàêòîð-òêàíüþ òðè-òêàíè B1

l .
2) Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì íàéäåì óðàâíåíèÿ òðè-òêàíè B2

l . Èç (6.15) ñëåäóåò,
÷òî ýòà òêàíü òàêæå èìååò åäèíñòâåííóþ íåíóëåâóþ êîìïîíåíòó òåíçîðà êðèâèç-
íû:

b3
131 = − 2

t2
. (6.22)

Ïîäñòàâèì (6.18) â óðàâíåíèå (6.14), ïîëó÷èì:

dω
2

3 = ω
2

3 ∧ d ln t +
1
t
dy1 ∧ dx3. (6.23)

Îòñþäà íàõîäèì:
ω
2

3 = −1
t
x3dy1 +

1
t
dy3. (6.24)

Òåïåðü çàïèøåì óðàâíåíèÿ ñëîåíèé òêàíè B2
l :

λ1 : dx1 = dx2 = dx3 = 0; λ2 : dy1 = dy2 = dy3 = 0;
λ3 : dx1 + dy1 = 0,

x3(1− e2y1
)dx1 + e2y1

dx2 + (x1 + 2y1 − x1e2y1
)dx3+

+2(x2e2y1 − x3x1e2y1
+ x3)dy1 + dy2 = 0,

(1− x1 − 2y1)dx3 − x3dy1 + dy3 = 0.
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Èíòåãðèðóÿ ýòè óðàâíåíèÿ è èñêëþ÷àÿ ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû òî÷êè p, ïîëó÷èì
óðàâíåíèÿ òêàíè B2

l â âèäå:




z1 = x1 + y1,

z2 = x2e2y1
+ y2 + x1x3(1− e2y1

) + 2y1x3,
z3 = x3 + y3 − (x1 + 2y1)x3.

(6.25)

Íåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ýòà òêàíü èìååò òó æå ñåðäöåâèíó
(6.2), ÷òî è òêàíü B1

l .
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òêàíè Bl(2, 3, 3), çàäàííîé óðàâíåíèÿìè (6.1), ñóùåñòâóþò

ïî êðàéíåé ìåðå äâå íåýêâèâàëåíòíûå ëåâûå òêàíè Áîëà, îïðåäåëÿåìûå óðàâíå-
íèÿìè (6.21) è (6.25), äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ Bl(2, 3, 3) ÿâëÿåòñÿ ôàêòîð-òêàíüþ.
Ïðè ýòîì òêàíè Bl(2, 3, 3), B1

l (3, 3, 3) è B2
l (3, 3, 3) èìåþò îäíó è òó æå ñåðäöåâèíó

(6.2).

Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå íàéäåíû ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèÿ ëîêàëüíî ñèììåòðè÷åñêîé ñâÿçíî-
ñòè, èíäóöèðóåìîé ñåðäöåâèíîé ëåâîé òðè-òêàíè Áîëà Bl(r, r, r) íà áàçå åå ïåðâîãî
ñëîåíèÿ (Òåîðåìà 1). Äîêàçàíî (Òåîðåìà 2), ÷òî åñëè òêàíü Bl(r, r, r) äîïóñêàåò
ôàêòîð-òêàíü, òî ïîñëåäíÿÿ ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííîé ëåâîé òêàíüþ Áîëà Bl(ρ, r, r) ñ
òîé æå ñåðäöåâèíîé, ÷òî è òêàíü Bl(r, r, r). Íàéäåíû ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèÿ òêàíè
Bl(r, r, r), äîïóñêàþùåé ôàêòîð-òêàíü Bl(ρ, r, r), è ïîêàçàíî (Òåîðåìà 3), êàê íà-
õîäèòü ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèÿ òðè-òêàíè Bl(r, r, r), äëÿ êîòîðîé çàäàííàÿ òêàíü
Bl(ρ, r, r) ÿâëÿåòñÿ ôàêòîð-òêàíüþ. Óêàçàííûé àëãîðèòì ïðèìåíåí äëÿ íåêîòîðîé
ïÿòèìåðíîé òêàíè Bl(2, 3, 3). Äëÿ íåå íàéäåíû äâå íåýêâèâàëåíòíûå øåñòèìåð-
íûå òðè-òêàíè Áîëà, äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ çàäàííàÿ òêàíü Bl(2, 3, 3) ÿâëÿåòñÿ
ôàêòîð-òêàíüþ. Ýòîò ïðèìåð èëëþñòðèðóåò òàêæå òîò ôàêò, ÷òî äëÿ çàäàííîé
òêàíè Bl(ρ, r, r) ñîîòâåòñòâóþùàÿ òêàíü Bl(r, r, r) îïðåäåëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ,
íåîäíîçíà÷íî.
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