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1� 
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��� �4������# ��������� 4�����1�������# !?*������-# ��)��1��# -�*���M ��6
���5����$��"# ���?,� �����-# ����� � ��?� ?�*&7� ��5��1�$��# .�1 4�����1��6
����� �?�.��� ���*1�����������# .���� ��������.����� ��N��1� ���������*&6
��# ��� ?�*� )���4��� ����� o@p# .�� ��0� ����- )������7�- !/��- � .���� 5��6
1�*&��-" ��������- ��������.����- �����1�# ��� 5������� ��4 � ����?���.����1
-,���# �?����0����� �������.�� )��������*&��� )�������� � ������������1 $��6
*�.����1 )��$���� !�� �����- �0� � ��1# .�� ������������� 5������� �4*�.����
�� �?-4��� ?��& ��������.���� �4����)��1" ����.��# ?�*&7������ �?�.��/# ��
���*& N�4���.��/# ��������/ �����1 �1�M� �)�*�� ������*&��� �*����.�����
���1�����1�.����� ��������# ���*���� ��1�# .�� ��������� N55���� ��� )����6
*� ������-M��- � �� )��-�*-M��- ��)������������ �� 1���������� ������ -���#
.�� ��������� �����1� � )���$�)� ��*�.�M��- �� �*����.����/# �*�������*&��#
�/ ��������.����� �������� 1���� ?��& ��4��1� � ��-4� � .�1 ?�*� ?� )�*�4��
�� )��1��� ���*�0��� ��.��������� 1���*� )�)����&�- ��-����& N�� ��4��$�#
.�� � ?���� ���*��� ��0� 

����1����1 )������7�� ��������.����� ����1?*& ���������/ ���4��1����6
����M,�/ ������*&��/ ���4�.����$ 1���� �h�# �?*���M,�� ����� ���1- ����6
����*&��1� ���)��-1� ���?��� � �1�M,�� ��� ���1�7���M,���- 5�4� �������6
���� �����-��- q ���������������M � ��4��?��4��M# � ���������� � ���1������1
)�� )����-���� ��1)������� ��� ����& ��& �/� -�*-���- ��)���*����1 �?�.��6
�� )����)���*&���� 1�/���.������ ���0���- ���4�.����$# ���*& ������� ���0�
)��/���� 5�4���� )���/�� � �����$�� ��4��*� 5�4 � ��.�� / r = � ��& ��� -�*-6
���- ������������ ���)��&M ���?���# ���*& ������� 1��-���- ��*�.��� !��)��6
1��# N*�����.����� �*� 1��������" ��)�*&��� )�*-��4�$�� ��� ���4�.����$ �
��)���*��� ���7��� !�����������M,��" )�*� ��� !��� ;" 
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����)�*�0�1 �*- )�������# � ���������� ���7���� )�*-# ��0��- ���?����-
���4�.����$� �1��� ����� ��� )�������������/ ���������/ �����-��- )�*-��4�6
$�� pi012# /��������4��1�/ ��������1 .��*�1 irs=, g±;t# �?*���M,�/ �������6
��� N�������# � � ����)*���# �����-,���- � ����1� ���/������ ����0�����1�
N�������.����1� �����M P���& pr34567 ��� ��*�.�� ���7���� )�*- E � ��7�1
)��?*�0���� ?���1 )�*����&# .�� 4��.���� p0r= �� 1��-���- !��)��1��# �4 ���?6
��0���� ��������*&����� �*� ������� �5���.����� ���))� ��11����� N*������6
��� �?�*�.�� 1�*���*� ������� �����-��-# )����1�- N�� ��*&�� �*- �)��,���-
1���*�"# � �� ���1- ��� �*- p±1 = ±puα. � ��-4� �� �������1 �������� �1����-
�?�.��- *������- 4�����1���& �� )�*-# � ���������� )�*-��4��1���� α v= 

��������.����- ��11�

Z(E) =
∑

i

exp(pi(E)E/kT ). !;"

��� ��� ���������������- 5�4� ��*0�� ?��& ?�*�� �)��-��.�����# ?���1 �.�6
���&# ��� 4�����1���� �� ��*�.��� ���7���� )�*-# ��� ���4�.����$� ����������6
������ 5�4� �1�M� ���� 5������������ ������& p0r=# �� ���& ���7��� )�*�
�� ��/ �� ��������� �����������1 ��,��������1 �*- ��*&���7��� ��)�,����1
?���� �������� )����*� �*� ��*���- 5�4����� )���/���# ���*���� ������1� ���6
��$� ��4��*� 5�4 1���� )��������& ��*&�� ���4�.����$� � �����-��� p0r= T��
�4��.���# .�� ���4�.����$� ���?����� 5�4� � ����*���� )�*-��4�$��� p±1 )��6
��� �� �.�����M� � 5�4���1 )���/��� ���,����*���� ������ ��*���- 1�0�� ?��&
�?��)�.��� ��*�.��1 �� 5�4���� �����$� ���?��� ����*�4���������� ���������� θ
!��� ;"# ������� ��4���1 �)�*-��4�����1�# ���?���� )��)����M,��� � *M?�1 ��6
)���*���� ��� ���4��������� ���4�.����$� � �����-��� p0r=# � )�*����&M ��)��6
4��.���� �*- p±1 �== ���4�.����$ 

����?��1 )�*-��4�����1 � ��������� 1�/����� 1�0�� �*�0��& �����6*�?�
)����*� ��?���# 4�)��,�M,�� !�*� )����� ��*&�� )����*-M,��" ����-�����& 5�6
4����� )���/��� � �41������1 �����-��- )�*-��4�$��# ��41�0�� ��*������� ��6
��/6*�?� )���$�)�� ��11�����# ��)��1�� � ��*� 4����� ��/������- ��*����� 1�6
1���� !�)���"# .�� /��������� � �*- � ��4 ���**�������/� ���4�.����$ ��)�
)�*-�����# )�������� ������/ ��)��1�� � ������**� )�*�)��������� 4������ ��
������� ��� ��11����� �� �����$� )���/��� 
*� ��)��1��# � $�*-/ �*����.������
�����������-# )��������1 ���������������M 5�4� ��� 1�*���*� ������ ��,�����#
�����?��������� � )���/ !�������-/" ���1��� ������**�.����� ��7���� �������
��,�����# � �������� /�1�.����� ��-4� N��/ ��,���� ������# .�� !�7����?��4����
������*&���" 1�*���*� p0 = 0 4�������M� � ��7����# � ������ !�N**�)���������
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��)�*&���" �*- p±1 = ±p ���������M� �� ��� 
*� ��,������� N�����- ������$��#
�*� ����*�4����# *�?� ������*&��� N55����# �1������?�*&��� �����-���� � � � 
�������� ������/ 4����-� �� �������$�� � ��*�.��� ��)�*&���� 1�1���� �.�6
�����# ��� 5����1����*&���� 4�)���� �� ����� )�*-��4����# !� )�������1 �*�.��
�*����� ��� �����" ��,���������� )���?��/ N55����� �?O������� ��)����1� �
5�4���# ��)��1�� � ���� )������� )�*-��4�$������� 5�*&��� �*- !)������.�6
��� N*�����1��������� �4��1��������-" �?�.��/ 5������ � *M?�1 �*�.��# 1�
?���1 )�*����&# .�� �������� � *������� ��41��� )�*-��4����� ���-� 1�������6
)�.����� /�������# )��-��� ��41���� ��1�/ ���4�.����$ �*� �?*���� 5�4�����
)���/���# � �� 4����-� �� ���7���� )�*- 

���������������- 5�4� x < 0 � ��7�� 1���*� /��������4����- ��*&�� ���1-
)���1����1�A ��*���� )�*-��4�$���# )����-���� ��?���� ��/��� ϕr34567# �� 4�6
���-,�� �� )�*-# � ���$�����$��� ���4�.����$ nϕ r 34567# ������- ���0� )�����6
0������- )����-���� ! ��*������� ����/6�� ����.����� ���4�.����$ ������ N���
5�4�# �*� )����� )�� ��������1 )����-����� ����*���-� �� ������� x = −∞) 
R�� �������- ��4��?��4��� 5�4� �����,������ )����# � ���������� )�*- �� ���6
�������- ���$�����$�- �)����*-���- �.������� 5��1�*��

n(E = 0) = Z(0)nϕ exp(−ϕ/kT ) = 3n0. !D"

��� n0 r34567 6 ���$�����$�- ���?����/ ���4�.����$ � ��*���� )�*-��4�$���
p0r= 

����1����1 ��)��& ��� ��4*�.��� ���5�����$�� ���7���� )�*- E(x) � )��6
��1 �*�.�� !��� D" E(x = 0) = 0 � )�*� �.��& 1��*���� *������ ��4������� ��
1�������)�.����1 �������*� �*��� l �� ���������� 5������������� 4��.���- E
)�� x = l # � ��*�� �������- ���41����1 �)*��& �� x→ +∞

��� )����-���1 � *���.�� �.����& )�*-��4�$�M �������*�1 ���0���-# ��6
��� ���������--� N�����- ���4�.����$ p(E)E ��/���-���-# ����� )�� 1��*����1
���4������.����1 �41������ )�*- ���4����$�������� ������ )�*-��4�$�� pi(E)
4����-� �� E ��� �� )���1���� 

�.��& ��,��������# .�� �*- ��4��0����� ��4��?��4��� 5�4�# )� ��1�1� ���6
�1� �1��*�# !����1����-" ���$�����$�- .����$ n(x) ��*0�� ?��& �����*&�� 1�6

*�# .��?� ��6?���*�����- �*��� ��*�� λ̄ ≈ �

/√
2mkTgw n−1 ?�*� 1���� 1��&6

7� �������� ������-��- 1�0�� .����$�1� � ����1 )��?*�0���� )�� 1��*��6
��1 �41������ )�*- �)�����*��� ���4��*����.����� �)������# � ���*���� �����1�
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T���5���� �*- *���*�4������/ ��*����/ )������# )� �)����*���M ������*&���
��?��� 1�0�� ��)�*&4����& �?�.��� ����0���� ����������� �?�?,����� ��*�#
�������M,�� �� ��)�*&��M ���4�.����$�

F (x) = p̄(E)
∂E

∂x
= kT

∂ lnZ
∂x

∣∣∣∣
pi=const

=

∑
i

pi(E) exp(pi(E)E/kT )

Z(E)
∂E(x)
∂x

. !@"


 � �� 0� ���1- �4 �?�.��/ ��������.����/ )����*���� �*�����# .�� ���)����6
*���� ����������� ���$�����$�� ���4�.����$ �� �41�����-# ��*� ������*&�� ��46
��*��& ��4 )����0��1� )����������1� �� �4��� !�� 1�������)�.�����" �*��# �
)����*�/ ������/ ���)����*���� ���4�.����$ 1�0�� �.����& ���������1 !���.�
)����� ������- � �?���- )����������# 1�0�� ?�*� ?� 1��-�& N����)�M" �.�6
�����# �����-- ��*�# �������M,�- �� ������� )�*- �� ����� ����*&��� �*��#
��*0�� ��������7����&�- )���)���1 ���*���-# ������� �*- ����*&���� ��4� ��
���/ �*�.�-/ 0�4�� ����� 589 # ���M�� �4

F (x)n̄(x)dx = kTdn̄ = n̄p̄(E)dE. !B"

)�*�.��1 �?�.��� �*����.����� ���)����*���� +�*&$1���

n̄c(E) = 3n0 exp

⎧⎨
⎩

E∫
0

p̄(E)dE

/
kT

⎫⎬
⎭ . !E"

� ������� ������ ���1)����.���� )���/��-� �?� ��������� ����������# 8��1�6

����� � +�4�6T��7�����# �*- *M?�/ �*�?��4��1��������M,�/ .����$# )�� ��*�6
��� 1�*�� )*������� .���* 4�)�*����-# � �������.�� �*�?�1 � 1��*����1��-M6
,�1�- )�*� 

�� �����1 �*�.�� ���5�����$�- ���7���� )�*- ?���� �1��& ��� !��� @"

��� ��� 1� )�*����1# .�� �� �������� )�*-��4�����# �� ��?��� ��/��� ��
4����-� �� ���7���� )�*-# �� ����������- ���$�����$�- ��)�*-��4������/ ���6
4�.����$ � ��4��?��4��� 5�4� ��������- )��0��� n0 ���M�� �.������# )�*��-
���$�����$�-

n̄q(E) = Z(E)n0. !F"
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 ��� �������� )���4��&

n̄q(E) �= n̄c(E), (n̄q > n̄c), ��*� α �= 0. !<"

� ���)���M� ��*&�� �*- pir34567 # ����� )�*-��4�$�- �� 4������ �� )�*- ������
��� ����� � �?,�1 �*�.�� )���4��*&��� 4�����1���� ������� )�*-��4�$�� pi(E)
N�� �� ��� ��N��1� �41������ !1�������)�.�����" ���5�����$�� ���7���� )�6
*- �� 5�����������1 �������*� �*��� Dl �41��-�� ����������M ���$�����$�M
���4�.����$ n̄(E) �� ���� ��4��?��4��� 5�4� �)*��& �� x→ +∞ 
 ��*� )�*� ��6
4�����-# ��)��1��# 1�0�� )*������1� �?�.���� N*�����.������ ������������# ��
���4������.���� 4��-0�- !���*& ������ ?�*&7�� x→ +∞" ����������� )�� �����
���$�����$�� !?�*&7��" � ��4�-0�- )�� ������ !1��&7��"# �*- Tr34567 1� 1�6
0�1 ���?���& ���*& ������ 1���� N������ � ���1������ 4� �.�� )������� �41�����-
�1����� N���� ������������# 4����.���- ��*&�� ����.���# � ������.����� ��*�.�6
���� N������ �*- �41�����- )�*- � �������*� !6l#ul) # �������- *�7& )���0���&
��������� ��*�.����� ���1��� !4����-,�� �� *������� ��*�.��� ������������"
1�0�� )���4��-����# ���?/���1�� �*- �41�����- ����������� ���$�����$�� 


*- ��4���7��� ����1 �?��4�1 )�������� 1�0�� )���*�0��& �*���M,�� �?O6
-������ ��*� ����1�������& �*����.����M �����1� ��� )����*&��� !���1)����6
.�����" �*�.�� ���������# 1�0�� 4�1����&# .�� � ��������� 1�/����� ��4�*&���
��?*M����- )���$�)��*&�� 4������ �� ��)� N��)���1���� ��� ��� �1)�*&� �
����������# ���?,� �����-# -�*-M��- �����1�����1� ��?*M���1�1�# �/ 4��.�6
��-# � 4��.���- �����/ ��?*M���1�/# 1���� ?��& ��4*�.��1� )����� )���1�#
.�� )�����*�0�� ��4��1 N��)���1����*&��1 )�*��1 ��?���1 ���1�����/ !��16
1�����M,�/" ��*�.�� � ��*� ��?�� ���� �*� ����� ��?���# � � ��) N��)���1����
�)����*-���- ����16*�?� ���7��1 )���1����1# ��)� ���5�����$�� ���7���� )�6
*-# � ��������-- )���1����- ��)���?�� )�*-��4�$�� 4������ �� N���� ���7����
)�*-# �� � /������������� ��������.������ ����1?*- 1���� 4������& �� 1�������6
)�.������ )���1����# �)����*-M,��� )��1������ � ��4 )����������� )����*���
� ��������� 5�4��� !.�� ������� �� ��)��� � )��1������ �4�������� �)��������
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