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N*�1����1 1���*�# ����� 0�# ��� � ���*&��/ N*�1����� ��������$�� 
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5��1�$�� � �������1 )���1�,���� )��������1� � ����

� � �� � �� �2,
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A =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂u1
∂x1

∂u2
∂x1

∂u3
∂x1

0 0 0 0 0 0
0 0 0 ∂u1

∂x2

∂u2
∂x2

∂u3
∂x2

0 0 0
0 0 0 0 0 0 ∂u1

∂x3

∂u2
∂x3

∂u3
∂x3

∂u1
∂x2

∂u2
∂x2

∂u3
∂x2

∂u1
∂x1

∂u2
∂x1

∂u3
∂x1

0 0 0
0 0 0 ∂u1

∂x3

∂u2
∂x3

∂u3
∂x3

∂u1
∂x2

∂u2
∂x2

∂u3
∂x2

∂u1
∂x3

∂u2
∂x3

∂u3
∂x3

0 0 0 ∂u1
∂x1

∂u2
∂x1

∂u3
∂x1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

BT =

⎡
⎣ ∂/∂x1 0 0 ∂/∂x2 0 ∂/∂x3

0 ∂/∂x2 0 ∂/∂x1 ∂/∂x3 0
0 0 ∂/∂x3 0 ∂/∂x2 ∂/∂x1

⎤
⎦ ;

q = [
∂u1

∂x1

∂u2

∂x1

∂u3

∂x1

∂u1

∂x2

∂u2

∂x2

∂u3

∂x2

∂u1

∂x3

∂u2

∂x3

∂u3

∂x3
]T ;

� � o e11, e22, e33, e12, e23, e31pT  

���4�� ��)�-0���� �1��� ��1)������

σ = [σ11, σ22, σ33, σ12, σ23, σ31]T .

8�4�.����� ������7���- 1�0�� ��)�-0���-1� � ��5��1�$�-1�# �.�����M,��
��1)��������� ��5��1�$�� � ��.�*&��� ��)�-0���-# �1�M� �*���M,�� ���

σ ] E(σ0, x, T
∗, t)X^� 	 �T _� σ0!
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��� E(σ0, x, T
∗, t)6 5���$�-# 4��.���- ������� �����������M� 1���*M �)�������

�����M,��� 1������*� � 4�����1���� �� ��)�-0������ �����-��- σ0# )�*�0���-
��.�� x# ��1)������� T ∗� ���1��� tU eT = [α1ΔT, α2ΔT, α3ΔT, 0, 0, 0]T

W ������ ��1)��������/ ��5��1�$��U σ0 W ������ ��.�*&��/ ��)�-0����U D W
1����$� 1������*&��/ ��������

D =
1

(1 + ν)(1 − 2ν)

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 − ν ν ν 0 0 0
ν 1 − ν ν 0 0 0
ν ν 1 − ν 0 0 0
0 0 0 (1−2ν)

2 0 0
0 0 0 0 (1−2ν)

2 0
0 0 0 0 0 (1−2ν)

2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

;

ν W ��N55�$���� �������� 1������*� N*�1���� ��������$�� 

�)�*&4������ )���?���� ������7���- 1�0�� ��)�-0���-1� � ��5��1�$�-6

1� ?�*�� )����*&�� ����0��� ���*&��� )�*�0���� ��* )� ��������1 1������*��
��4�������/ N*�1����� ��������$�� ��5*������# �?O��������/ � ��)�-0����M
�������M �����1� � �41��-M,�1��- 1������*&��1� /�������������1� )�� �*�6
��*&��� N��)*����$�� � ���1��� 

���������� 4���.� 4�1������- ��������-1� ���������- � �����.��1� � ��6
.�*&��1� ��*���-1� � ��.����� �����4�� ����1������*��& �?O�1��� ��*� !��*�
�������$��" � )����/����� P�1*� � ��1)��������� )�*-# /���������� ������$��6
�����1 ��?���1 

������� �*- ��������- ��5��1��������� 5��1� ����0�M,�� )����/�����
� ����*&��� .���� ��5*������ -�*-���- )���$�) ��41�0��/ )���1�,���� �*-
�)����6����1�.����/ 4���. o D p∫

V

[ρüT δu + σδe − pδu]dV = 0,

��� δ W �����$�� �����������M,�/ ��*�.��U 
W ������ 1������/ ��*# u̇� üW �������
�������� � ��������� 

� ��.����� .��*������ 1����� ��)�*&4���*�- 1���� ����.��/ N*�1����� ��16
)&M������ 1���*�������� ��*������/ 4���. )���4����*��& )� 1������� � ��)�*&6
4������1 )����� ~�z�z 

�������1 ��)����1 )�� 1���*�������� ��)�-0����6��5��1���������� �����6
-��- ��5*������� -�*-���- ���*������ ����0�M,�� )����/����� �� �������.�6
����� )��5�*-# ����0��1�� ��*�.���� ��������������.���� ���*�����- !���" 
��� ���& /������������� ��*�.�- )�*�.����� )����/����� �� �������.����� �
������ .��*����� 1������� ��.��1�# )� ������1 )���4������- ���.�� ���# -�*-6
M��- �4*� ����.��6N*�1������ 1���*� ����0�M,�� )����/����� ��0��- ��.��
)��*� )��*�0���- �����4�� �1��� ���������� !xi, yi, zi) ����1 �?��4�1# ��*� ��.6
��� 4��.���� z )���-�& �����1 z = (x2

i + y2
i )/4f # �� 5��1�*� �*- ���*�����- �

��0��� ��.�� ?���� �)����*-�&�- ����0����1

Oi =
2F |zi − z|√
x2

i + y2
i + 4f2

,



��
��� �����	�����	� ��

��$�#��	&� "��� HE

� ��� )����/����� W ����0����1 ��� r

√
1
N

N∑
i=1

2
i # ��� f W 5������� ������-���

��5*������ 
����1������ ��� )�*�0���- ��5*������ ��������*&�� )�*�0���- ��*�$� 
������ W ��*�$� ����,��� ��5*����� � 5�����*&��� ������� ��� N��1 �.�6

��*��&# .�� ����0�M,�- )����/����& �4 1���**�.������ ����)�*���� )��)����6
�� <=Q N������ ��*��.��/ *�.�� ������ )�*�0���� ������������� ����,���M
� ��*&��� ������� ��� N��1 ��*���� N*�1���� ��������$�� ��5*������ )��6
�����M��- ����,���M ?�4 4�������- ����&� )�*�0���� W ?������ ����,���� ��6
5*������ � N��1 )�*�0���� ��41�0�� ���?�*&7�- �������1������& ����,���-
����*&��/ N*�1����� ��5*������ �464� 4�������- �/ �����1� N*�1����1� 

����.����� �������������� ��� ���)����*���- ��1)������� � N*�1����/ ���6
�����$�� oBp ��������*&��� 4��.���- ���# �����������M,�� N��1 )�*�0���-1#
)�������� � ��?*�$� 

����,���� ��������*&��� ���
8�����*&��� ; ;
��*&��� ; DE
+������ ; B

��� ����� �4 ��?*�$� ��4*�.��� )�*�0���- ��5*������ ��������*&�� ��*�6
$� )�����-� � ��4*�.��1 ��������1 ���)����*���- ��1)������� � N*�1����/ ��6
5*������ �*�������1 N���� -�*-M��- �����������M,�� ��5��1��������� �����6
-��-# )�����-,�� � ��4*�.�M,�1�- 5��1�1 ����0�M,�� )����/����� � 4��.�6
��-1 ��� ��4�*&���� )���4���M�# .�� ���?�*&7�� ����0���- ����0�M,�� )�6
���/����� � �/��7���� ��.����� ��?��� ������ 4����.���� ��)�# �*����� �0����&
)�� ?�����1 ����,���� ��*�$�1 

��41�0����� ����*������ � ���1��� ����1�������1�- ��������$�- 4����.6
���� ��5*������ �1��� ��41�0����� ����*������ ����0�M,�� )����/����� )��
N��)*����$�� �� ��?��� P�1*� ����- ����*������ )���)�*����� )��0�� ����� �46
1������ )�*�0���- ���$�� ��*���/ �)�$ 4� �.�� �41�����- �*�� ������ ���-0�6
��- 
*- �?����� ��������$�� ����*������ )����/����� ��41�0�� *�7& 4� �.��
�41�����- �*�� ���� ��-4���M,�/ ��*&��M � �?����M 5�����*&��� ���� 

����1 �?��4�1# 4���.� �)���*���- 5��1�� ����0�M,�� )����/����� � ��6
)�-0����1 �����-���1 ��5*������� �������� ��������$�� ��7�M��- ���4����6
��.����1 ����*��������1 5��1� )����/����� ����)�*���� �41������1 �*�� ���� 
�� ������ 1������� ���.��� 5��1� )����/����� �������- 1����$� �*�-��- �46
1�����- �*��� �)���*-M,�/ ���� �� �1�,���� ��?�����/ ��.�� )����/����� 
�)�� )��1�����- 1����$� �*�-��- o@p )���4�* ���M N55���������& �*- )���?6
��/ ��������$�� �� ��4�*&����1 �41�����- ��������� ��?�����/ ��.�� )����/6
����� ���*&���� ����)�*���� ����.�����M��- �/ ���*�����- �� )���������1���
)�*�0���- � ����.�����M��- ���?/���1�� �41�����- �*�� �)���*-M,�/ ���� �
��)�*&4������1 1����$� �*�-��- )���1�,���� 

T55���������& 1������� ��1)&M������� 1���*�������- )������0���� *�?�6
�������� 5�4�.����� 1���*&M 4����.���� ��5*������# )���4����� �� ��� @ ��6
���������M,�- ��1)&M�����- ����.��6N*�1�����- 1���*& �����0�*��& �������6
$�����1� ��*�1�# �������M,�1� �� )����/����� P�1*� �� ��4�*&����1 �41�6
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���?/���1�� �41�����- �*�� �)���*-M,�/ ���� � )���4����*��& ����*������
5��1� )����/����� �$���� N55���������� ����*������ )���4����*��& )� ��*�6
.��� ��� )�*�0���- 1�������/ ��.�� �� )���������1��� )�*�0���- ��� ���?6
/���1���� )���?��- ����*������ )����*0�*��& �� )�*�.���- 4������� ��*�.���
��� 

���� '� I�"��������� 
����
 ��������2� �����������


*- )�����4�������- ����1��� ��*�?���*&���� )��$���� �� �1)�*&��� ���6
����*�� �����1� �)���*���- ���1�.����1 �))�����1 �*� ������� ����1�.������
��4�������- ��0�� 4���& ��?�������� .������ � ��?�������� 5��1� ��*�?����
��5*������ 

��� ���*�4� ����1�.����/ /������������ ��������$�� )���)�*���*��&# .��
5���$�- )���1�,���� ��)������ ��4��*���� )��������������/ � ���1����/ )�6
��1����/ �(x1, x2, x3, t)� �(x1, x2, x3)
�t� ���*� ��������4�$�� �����$�������
��������- ����1�.����� ������ �)������� )�*�.����- 1����.��� ���������

Mv̈ + Cv̇ + Kv = F,

��� �# �# � W 1����$� 1���# ��1)5�������- � 0��������# � W ������ �4*���/
��* 

����)�*������- 1�*�� �*�-��� ��1)5�������- �� ��?�������� .������ � 5��6
1� ��*�?���� ��5*������ ��������*-- �4*���� )���1�,���- � ���� 5���$�� 
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� � Xg2!1ω7"# )���/���1 � 4���.� �� ��?�������� 4��.���- 1����$�# �����������6
M,�� ��������$�� ��5*������ !� W ω2�" � � = 

�� ��� B )�������*��� ��0��� .���� ���.����/ �)������ .����� �*- 4����.6
��/ ��������$�� ��5*������� 

���� (� ��	���
���
 ������� ������ �� ����D���� 6��
����	 �������
��� �����

��� ����� �4 ��� B# ��,��������� �*�-��� �� �)���� ���4����� ���-0����
N*�1����� �������� .���� ��������$�� ��5*������ 	��*�.���� ���-0���- N*�6
1����� 5�����*&��� ���� )������� � ?�*�� ��*&��1� ��4�������M .����� ��?6
�������/ ��*�?���� ��������$�� ��5*������ �� ��1��� 5��1� ��?�������/ ��6
*�?���� �*����� ��1����&# .�� ��.�*&��- .���& �)����� 1���� )�����0��� N��1�
�*�-��M# ��� ��� N�� .������ �����������M� �����*&��1 ��*�?���-1 ��5*����6
�� 

�� ��� E )���4��� �*�-��� ��������$�� �������� �����1� ������� 4����.����
��5*������ �� �)���� ��?�������/ .����� ��*�?���� ��� �����# �������- ���6
�����$�- �������� �����1� �?��)�.����� ?�*&7�M ����1�.����M 0�������& ����
��������$�� ��5*������ 

�)����� .����� �� ��� B � E �1�M� /���������� ���# ��.�������� ���)���M6
,�� � ��4�*&����1� .��������� ���*�4� ���)����?������/ ������# )���������1�



HC 
�������� ����

���� =� ,������ ����������� 	����	�� �����
� ���������� �� ������ ��"��	�����
�������

� oEp 
4 )�*�.����/ ��4�*&����� �*�����# .�� ����1�.����- 0�������& ��������6
$�� ��5*������ ��,�������� 4������ �� ��������� �������� �����1� +�*&7�M
0�������& ��������$�� ��5*������ �?��)�.����� �������- ��������� ��������
�����1� 

�� ��������� )���������/ ���.���� )���*�0��� ����1����$�� )� �)��1�4�6
$�� ��������� 5�����*&��� ���� ��5*������ � ������������ � 4������� ��*�6
.���� ��� ����0�M,�� )����/����� �� ��� F )���4��� ��4�*&���� ���.����
����������� 5��1� ����0�M,�� )����/����� � ��4��1� 5�����*&��1� ���-1� 
��������$�-# � )�.�� � ��� ��4� 1��&7�1 ��*�.�����1 ����# 1�0�� �1��& ���#
��4��.���*&�� ��*�.�M,���- �� ��� ��*�.��� �*- 5��1��?��4�M,�� �����1� �
?�*&7�1 ��*�.�����1 ���� 

'���*�������� ��)�-0����6��5��1���������� �����-��- ��5*������ � )�6
���/����� P�1*� )�� �������� ��* �������$�� )���4�����# .�� 5��1��?��4����� �
��)�-0����1 �����-��� �)����*-���- ��*�.���� ���-0���- N*�1����� 5�����*&6
��� ���� ��� ��4��.���*&��� ��*�.��� ���-0���- N*�1����� 5�����*&��� ����
�*�-��� ��*� �-0���� ���?���� ��*&�� )��-�*-���- )�� )�*�0���� ��5*������
�.�7�� ����/� � ����0����- � �1�,���-/ $�����*&��� .���� ��5*������# )���?6
��4�M,�/ ����4�� �4 )���?�*���� � )����/����& N**�)����� ��� �������.��1
���-0���� N*�1����� 5��1��?��4�M,�� �����1� )���?��� ����0���- ������-�6
�- 1�*�1�# ���41���1�1� � )����7����-1� ���.����� �/�1� ��� ���)�*�0����
��5*������ �.�7�� ���4� ���*�4����- ���1��&7�� ���# � � ���*�.7�� )��?*�6
0���� � )�������� 5��1� ����0�M,�� )����/����� 

���*�4 ��4�*&����� 1���*�������- �?����/ ��5*������� )���4�����# .�� �*-
��/ /��������� *�.7�� )��?*�0���� ����������� 5��1� ����0�M,�� )����/��6
��� � �� )�������1� )��5�*M � )������0����� N���� 1�0�� )������� ������



��
��� �����	�����	� ��

��$�#��	&� "��� HH

���� 5� �����
���� �������	�

���� J� �����
���� �������	�



;== 
�������� ����

)� ��4����M *�?��������� 1���*� ���1����1 F 1�����# �)������� � o;p � $�6
*�1 ��������$�- ?�*�� �����.��� �464� ��*�.�- 0������� �?���# ��� )�� .��*��6
��1 ���*�4�# ��� � )�� )�����.����� ���*�4�$�� ������ )�� ���*�����-/ �?���
�� 4������� 5��1� )� ��4*�.��1 )��.���1 �# ��������������# )�� ����0���6
-/ ����0�M,�� )����/����� �*�.7��& �����$�M � ��*���-/ 5���$����������-
�� ��?��� ����*������1� )���?�� 4����.��1� ��5*������ �� )�������*-���- ��46
1�0��1 

�2�'�3 "�4%5(4�5&

o;p �dfYgZ y {Yie\|_feY �Y`jYagdZ| zZgcGZcgYj ^\g zi_GY ~iiedG_Zd\`j W zZ\G}[\ehA
D==D W D@= G 

oDp '���� ����.��/ N*�1����� � 1�/����� ������/ ��*S ��� �?, ��� 
� � ��/����� � 
 �*&���?�/� 6 ����A ��,� 7��*� ��*����� �4�6��# ;HCD 6
BC= � 

o@p +�*��� 	 � # T���/�5�� � � # 9��7���1 � % ���4������.����� ����*�����6
��� 5��1� ���1�.����� ������� ���1����1 ;E 1 �\cg`_e \^ zi_GYGg_^Z _`]
I\G}YZj# ;HCH# �\ @# ii ;DH6;@F

oBp +���� � � # ����1���� � � # ��*������ � � # 3,�� � � SS 
4� ��4�� 8�6
4��� W D==B W � B< W V;= W � ;E6;C 

oEp +���.�� � � # ���)�� 
 
 # �*�1�� 
 ' � �� '�/����� ?�*&7�/ ���1�.�6
���/ ��������$�� W ' A 8�������*# ;HH< W @;B � 


