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���� �4��1��������- � )���1�,���� �����$� �������� �)*��& �� ��4��7���- 1�6
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����?��� 1����� ����� ��7*� )�����.����� )��1������ ?*������- )������
���*�4�$�� ?�4 �*�0���� � ���1�4����� �?���������- o;p �����*&����& 4��*M6
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��5��1�$�����6)��.������/ /������������ 1������*�� �4��*�� � )��$���� �4��6
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����4�� ������� )��/��� ������� � 1�����*����# )�4��*-M,�� �4 1��0�����
�/�1 �����0���- �.����� )����/����� ��?���& �����# ������� )�� ���1��&7�1
��*�.����� �41��-�1�/ � )���1*�1�� ��.����&M ��*�.�� )�4��*-M� ���*�4����&
���?�*�� �����.���� �*�����1 ��.��*���� 4��.���� ���?��1�/ /������������ 

���/�� �����������- �� 5�4���61�/���.����� 1���*� 1������*�# )���)�*�6
��M,�� ��*������M 5���$����*&��M ��-4& ��)�-0���� � ��5��1�$��# 1�����6
�*&��� 5���$�� � ��������� ������� �)����*-M��- �*- ��)����1��� �4��*�- 
���������� 4���.� P���.� 5��1�*������- � )�4�$�� 1�/����� ��5��1����1���
�������� ��*� ����)�*������-# .�� )��$��� ��5��1�������- ���4������.�����#
)�N��1� ���1- Z �/���� )���1����1 
�5��1�������� )���4������- )�� )����6
-���� ��1)������� � �����1� ��������� ��*M.��� ��������� ���������- �*-
��)����1��� 1������*� [(

δj
i + uj

,i

)
σki
]

,k
+ F j = 0, !;"

��-4& )���1�,���� � ��5��1�$�-1�

εij = ui,j + uj,i + uk,iuk,j . !D"

��)�-0���- � ��5��1�$�� )�������*-M��- 5���$����*&��� 4�����1���&M
�464� ��41�0��� �*�0����� 5�4�.����� 1���*� 1������*�

σij(x, t, T ) = Φij(εij , σ
0ij , x, τ, T, β) |t0, !@"
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��4��/ ��.��/ ��*�# ��41�0����& �*�-��- )���7�����M,�� ������� �����0���-
!�-4���)����� )�������� 1������*�"# �*�-��� ��1)������� � �����/ )���1�����
!5�4�.����/# ���1����.����/ � �� " �� ��-4& σ ∼ ε 

P�����1���& σ ∼ ε -�*-���- �)����*-M,�� �*- 5��1�������- �)���?� ��)�6
����� � �������������� �*- �����.��/ ��*����# 4�1���M,�/ 1���1���.����M
)��������� 4���.� ���# �*- ��)�����- �4����)��/ 1������*�� 1�0�� ��)�*&4�6
���& �����11����.��� ���������# ����� ��� �*- ���4����)��/ 1������*�� ?�*��
)��/��-� ���������# �1�M,�� � ��.���� N**�)�����*&��M 5��1� 
*- ��)���6
��- 1��������� ��*� 1�0�� ��)�*&4����& ���*���.����� ��7���- ���������/ 4�6
��. �*- )�*�)�����������# ����� ��� �*- ��)������ 1������*�� )*�����.���/
�4��*�� ��0�� �.������& �/ ��*,��� 

��0��1 1�1����1 -�*-���- �������������& 1������*� � ��4��/ �?*����� )�6
���/����� ��*� � � 4�����1���� �� �*�?��� 4�*�����- )�� )����/����&M T�� �*�6
-��� )��-�*-���- )� ��4��� ����$�� 1������*� � ��4*�.��/ 4���/ )����/�����
��*� ��*�.�� 5�4���61�/���.����/ /������������ )����/������/ �*��� �� �*�6
?����/ )��-�*-���- � ����7���� )���?�- 4�����1���� ��*� ��)�����*���- ��
�*�?��� ����*�����- )�� ��)�����-/ ����*������1 0�����/ ���������� 

'%
 )��1���1 ���0� �*- �)����*���- ��)�-0������� N*�1����� ��������6
$�� 

K 65(��$�&% �'"���< ����������- ��7� �����1� ��������� 1�/�����
��5��1����1��� �������� ��*� ��)�*�-���- �����.��1� ��*���-1� 
*- '%




	�
 &��	� ��&��	���� �����-� � ������	�����	�� ;=@

)���)�.����*&��1 -�*-���- ����- 5��1� ������.���� ��������� )�� ����*���6
���# �*- ������� � ����*��� 1������*�� �� ��5��1�������� )����/����� ��*��
��)�-0����� 4��� ?�* �)����*-M,�1 T�� ��0�� �*- ������������ �?������ 4�6
��.� � �*�����1� �)����*���- 1������*&��/ )���1����� 1���*��# �)�����M,�/
��*������� N55���� ��5��1�������-# )��-�*-M,���- � ���?�*�� ��)�-0�����
4��� 
*- '%
 ���0� 0�*���*&��1 -�*-���- ���41������& ��41���� �?*���� ���6
����� � )����/����&M 1������*� � )��$���� ��)�����-# .��?� ��.�*&��� N��)
4�����1���� ��)�����*���- �� ��5��1�������- ?�* *������1 

����)�*������-# .�� ���������- �?*���& z )����/����� 1������*� )�� ��)���6
��� �������- )����-���� � N��� 4��� ��.��1 )����/����� 4���M��- )���1�,���- 

U(x) = Us, x ∈ S. !B"

� ����*&��/ ��.��/ )����/����� 4������- ���1�*&��� ���*���� � ����������
������*&��/ )����/������/ �����4��

σn = −p � στ = 0 �*- x �⊂ S. !E"

L �(5�(C����(< 2�'4(���3( A(�($� �����1� ��������� !;" W !E" N���6
��*����� 5���$����*&��1� ��������M �� ������ )���$�)� ������*&��/ ��?��∫

V

σijδεijdv −
∫
S

(σnδw + τδu)ds = 0,

��� δ] � δh W �����$�� )���1�,���� ��.�� ���������� )����/�����# �����������6
M,�� )���1�,���-1 ��������� �$�)*������ � )����/����&M 1������*� � )����/6
����� ��������U σn � τ W ���1�*&��� � ������*&��� ��)�-0���- �� ����������
)����/����� 

�����- � �����.��/ ��*���-/# �*����� �.������& �*�.�� ��)�����- *������/
1������*�� � N��1 �*�.�� ��0�� �.������& ��*&��M �����.��M )����/����&
*�������� 1������*�# � ��.��/ ������� �*����� 4����& ��*���� )���1�,���- )��
)�*��1 �$�)*���� � 0�����1 �)����1 ��*�1 �*� �.���& )�����*&4������ 


*- �)����*���- ���������/ 4��.���� 1������*&��/ �������� 5�4���61���6
1���.����� 1���*� 1������*� ��0�� �1��& ����� 0� ��*�.����� ��4�����1�/ ��6
)������ �� ���&# ��?���- 5�4���61���1���.����M 1���*&# ��0�� )*��������&
����� ��*�.����� ��4�����1�/ �)���?�� ��5��1�������- 1������*�# ���*&�� 1�6
�����*&��/ �������� � )���1����� 1���*� ��1 ��0�� )�*�.��& � ����� ��� N��1
�*- ��0���� �)���?� ��)������ 0�*���*&�� �1��& ���*���.����� ��7���� ����6
�������M,�� ������� 4���.� ��*�.����- �����1� ��*0�� �1��& /���7� �?��*��6
*����M 1����$�# ���.� )����7����� N��)���1����*&��/ �41������ �� )�4��*-�
)�*�.��& ����1�� 4��.���- � ���?��1�� ��.����&M 

P �5�B%5 5%("�A(C�� ��	 ����1����1 ���*�4�$�M '%
 �*- �)����6
*���- �)����/ �������� N*����.���� ��4���)���?���� 1������*� � N��1 �*�.��
��-4& ��)�-0���� � ��5��1�$�-1� �1��� ���

σij = 2G(εij +
ν

1 − 2ν
εkkδij),

��� y � ν W 1���*& ������ � ��N55�$���� �������� 
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�?,��4������1 -�*-���- 1���� ����*�����- ��������� � )����/����& ���*�6
���1��� 1������*� ��� N��1 1�0�� ����1�������& ��4*�.��� ��*���- �$�)*���-
� 4��� ����������� �4��1��������- 
�)�*&4������ ��*&�� N���� ���� ��5��1���6
����- )����/�������� �*�- 1������*� )�4��*-�� )�������& 1������� �)����*���-
�)����/ /������������ 1������*��A 1���*- �)������� � ��N55�$����� ��������
oDp ������ N�� 1������� ��N55�������# ��)��1��# �*- 1�*��0�1��1�/ 1���6
���*�� o@p# � ������/ 4��.���� ��N55�$����� �������� ?*�4�� � = E ����� ���
�������.�� ��.��� �)����*���� ��*�.��� ��N55�$����� �������� ����/ 1�����6
�*�� ��0�� �*- )���*����/ 4���. 

����1*���� ��4��?����& �)���? *���*&���� ��5��1�������- �����.���� � )�6
���7����-1 ��)������ )����*� � ���1�,���M ����*�����- � 4����.�����- ���6
������� )����/����� 
�)�*&4������ 4����.�����- )*�,���� �������� ���*����6
1��� 1������*� ���������1 )���)�*����� �����������M,�� ��7���- 4���.� ���6
��� �)������� oBp T�� ��7���� ���� 4�����1���& 4����.���M,��� 1�1����# ���6
����M,��� �� $�*�����.����� �������� ������� α# �� 1���*- �)������� 1�����6
�*� )�*�)����������� � ��*� 4����.�����-

M =
16
3
Ga3ϕ.


�)�*��� N�� ������7���� 4�����1���&M ��*�# ����*���M,�� $�*�����.�6
���� �������� � �)����� )�*�)�����������# �� �*�?��� ����*�����-

P =
2EHa
1 − ν2

� 4�����1���&M 1�0�� �)����1� ���������1�

2G =
E

1 + ν
,

)�*�.�1 �����1� ��������� �*- �)����*���- �)����/ �������� 1������*� 
��7�� �����1�# )�*�.�1 �*���M,�� ����0���- �*- ��N55�$����� ��������

� 1���*- �)�������

ν = 1 − 3MH
4a2ϕP , E = P (1−ν2)

2Ha

T��)���1����*&��- )������� N���� �)���?� )���4�*� o@p �*���M,�� � ��*�.��
�� �����/ 1������ �� ��4������ 4���������� )�� ��.��*���� 4��.���� ��N55�$�6
����� �������� �*�?��0�1��1�/ 1������*�� ���1� N���� ��.����& �)����*���-
��N55�$����� �������� ���4�*��& �� )��-��� ��7�# .�1 )�� ��������1 ����-6
0���� 

����1 �?��4�1# �����# .�� �.�� ���/ ���?������ )��/��� �# )��0�� �����# ��6
.������ ���/ ��,�������� ��4*�.��/ ����� ��5��1�������- )�4��*-�� )�*�.��&
�����.���� �*�����1 � N55�������M 1������� �)����*���- �)����/ ��������
'%
 

W �5�B%�%��% ��	 �"< �25%�%"%��< �'����&R �%F�5B(C����&R
'��;'4� B(4%5�("�� � )���������1 ��7� )��/��� )���)�*������-# .�� ��6
?�� 1���*� 1������*� ���*�� 4������ �� ������ ��5��1�$�� � ��5��1�$�����/
��������/ 1������*� ������ )�����.����� ������� )�������*-�� )��/��# �����
���������� ��� 1���*� 4������ �� �)����*�� � ��-�*-���- � )��$���� ��)������
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1������*� �4��*�� ��� N��1 )���)�*������-# .�� �1�M��- �������.��� �.�����
���?����� )����/����� �������� ��*�# �� ������� 1�0�� ���,����*-�& ����������
��*���� ��4��������# � .�� ��41�� 4��� �������� 4��.���*&�� 1��&7� ��41����
���?����� )����/����� 

��41�0�� �*���M,�� �*�����1 )��1�����- '%
A

; �������� �4����)����� ��5��1�$�����/ ������� ���*& )����/������/ �*�6
�� ����*������1 )� ���1�*� � )����/����� ���������� � )*����1 N**�)6
��.����1 ���-����1 � )*��� ���������1 
*- ?*�4��/ 4��.���� �*�?���
����*�����- � )����-���� ��*�� !� )����*�/ )����7����� �41������" )��
��4*�.��/ ��*�/ )������� ��������� ��*����- 4��*M.���� �? �4����)�����
)����/�������� �*�- ��*� � )�������1 �*�.�� ��*&���7�� ��)�����- �*�6
���� )�������& ��*&�� � N**�)��.����1 ���������1 

D �������� ������������ ��5��1�$�����/ ������� 1������*� )� �*�?��� ���6
�4������- ����*������1 ��*&$���/ �*� �)*�7��/ � )*����1 ���������1
���������� ��4*�.���� ���1����# � )��*���M,�1 �)����*����1 �)����/ )�6
���-���/ 1������*� �4��*�- 
41������ !���*�.���� �*� �1��&7����" )�6
*�.��1�/ 4��.���� 1���*- �)������� )�� ���*�.���� ���1����� �������6
��� )���4�����# .�� ��5��1�$������ �������� �*�?����/ �*��� 1������*�
��*�.�M��- �� )����/������/ 
*- �)����*���- )���1����� 5���$�� ����6
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