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A =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
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∂u2
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∂u3
∂x3

∂u1
∂x2

∂u2
∂x2

∂u3
∂x2

∂u1
∂x3

∂u2
∂x3

∂u3
∂x3
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∂x1

∂u2
∂x1

∂u3
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⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

BT =

⎡
⎣ ∂/∂x1 0 0 ∂/∂x2 0 ∂/∂x3

0 ∂/∂x2 0 ∂/∂x1 ∂/∂x3 0
0 0 ∂/∂x3 0 ∂/∂x2 ∂/∂x1

⎤
⎦ ;

q = [
∂u1

∂x1

∂u2

∂x1

∂u3

∂x1

∂u1

∂x2

∂u2

∂x2

∂u3

∂x2

∂u1

∂x3

∂u2

∂x3

∂u3

∂x3
]T ;

� � o e11, e22, e33, e12, e23, e31pT  

���4�� ��)�-0���� �1��� ��1)������

σ = [σ11, σ22, σ33, σ12, σ23, σ31]T .

8�4�.����� ������7���- 1�0�� ��)�-0���-1� � ��5��1�$�-1�# �.�����M,��
��1)��������� ��5��1�$�� � ��.�*&��� ��)�-0���-# �1�M� �*���M,�� ��� σ
] �^� 	 �T _� σ0! ��� eT = [α1ΔT, α2ΔT, α3ΔT, 0, 0, 0]T W ������
��1)��������/ ��5��1�$��U σ0 W ������ ��.�*&��/ ��)�-0����U D W 1����$�
1������*&��/ ��������

D =
E

(1 + ν)(1 − 2ν)

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 − ν ν ν 0 0 0
ν 1 − ν ν 0 0 0
ν ν 1 − ν 0 0 0
0 0 0 (1−2ν)

2 0 0
0 0 0 0 (1−2ν)

2 0
0 0 0 0 0 (1−2ν)

2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

;

E � ν 6 1���*& �)������� � ��N55�$���� �������� 1������*� ����.���� N*�6
1���� 

�����1� ��������� ���������- �1��� ���

BTσ + p = ρü
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)��������� 4���.� � )�4�$�� 1�/����� ��5��1����1��� �������� ��*� )�*��� �
��4�*&���� ����� )��������� )�*�.����- ��*������- 4���.� 

������� �*- ��������- ��5��1��������� 5��1� ����0�M,�� )����/�����
� ����*&��� .���� ��5*������ -�*-���- )���$�) ��41�0��/ )���1�,���� �*-
�)����6����1�.����/ 4���. oBp∫

V

[ρüT δu + σδe − pδu]dV = 0,

��� δ W �����$�� �����������M,�/ ��*�.��U 
 W ������ 1������/ ��*# ü W ������
��������- 
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�����-��� ��5*������ ��)�*&4���*�- 1���� ����.��/ N*�1����� oEp ��������6
�������- ���1����.����- 1���*& ��5*������ ��4?���*��& �� ����.��� N*�1����#
� ������/ �))�����1�$�- )���1�,���� � ��?���*��&# ��� *������- 4�����1���&
�� �4*���/ )���1�,���� � �Ψ� # ��� Ψ W 1����$�# �?��4������- ?�4����1�
5���$�-1�U � W ������ �4*���/ )���1�,���� ����.���� N*�1���� 

����� ����0���� ��5��1�$�� .���4 )���1�,���- � ��)�-0���� .���4 ��5��6
1�$�� � ��������1 ���� )��1�� ���

e = B0U + AΘ/2, δe =!B0+AG"δU,

Θ= GU, σ= D!e− eT"+σ0, B0 = BΨ.
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1��������� �����-��� ��������$�� 1���*�����*��& .���4 4�����1���& ��)�-0�6
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������ 4���.� )�4��*-�� )�*�.��& ����������M 5��1� ����0�M,�� )����/�����
� ��)�-0����6��5��1��������� �����-��� )�� 4������/ ���1����.����/ )���6
1����/ ��5*������# 5�4���61�/���.����/ /�������������/ 1������*�� N*�1��6
��� ��������$��# ��.�*&��6������/ ��*���-/ � �����4��/ 
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��� P�1*� ����1������ ��� )�*�0���- ��5*������A �.�7� ���4�# �.�7� ����/�#
��������*&��- �������� �����.��� ��*���- �������������*� )�*��1� 4����)*�6
��M �?����� ��������$�� � �4*�/ ��-4� �� 7������ �� ���1�.������ �))����� 
�?O�1��- �����4��# �������������*� ��������M ���?������ )�����- � )����/��6
��� P�1*� � )*������� �������� ��5*������ 4�����*��& ��.�*&��� ��)�-0���-
σ0����0�M,�� )����/�����# �����������M,�� ��?�.�1 ���-0���-1 ����)�*���� 
� ��.����� �?�?,����� 1��� ���*�����- ����0�M,�� )����/����� ��5*������ �
����������1 �����-��� ��)�*&4���*��& ��������������.��� 4��.���� ���*������
!���" )�*�.����� ���.����� )����/����� � �4*�/ ����.��N*�1������ ����� ��
)����/����� �����������M,��� )���?�*���� 

��� ���.��� 5��1 � .����� ��?�������/ ��*�?���� ?�*� ����1������ 4����)6
*���� ��5*������ � ��.��/ ���������- �� 7������ �� ���1�.������ �))����� ��6
��� �����.��� ��*���- �����������M� �����*&��1� 4����)*���M �?����� 5��1� 
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��7���� 1�/���.����/ 4���. )������*��& 1�����1 ����.��/ N*�1�����# ���*�6
4������1 � )�����11��1 ��1)*���� ~�z�z ��������1� ~�z�z ?�*� )��������
���1����.����- � ����.��6N*�1�����- 1���*� ���1�.������ ��5*������ � 5��1��
���-0���- '������� ��7���- ��*������� 4���.� ��������*��& �� ����� ��4��6
?������� 1������� �*- 4����.��/ ��5*������� oFp 

G �(���F�A�$%'3�% B��%"�5��(��% �)����*���� �������/ �������/��6
.����/ /������������ ������ ��-4��� � )�*�.����1 ����0���- �*- N*�����1��6
������� )�*- � ��*&��� 4���# ����� ����.����1� )�*- -�*-M��- 4������� ������6
��� ���� ` �� ����0�M,�� )����/����� ��5*������ 

�����1� ��������� '�����**� �1��� ��� o<p

g\Z H = − dωεE + � #
g\Z E = dωμH

� )�1�,&M ������7����

H = g\Z A,
E = dωμA + d

ωεag_] ]dkA

�������- ��������� )����$��* N 	�������- '�����**� �*- ���������� )����6
$��*� � ���������� �����1� ��������� ��M� ��������� ��������� ��*&1��*&$�

ΔA + k2A = −j,

��� }rω(εμ)1/2 W ��*����� .��*� 
� ��0��� ��.�� )����/����� 4����*� ��5*������ ��4������ )����/�������

���# 5�4�# �1)*����� � ��)���*���� �������� �)����*-���- ������7����1

js = 2 [n0H] , !;"

��� js W ������ )*������� )����/�������� ���� � ������ ��.�� 4����*�U H W ������
��)�-0������� )����.���� 1��������� )�*- �?*�.���*- � N��� ��.��U n0W ���
���1�*� � )����/����� 4����*� � N��� 0� ��.�� 

������7���� !;" -�*-���- ��.��1 ��*&�� � �*�.�� )�����- )*����� ��*�� ��
)*����M ?������.�� ?�*&7�M )����/����& ��)�-0������& )����.���� 1�������6
�� )�*- �?*�.���*- �)����*-���- 5��1�*��

H = B
e−iβr

r
, !D"

��� B W ��N55�$����# �� 4����-,�� �� r � /��������4�M,�� ��)���*����� ����6
���� �?*�.���*-U r W ������-��� �� 5�4����� $����� �?*�.���*- �� ��.��# � ����6
��� �)����*-���- )�*� 
*- )��������- ������� �����# ��4����M,�/ �� ����0�6
M,�� )����/����� ��5*������ )�� �*�-���1 )�*- �?*�.���*-# ���?/���1� 4���&
���)����*���� ������� B � )�����������# �� ���& ��������M ������11� ��)���6
*������� �?*�.���*- ���)����*���� ���� �� 4����*� �)����*-���- )� 5��1�*�
!;"# ������- � ���*-���� 5��1� )���?������ ���

jsx = 2(nyHz − nzHy),
jsy = 2(nzHx − nxHz),
jsz = 2(nxHy − nyHx).
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P��- ���)����*���� ���� �� )����/����� 4����*�# 1�0�� �)����*��& ��)���6
*����� �������� )���?�*�.����� ������� 
*- N���� ���?/���1� )�����������6
���& )� ���� )����/����� 4����*� ����0���� �*- ��)�-0������� )�*-# ��4����6
�1��� N*�1����1 )����/����� 4����*�# ����1������- ��� ��� N*�1�������� N*��6
���.����� ��?����� 

��*� �4*�.���- )���?�*���� 1�0�� )���������& � ����

E = − iZb sin γx

2rλ e−iβr
∫
Sa

jsxe
−iqdS,

E��� = − iZb sin γx

2rλ e−iβr
∫
Sa

jsye
−iqdS,

��� za W )����/����& )���?�*����# ��)�*&4��1�- � ��.����� �������U � W ��)�-6
0������& )�*-# ��4������� ����1� �������� )�*-��4�$��U E���6 ��)�-0������&
)�*-# ��4������� ����1� )����������� )�*-��4�$�� 	��* b W �)����*-���- ����6
����*&�� *�.�# ���,��� )�-1� �� �?*�.���*- �� ��.�� )���1� 

� ��.����� .��*������ 1����� ��)�*&4���*��& ��.������ 1����� 1�1����� � 1�6
���� 5�4�.����� �)���� ����0�M,�- )����/����& ��4?���*��& �� N*�1��������
)*�,���� ������*&��� 5��1� ���?�*&7�� ��*�.����� �4*�� � ��������/ ���.�6
��/ �������*� ��*�.��� ;#E·;=6 �4 ���?��0����# .�� �*��� N*�1���� �� ��*0��
)����7��& ;=−1 �*��� ��*�� 
*- ���.��� �������/��.����/ /������������ )��6
1��-*�- )���� ���� oCp 6 �����1� @{ N*�����1��������� 1���*�������- 

K �%A�"@4(4& B%R(��$%'3�=� (�("�A( 
*- )�*�0���- ��5*������ �.�7�
����/� ��4�*&���� )���4��� �� ��� @6B 

���)����*���� )���1�,���� � ��)���*���� )��)������*-���1 )*������� ���6
����� )���4�����# .�� ����0�M,�- )����/����& ��5*������ � )�*�0���-/ .�7��
�����/� �1��� ��������������.��� ���*������ !���" 1��&7�# .�1 .�7�� ����4� 
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