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~QZMNVQZXGQP VNZMT^\ QR^ QPYTSXZMV\ TW R[VNSXGQPP`8QRQP`ZXGQP \XV[PQ8
ZXTR\ TW MTPN\ WTSVQZXTR QR^ ^NGX\XTR\ TW OPQRN OSTUPNV\ TW \ZSN\\ GTRGNRZSQ8
ZXTR QST[R^ MTPN\# ]MXGM WTSVN^ XR RTRPXRNQS8NPQ\ZXG QR^ aX\GTNPQ\ZXG UT^XN\
QSN OSN\NRZN^ WTS UT^XN\ TW Q _RXZN \XfN 

�'()"*+" ,'-*%. 2���� 4���$�# 2���� +��&�������&(��0 +��?&�1�8
���# 2���� ��&�����K)��0�&�9��&�# ��&� ����/��0 ��62����# �����.
��&�1���. ?�&(9�0 ��7��2�$�� 
/0123456. xGM]QSf�\ VNZMT^# VNZMT^ TW \[GGN\\XaN QOOSTbXVQZXTR\# eTPT8
\TaK~[\MNPX\MaXPX�\ VNZMT^# UT^XN\ TW Q _RXZN \XfN# ZMNTS` TS \[ONSXVOT\N^
PQSYN ^NWTSVQZXTR\ 
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��� ����2������� 2����0 +�����/���� ��1��0 6���/ � ���$�����$�� ��+�.8
1���� ���&� ��������� ���&�������&� ���&����H��. � +��?&�2��# ����� ��&� �2�8
�� ��/�&(��� ��7��2�$�� � ��+�.1���. ��&� ��/�&(��� ��7��2�$�� ?�&(9��#
�� � ��/����� ������������� �+��-���. /���� �/���&�# /�� ����( +���?��������
��7��2�$�� 2�&�� �� �� 2����2 6���/�2 ����� +��0�� ��+��2���2# ��+��2��#
����� ��������. �?��6�H��. � ��&� �� �������2����# � +��&�������&(�� 
&. �&�8
/�. ��&�1���. ?�&(9�0 ��7��2�$�� �����(���2 � � ?�&� +���&�1��� ��&����8
��. 2���&( �?��6�����. ��������� � ��&� j=k# ��-����( ������� 6��&H/����. �
�&���H-�2 

����( � ��&�# ��0��.-�2�. � ��/�&(��2 !����+�.1����2" �����.���# +�� ��68
��������2 ���9��0 �����6�� ��6���&� ?�&(9�� +&����� ��7��2�$�� ��&� +���8
0���� � +����� !+��2�1���/���" �����.��� 
�&�� � ��&� ��2�/����. 6�2������
�������� ������ !?���-�. �����$� +�&����" g���2 �?&���(# ������/����. ���8
��2 �������2# ���&.���. 
������� ���&����� /���� ��&� �� �����9�H�. 6�2��.8
���. +� +���$�+� ����?�1���2���� �� ��.6�� ��&�2�# ���+����&����2� +� �����8
2� ������� 
�&�� +���+�&������.# /�� I�� ��&�# +���9��9�� � ��6�.� ���9��0#
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���6������/���� 6��/���&(�� �62��.H��.# /�� ��6����� +�.�&���� � �����9��8
�. /���� ��&� ��+�&����&(��0 ?�&(9�0 ��7��2�$��# ������� ���&�����H��. ��
�1� �2�H-���. j=k 


&. 2���2���/������ �+�����. I��� 7�6�/����� 2���&� �����(���2 � � �
'�����2 � � ?�&� ��6��?�����# ��6���� � ��+�&(6����� �����. 2������������
��&�1���. ?�&(9�0 ��7��2�$�� jD# @# =k 


6������2 +��0���2 � 6���/�2 �? �?��6������ ��������� .�&.H��. 2�����#
+�6��&.H-�� ����� +��?&�1����� ���&���/����� ��9���� i��# � /��������# 2�8
��� +��&�������&(��0 +��?&�1���� !2���� 2�&��� +���2���� �&� 2���� ��62�8
-����" )����� 2�&��� +���2���� +�6��&.H� +�&�/��( +��?&�1����� ���&���8
/����� +�������&���. ���(2� �&�1��0 ��&������0 ������0 6���/ ��� I��2 ��8
9���� ��0����� ��&������� 6���/� �������. � ��9���H ?������/��� +��&�����8
��&(����� &������6������0 6���/ ����2�-����� I���� +��0��� +��2�����&(�� �
+&����2 6���/�2 �? �?��6������ ��������� ������� � ��2# /�� +&����. &������6�8
�����. 6���/� �&. �?&����# ������/����� +�����2 6�2�����2 �������2# 2�1��
?��( ��9��� ���&���/���� 2�����2 ��&�����K)��0�&�9��&� 

� �.�� ��?�� �����(��� � � # '����� � � # g�����2��� � ) � �� ����2������
+��2������ 2����� +��&�������&(��0 +��?&�1���� �&. 2���&�������. �?��6�8
����. ��������� � ?������/�� +���.1����0 ��&�0 jD# @k 
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)������� ��9���. 6���/ �? �?��6������ ��������� � ��&�0 ����/��0 ��62�8
��� ���1� �����������. �� +��2������ 2����� +��&�������&(��0 +��?&�1���� �
��/������ � �����$�����2 2�����2 4���$� j<# Ek 

��-����( 2����� �+��������. �&���H-�2 �?��6�2 � ��/����� ��/�&(����
+��?&�1���. ��?������. ��9���� &������� 6���/�# �����������H-�� ��0�����

��&������� 6���/� u
(0)
n K ������ +���2�-����# �����������H-�� I��2� ��9���H#

�� ?���� &������ 6������( �� ���&���. �� ���9��2 ������� PBH � ���&���. ��

�������0 ��������� P  ��I��2� 6�+�9�2A u
(0)
n ∼ q !∼K 6��� +��+��$����&(��8

���"# ��� q K ?�6��62����� +���2���# ������� �+����&.���. �&���H-�2 �?��6�2A

q = max
(

|PBH |
G ; |P |

G

)
 

��&���� 6��/���� +���2���� q ������������� �������1����2� ��&� ��9����
��0����� ��&������� 6���/� �����������. � +���2�-���.0 � ���� �.��

un = u(0)
n + u(2)

n + ...; u(i)
n ∼ qi+1

, !<"

��� ������ u
(i)
n (i = 1, 2, ...) 8 +�+����� �� �/��� I77����� !i�<"8�� +��.��� �&.

+���2�-���� +�� +���0��� �6 !nK<"8�� � n8� �����.��� 

���&� +���������� ��6&�1���� � ��������.# �+�����H-�� +��������� 6���/�#
� ���++������ /&���� +� ���+��.2 2�&��� +���2����# +��������� 6���/� �������.
� ?������/��� +��&�������&(����� &������6������0 ������0 6���/ �&. ���/���
��+�.1���� � ��7��2�$�� � ��&� � n8�2 �����.���# +�� +��&�������&(��2 ��9�8

��� ������0 ��1�� ����� ���/�&� u
(0)
n � σ

(0)
0,n !��&���� +��?&�1����"# 6���2 u

(2)
n

� σ
(2)
0,n !+����� +��?&�1����" � � � jEk 
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������� 6���/� �&. ���0 +��?&�1���� +�������&.H� ��?�� &������6�������
6���/� ������ �+������� j<# Bk# /�� +�6��&.�� �7��2�&������( &������6������H
+��������� I��� 6���/� � ��2+&������ 7��2� '������6������� 6���/� ��9�H��.
2�����2 ��&�����K)��0�&�9��&� jFk ��9���� &������6������� ������� 6���/�
�&. ���������� �����2� ��������� �-���. � +�2�-(H ��2+&�����0 +����$��&��
��&�����K)��0�&�9��&� Φ(z),Ψ(z) jFk 

<& �"9-7 �*%#J%


&. 2������.6��0 ������/����0 �?&����� !��& � ��������.2�" ��+�&(6����.
�����$������ 2���� 4���$� jEk !�����$������ +��$���# �� ��1��2 9��� ����8
���� ��9����. �����/��. 6���/� �&. ������.6��� �?&����# ������/����� ����2
�6 ��������# ������&.H-�0 �����$� Γ ������ 2������.6��� �?&����# +��/�2 ��
9��� � 9��� ��2�� ������� 2��.���." 

���0�� �&. ������/����0 �?&����� �2��� �&���H-�� ��� �� ��6��0 �����$�8
.0 ��9����. ��� ��+� 6���/# ���/�&� ����2���������. ������. 6���/� �&. ������8
/����� ������.6��� �?&���� !�?&����# 6���2��2�� ��&�2" ��� ��� �����$� I���
�?&���� +�������&.�� ��?�� +������ 6�2������ ������# 2�1�� ���+�&(6����(�.
���7��2��2 ���?��1����2 I��� �?&���� �� ?������/��H �?&���(# ������/����H
�����/��� ����1����(H 

:���$�. ω(ξ)# ���-����&.H-�. ���7��2��� ���?��1���� ���9����� �����/8
��� ����1����� �� ����/��H �?&���( S# 6���2��2�H ��&�2# 6������. � ���� j<# Ek

ω(ξ) = c1ξ
−1 + c2ξ

−2 + ...+ cnξ
−n. !D"

��9���� ������� 6���/� �&. ��&� ����/���� ��62��� ?�6 ��������� !������.68
��� �?&����" ��0��.��. �6 �����/��0 ��&���� �� ���9��2 ������� ��&� 

������ ��+ 6���/ K &������6������. ������. 6���/� �&. ?������/��� �?&����
� ���������2# +�� I��2 �����6�� �� ?������/����� �/���H��. �����2� ��&H 

:���$�. ωk(ξk)# ���-����&.H-�. ���7��2��� ���?��1���� ���9����� ���8
��/��� ����1����� �� ������ k8�� ��������.# 6������. � ���� jD# @k

ωk(ξk) = c−1ξk + c0 + c1ξ
−1
k + c2ξ

−2
k + ...+ cnξ

−n
k . !@"

��9���� ���������� 6���/� 2�����2 4���$� ��0�����. +� �&���H-�� �0�2�A

< ���/�&� ��9����. ������. 6���/� �&. ���9���� �������l

D ��&�� ��/�&(��� +��?&�1���� ?�����. � ���� I���� ��9���. � �+����&.���.
7���$�. � +����� /���� �����/��0 ��&���� �&. I���� 9���l

@ �� i82 9��� �����$������� +��$���� !i�<#D#  " �+����&.���. ��2�� k �/����8
���� ������� � ��0��.��. ���&���/����� 7���$�� Φi(zk),Ψi(zk) �6 �����/��8
�� ��&���. �� I��2 ������� � ��0�����. 7���$�. � +����� /���� �����/��0
��&���� �&. �&���H-�� �����$�� 
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� ����(� +�������&��� ��6����� �� �&�/�� ��& ����/��0 ��62���� 2���2�8
��/����� 2����� !2���� +��&�������&(��0 +��?&�1���� � ��/������ � 2�����2
4���$�# 2���� ��&�����8)��0�&9��&�" � �&�����2� /��&����8���&���/������
2���&�������. �?��6�����. ��������� � ��9���. +&����0 6���/ � ���$�����$��
��+�.1���� ���&� ���������# �?��6������0 � ��&������8�+����0 � �.6���+����0
��&�0# ����� ��6��?������� �&. ?������/�� +���.1����0 �?&����� 

�A�,-: '�9"#%9@#+

j<k g�����2�� � ) # 'H����� � � �&�����2 ��9���. &������6������� 6���/�
������ ��&�1���. ?�&(9�0 ��7��2�$�� oo )�1���������� 1����& ����8
?&�2� ������ � +������� �+���&���.� )�1���������� ���/��8+�����/�����
+��&�1���� �������22��� +������� � �����2�� K D>>= K pD ����( K � B<K
BD 

jDk '���� � � g�����2�� � ) �&����� 6���/� ������ 2������������ ��&�1�8
��. ?�&(9�0 ��7��2�$�� )����� ��9���. ) A :
g)��'
�# D>>D 

j@k '���� � � # ��&���� � � # g�����2�� � ) # ���9���� � � ��6����� ��7��8
��� +�� ����/��0 ��7��2�$�.0 ��2+(H������ � 7�6�/����� 2���&�������� 
) A :
g)��'
�# D>>= 

jBk 'H����� � � ������22��. ���&�6�$�. �&�����2� ��9���. 6���/ ������ ��8
&�1���. ?�&(9�0 ��7��2�$�� �&. ��& ����/��0 ��62���� oo �?����� ���8
��� } )�1���������� ���/��8��0��/����� ���7����$�� �
�7��2�$�����8
��/��&���&(��� ��0��&���� � �0 +��&�1���.� K D>>= K ���6� K � <DDK<D@ 

jEk 'H����� � � �? ����2 +��0��� � ��9���H +&����� 6���/� �? �?��6������
���$��������� ��+�.1���� � +���������&(�� �����1����2 �.6���+����2 ��8
&� ����/��0 ��62���� +�� ?�&(9�0 ��7��2�$�.0 oo ������� ��������� ��8
�������������� ������������ ����. �����&����. 2���2������ K p << !@J" 
K D>>= K ��+ E K ����(A ��	 K � F<KF= 

jFk )��0�&�9��&� � 
 ��������� �������� 6���/� 2���2���/����� ������
�+������� ) A �����# <JE@ 

j=k �����(�� � � � ������ ��&�1���. ����/��0 �+����0 ��7��2�$�� oo ��0��8
&���. 2�9����������. K ��&�# <J=> � <BDK<BJ 


