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ÑÒÐÓÊÒÓÐÀ (Q, <) ßÂËßÅÒÑß ÀÂÒÎÌÀÒÍÎÉ
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Â äàííîé ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ ñïîñîá êîäèðîâàíèÿ äðîáåé ñëîâàìè êîíå÷-
íîãî àëôàâèòà, ïîçâîëÿþùèé ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî àâòîìàòà ïî äâóì
êîäàì äðîáåé ïðîâåðÿòü, âåðíî ëè, ÷òî ïåðâàÿ äðîáü áîëüøå âòîðîé.

It is proposed a codding of the rational numbers. For the codding, there
exists a �nite automaton such that for given two codes of rational numbers,
the automaton checks whether or not the �rst number is more than the
second one.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë; àâ-
òîìàòíûå ñòðóêòóðû.
Keywords: ordered set of the rational numbers; automatic structures.

Ââåäåíèå. Ïîíÿòèå àâòîìàòíîé ñòðóêòóðû ïðåäëîæåíî â [1]. Ïðè èçó÷åíèè
àâòîìàòíîñòè äðîáåé îòíîñèòåëüíî ðàçíûõ îòíîøåíèé, îäíèì èç ïåðâûõ âîçíèêà-
åò ñëåäóþùèé âîïðîñ: ¾ßâëÿåòñÿ ëè ìíîæåñòâî äðîáåé ñ îòíîøåíèåì ëèíåéíîãî
ïîðÿäêà àâòîìàòíûì?¿

Ìû îòâå÷àåì íà ýòîò âîïðîñ ïîëîæèòåëüíî.
1. Ñòðóêòóðà (Q, <) ÿâëÿåòñÿ àâòîìàòíîé. Ïóñòü Q � ýòî ìíîæåñòâî ðà-

öèîíàëüíûõ ÷èñåë. ×òîáû äîêàçàòü, ÷òî (Q, <) ÿâëÿåòñÿ àâòîìàòíîé, íàäî:
1) çàäàòü êîíå÷íûé àëôàâèò Σ,
2) ïðèäóìàòü îòîáðàæåíèå äðîáåé (ýëåìåíòîâ èç Q) â ñëîâà àëôàâèòà Σ,
3) ïîñòðîèòü êîíå÷íûé àâòîìàò, êîòîðûé âîñïðèíèìàåò òå è òîëüêî òå ñëîâà,

ñîñòàâëåííûå èç áóêâ àëôàâèòà Σ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êîäàìè äðîáåé,
4) ïîñòðîèòü êîíå÷íûé àâòîìàò, êîòîðûé âîñïðèíèìàåò â ñìûñëå [1] ïàðó w1,

w2 êîäîâ äðîáåé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïåðâàÿ äðîáü áîëüøå âòîðîé.
Àëôàâèò ó íàñ áóäåò Σ = {⊕,ª, 0, 1, ., u, d}. Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîé êîíå÷íûé

àëôàâèò ìîæíî ñâåñòè ê àëôàâèòó {0, 1}, íî ýòî ïîâðåäèëî áû íàãëÿäíîñòè äîêà-
çàòåëüñòâà. Ïîýòîìó ìû ýòîãî äåëàòü íå áóäåì.

Ñëîâî w áóäåò íà÷èíàòüñÿ ñ áóêâû ⊕ èëè ª â çàâèñèìîñòè îò çíàêà (ñ÷èòàåì,
÷òî 0 ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì). Çàòåì áóäåò èäòè äâîè÷íîå ïðåäñòàâëå-
íèå öåëîé ÷àñòè äðîáè, èñïîëüçóþùåå áóêâû 0 è 1. Åñëè ó äðîáè åñòü äðîáíàÿ
÷àñòü, òî ïîñëå öåëîé ÷àñòè ñòàâèòñÿ òî÷êà, à åñëè äðîáíîé ÷àñòè íåò, òî íè÷åãî
áîëüøå íå ñòàâèòñÿ. Ïîñëå òî÷êè èäåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç áóêâ d è u, êîòîðàÿ
áóäåò êîäèðîâàòü äðîáíóþ ÷àñòü äðîáè. Äðîáíóþ ÷àñòü äðîáè áóäåì êîäèðîâàòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Çàïèøåì äðîáè â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå:
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Äðîáü 1
2 áóäåò èìåòü äëèíó 0, äðîáü 1

3 áóäåò êîäèðîâàòüñÿ ñëîâîì d è èìåòü
äëèíó 1, äðîáü 2

3 áóäåò êîäèðîâàòüñÿ ñëîâîì u è èìåòü äëèíó 1. Ýòè äðîáè ÿâëÿ-
þòñÿ áàçèñíûìè; áóêâà d îò ñëîâà down (ìåíüøå), à áóêâà u îò ñëîâà up (áîëüøå).

Äàëåå íà i-òîì øàãå i-òàÿ äðîáü ïîëó÷àåò â êà÷åñòâå êîäà ñëåäóþùóþ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü áóêâ d è u (åñëè ðàññìàòðèâàåìàÿ äðîáü ðàâíà äðîáè, êîòîðàÿ óæå
áûëà çàêîäèðîâàíà, òî åå áóäåì ïðîïóñêàòü � ýòî òå äðîáè, êîòîðûå ìîæíî ñîêðà-
òèòü): ñíà÷àëà ðàñïîëàãàåì óæå çàêîäèðîâàííûå äðîáè â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ è
íàõîäèì äâå ñîñåäíèå óæå çàêîäèðîâàííûå äðîáè, ìåæäó êîòîðûìè ðàññìàòðèâàå-
ìàÿ äðîáü íàõîäèòñÿ, çàòåì êîïèðóåì áîëåå äëèííûé êîä äðîáè èç êîäîâ ýòèõ äâóõ
ñîñåäíèõ äðîáåé, à çàòåì, åñëè ðàññìàòðèâàåìàÿ äðîáü áîëüøå äðîáè, êîä êîòî-
ðîé ñêîïèðîâàí, òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîäà ðàññìàòðèâàåìîé äðîáè ê ñêîïèðîâàííîìó
êîäó äîáàâëÿåì â êîíöå u, à åñëè ìåíüøå, òî â êîíöå äîáàâëÿåì d.

Ïðîèëëþñòðèðóåì íà ïðèìåðå, êàê ýòî áóäåò âûãëÿäåòü ïðè êîäèðîâàíèè äðîáè
7
9 .

7/ 8 uuuuuu
6/ 7 uuuuu
5/ 6 uuuu
4/ 5 uuu
7/ 9 uuud
3/ 4 uu
5/ 7 uud
2/ 3 u
5/ 8 udu
3/ 5 ud
4/ 7 udd
5/ 9 uddd
1/2

4/ 9 duuu
3/ 7 duu
2/ 5 du
3/ 8 dud
1/ 3 d
2/ 7 ddu
1/ 4 dd
2/ 9 dddu
1/ 5 ddd
1/ 6 dddd
1/ 7 ddddd
1/ 8 dddddd
1/ 9 ddddddd

Ëåììà 1. Ëþáîå ñëîâî èç áóêâ {d, u} ÿâëÿåòñÿ êîäîì íåêîòîðîé äðîáè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî äëèíå ñëîâà. Áàçèñ. Íóëåâîé äëèíå
cîîòâåòñòâóåò äðîáü 1

2 , êîä äëèíû 1 èìåþò äðîáè 1
3 (åå êîä åñòü d) è 2

3 (åå êîä åñòü
u). Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ñëîâa w äëèíû n íàéäåòñÿ äðîáü, êîòîðàÿ èìååò êîä w.
Ðàññìîòðèì ñëîâî w′, êîòîðîå èìååò äëèíó n − 1 è êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ íà÷àëîì w.
Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ ñëîâî w′ ÿâëÿåòñÿ êîäîì äðîáè q′. Ïóñòü êîä
äðîáè q′ áûë ïîñòðîåí íà j-òîì øàãå. Ïî àëãîðèòìó ïîñòðîåíèÿ, äî j-ãî øàãà áûëè
ïîñòðîåíû áîëåå êîðîòêèå êîäû äðîáåé q

′
b è q

′
s. Ýòè äðîáè ÿâëÿþòñÿ ñîñåäíèìè,

åñëè ðàñïîëîæèòü âñå äðîáè, êîäû êîòîðûõ ïîñòðîåíû äî j-ãî øàãà, â ïîðÿäêå âîç-
ðàñòàíèÿ. Ïðè ýòîì q

′
s < q′ < q

′
b. Â ñèëó ïëîòíîñòè ïîðÿäêà äðîáåé, íà êàêîì-òî

øàãå ïîÿâèòñÿ äðîáü, ëåæàùàÿ ìåæäó q
′
s è q′, è êîä ýòîé äðîáè áóäåò w′d, à òàêæå

ïîÿâèòñÿ äðîáü, ëåæàùàÿ ìåæäó q′ è q
′
b, êîäîì êîòîðîé áóäåò w′u.

Ïîëó÷àåì, ÷òî ìíîæåñòâî äðîáåé Q ìîæíî îòîáðàçèòü â ñëîâà àëôàâèòà Σ =
{⊕,ª, 0, 1, ., u, d} è îáðàç Q ïðè ýòîì îòîáðàæåíèè çàäàòü ðåãóëÿðíûì âûðàæàíè-
åì.

Äðîáü 0 èìååò êîä α0 = ⊕
α1 = (⊕+ª)1(0 + 1)∗ çàäàåò êîäû äðîáåé áåç äðîáíîé ÷àñòè.
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α2 = (⊕+ª).(u + d)∗ çàäàåò êîäû äðîáåé áåç öåëîé ÷àñòè.

α3 = (⊕+ª)(1(0 + 1)∗).(u + d)∗ çàäàåò êîäû äðîáåé ñ öåëîé è äðîáíîé ÷àñòÿìè.

Òåì ñàìûì ïîëó÷àåì, ÷òî êîäû âñåõ äðîáåé çàäàþòñÿ êîíå÷íûì àâòîìàòîì,
çàäàþùèì ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå

α0 + α1 + α2 + α3,

êîòîðîå åñòü
⊕+ ( (λ + (⊕+ª)1(0 + 1)∗)(λ + (.(u + d)∗)) )

Ïðèìåðû êîäîâ äðîáåé:
0 ⊕

1 ⊕1

−8 ª1000

− 1
2 ª.

1
3 ⊕.d

−2 3
8 ª10.dud

Ïðèâåäåì ïðèìåð êîäèðîâàíèÿ ïàðû äðîáåé. Íàïðèìåð,

−6
5
13

= ª110.dudu è − 25
1
2

= ª11001.

−6 5
13 = ª 1 1 0 . d u d u

−25 1
2 = ª 1 1 0 0 1 . # #

Çàìåòèì, ÷òî â êîíöå ñëîâà, åñëè îíî çàêàí÷èâàåòñÿ ðàíüøå, ÷åì äðóãîå ñëî-
âî, çàïèñûâàþòñÿ äèåçû. Êîä ïàðû ýòèõ äâóõ äðîáåé áóäåò ïîäàâàòüñÿ àâòîìàòó,
çàäàþùåìó îòíîøåíèå ïîðÿäêà, â òàêîì âèäå:

ª ª 1 1 1 1 0 0 . 0 d 1 u . d # u #

Êîíå÷íûé àâòîìàò, çàäàþùèé îòíîøåíèå ïîðÿäêà (ïðîâåðÿþùèé, ÿâëÿåòñÿ ëè
ïåðâàÿ äðîáü áîëüøå âòîðîé) áóäåò äåéñòâîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè çíàêè
ðàçíûå, òî âñå î÷åâèäíî. Àâòîìàòíîñòü ïîðÿäêà íà öåëûõ ÷èñëàõ â áèíàðíîé çà-
ïèñè èçâåñòíà, è îñòàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà çíàê è öåëàÿ ÷àñòü ó äâóõ äðîáåé ðàâíû.
Â ýòîì ñëó÷àå èäåì ïî ñëîâó, ïîêà áóêâû ó êîäîâ äðîáåé ñîâïàäàþò. Êàê òîëüêî
âñòðåòèì ïàðó ðàçíûõ áóêâ, òî òîò êîä, ÷òî èìååò d, ìåíüøå, à òîò, ÷òî èìååò u,
áîëüøå. Ïðèâåäåì ïðèìåð àâòîìàòà, êîòîðûé ýòî äåëàåò.
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⊕ ª 0 1 . d u #
a a⊕ aª

a⊕ b⊕ true
b⊕ b0

⊕ b1
⊕ c.

⊕ false
b0
⊕ b⊕ false true true

b1
⊕ true b⊕ true false

c.
⊕ false false c⊕. false

c⊕. cd
⊕. cu

⊕. false
cd
⊕. c⊕. false true

cu
⊕. true c⊕. false
aª false bª
bª b0

ª b1
ª c.

ª true
b0
ª bª true false false

b1
ª false bª false false

c.
ª true true cª. true

cª. cd
ª. cu

ª. true
cd
ª. cª. true false

cu
ª. false cª. true
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