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��%��� ����� *���� ��.���, %���0� ��.� �&, �7���0����8��**����08
��� �����*� ��������� L��.����� 1���� ������� �� ���&���0����*
-����&4���� ��0�&/��5 �����5 ���&/ �����%�0����5 � -�*�I/K ����8
�������5 �,��� � ���*�&/��5 ����������5 1� ��-�&/%��* H��� *�8
��� �&, �%�0���, �7���0����8��**����0���� ��&&�-�� ��I����������
���������KI��� ���&,����� -�&, � *���*�&/��� ��,%/K � ���*-����8
0���� -&����* -�����������8���*��� ��&�0����� ��%�&/���� 5���.�
���&���K��, � ������� �����0����5 ,�&���� � �������'�����* ��&&�-8
�� ����%��� ���4�# 0�� �� �����5 �����,5 ��&&�-�� �)��%�K��, ���
����%���� 

M NOP QORSTU VTW XTYZ[N\ RSO ]^_FS` aWTbYOQ VTW RSO XaSOW[F^YY` X`QQORW[F
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� *���*���0����* *���&�������� �����'�������5 ���������KI�5 ��8
���* ��4��� *���� %���*��� -��)&�*� �������'������� ��&&�-�� ��I��������5
���&,���5 -�&��# -����&/�� �� �5 ��I���������� � ��&����0����5 � ���*�&���0�8
���5 *��.��)�5 �������� ���%���K� �����*����� �������*�0����� ��)&K����, 
�����*����� ���&�% H��� -��)&�*� ��� � �)%���5 k;# C# ?# Al � � '����������5 ��*
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��)���5 J��&����� H��-���*���� � ��%&�0��5 ��������5 -���%���K�# 0�� ����8
��0����� ���-����&���� ���&,����� -�&, � -��'���� H��&K'�� &�)� �)��%��� 0��8
��K ����# &�)� �����������, �� -��������������� )������0����� ������������
��-����*�5 ��0�&/��5 ��&���� ��%��&,���, �� �����������KI�� -��-�������8
���� �����'��# ������K � &K)�� ��0�� *�4�� -�����0/ ����-���*����0����* ��8
*������* ��0�&/��5 ��&���� ���# 0�� ��&/�� �� ��0�&/��� ��&���,# � ������5
-���*��� �� -����.��� �����0��� %��0����# -�����,� � �)��%�����K 0����� ��8
�� ��&&�-� ���&,����� -�&, � ��0�&/��*� �����*� �)&�%� �����0��� ��0��#
�-����� �%�0����� � ��)���5 kD# El# ��%������, �����0����* � �)&����� �,��*
5���������5 �������# ������� �� %����,� �� ��)��� ��0�� � ����-���*����0����8
�� ��*������ 

��� �������� ��%�&/���� �&, �����0������ �������'������� ��&&�-�� -�&�0�8
�� �&, )�%*�������� ���&,����� -�&, -���������* 0��&������ ��.���, %���0� ��8
.� �&, ��������� L��.����� � ����&,���*� ��0�&/��*� �����*� � �7���0����8
��**����0��* �&�0�� ����� -��5�� 7�������� -�,�&���� � -��'���� H��&K'��
����*��� !^aa^WONR" ����%���� � ,�&,���, &���&/��* -� ����� ����# � �� ���*,
��� ���*����, -�����������8���*��� -���-�&����� �&�)�&/��� �-������# ��-��8
*��# ����%���� ��)���� � ���������� �)&���� �-&��/ �� �����&,������ ��H��*�
�����-����'�, 0��&����5 ��.���� �����0��� ���/�%��� ���������# ������� -�&�8
0�&� �)I�� ��%����� �\YTb^Y ZOWX_X YTF^Y� k<# B# Gl � 0��������# -����&/��, ���7�8
����'�,# ��%����KI�, � ����&����* )���I�* !-� 0���* ���.���� ��)&K����&,"
-��&� �)��%�����, ����%����# � -���'�-� �� *�4�� )��/ �������&��� -���������*
0��&������ ��.���,m ��*���*# 0�� ��� �� ,�&,���, ���'��������# -����&/�� �&,
)�%*�������� ���&,����� -�&, ���'�������*� *���� )��/ ��&/�� ��&�� �����&,�8
����� k;=# ;;# ;Cl ���*� ����# )�&� �������&��� k;?l# 0�� ��������� �% ��-����8
*�5 ��0�&/��5 �����5 -�����,� � -�,�&���K ��&�5 �����&,�������# � � ��*�8
0����, ��.� �&/��������� �� ����� �����&/�� ��0��� ��.���,# -�8����*�*�#
�������4�*�# ��0��������� �-������ �&�)�&/��� ���*����� ��%*�4�� ��&/�� �
-�*�I/K ���*������� ��-�&/%�����, ��%&�0��5 0��&����5 *������# ���&�0.�*
�)��%�* ����4�KI�5 ����&/��� ��-���� -��)&�*� 

:�&/K ������ ��)��� ,�&,���, ���&�������� *���*���0����5 *���&�� �����8
��'������� ��&&�-�� �7���0����8��**����0��5 ���*-����0���� -&����5 ���7�8
����'�� ���������KI��� ���&,����� -�&, � *���*�&/��� ��,%/K 1� ��%�����*
-���'�-��&/�� ����� -��5�� � ��.���K %���0� ��.� �&, ��������� L��.���8
��# ���������� �� ���&���0����* -����&4���� ��.���, � ��0�&/��� ��-��-�8
���5����� ���&/ �����%�0����5 -���������* �����������5 �,��� � ���*�&/��5
����������5 k;Al 1���� �����������5 �,��� �*��� ����&/��� -���*�I����� -�
��������K � 0��&����*� *�����*�# ���������*� �� ����0��8��%������� �--���8
��*�'�� -���%�����5 ��8-����5# ���*�&/��, ����������/ ��0�&/��� ��-��-�8
���5����� ������ ��I�������# � ����4����� ���*�&/��5 ��������� � 7���&/��5
��0��5 &���� ������&������,m ��-�����# -�� �����* ��)��� ��������� ����&�8
��� �������5 �����&,������� �� �����������5 ,�&,���, ��-������ %���0�� ��8
�����5# � ��&�0�� �� ����0��8��%������5 *������# *���� �����������5 �,���
��������&�� � ��)����� ��������� �&, )�%*������5 � ��&������5 ���&,���5 -�8
&�� � -���%��&/��* -����'��&�* ��*��������, ������'# -���&����*�� *����
��-������ ������������ �-����������� �'���� ��0�����# �5���*���� � �����0�8
����� ��*���*# 0�� -��*������ *����� �����������5 �,��� � ��.���K H��&K8
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'�����5 %���0 ������ �������'�� ���&� ��%*�4��* ��&/�� )&������, ��%����K
��*-/K������ �&��)�� � -�,�&���K H77�������5 �����* ���&���0����5 ��0��8
&���� 

� -����* ��%��&� ����*������ �����������, -��������� %���0� ��.� �&, ����8
����� L��.����� � -�������� �����'�, -�&��� �����*� � ����&����* ���������
��,%� � H��&K'�����5 ��������� �� �����* ��%��&� �)��4�����, ��)�� ��&�)8
����0��5 ��&����# ����*������ ���������, �5�*� ��0��&���, ��H77�'������ ��8
���������5 �,��� � ��.��� %���0� -��������, ����&,���5 ��0�&/��5 ��&���� ��
%������� -��������������-���)��� ��-��-����5����� � ����/�* ��%��&� �)��48
��K��, ����&� ��0��&���&/��� �5�*�# �������� -�,�&���, ����%���� � ��%�&/8
���� 0��&����5 ���0���� � %��&K0���&/��* ��%��&� -������� ������� ���&�%
-�&�0����5 ��%�&/����� � -���-����� ��&/���.��� ��%����, *����� ���������8
��5 �,��� 

4� ��3"�5�6 "!)$����7

�����*����� -��5�� � -��������� %���0� ��.� �&, ��������� L��.����� �
�)I�* ���� � � -��*������ � -��)&�*� �������'������� ��&&�-�� ����*����� �
��)���5 k;D# ;E# ;<# Bl 
% ��,%����� �����*� ��������� L��.����� ����&,K��,
H��&K'������ ��������, � ��������, ��,%�# �*���� ������&,KI�� ����'������8
��K �����*�# H�����&�����K ��5����� ��0�&/��� ������ �&, �����*� H��&K8
'�����5 ���������# � ������K# ��� -����&�# �5��,� � *������&/��� ����*�0�8
���� ��������,# %���K��, �� ��������� -��������������-���)��� ��-��-����5��8
��� ����* �)��%�*# 0�� ��������, ��,%� �� H��� ��-��-����5����� ��-�&�,K��,
��4��������� ����� ��.���, H��&K'�����5 ��������� � �)&���� �5 ��I�������8
��, � �������������� )���� ����*���0���� ����&�����,�/ ��������,* ��,%� 

� -���'�-� H�� -�����**� *�4�� )��/ ���&�%�����# -� ������� *��� &�8
��&/��# �&, &K)�� ���������KI�� �����*�# ������ ,���, -��������� %���0� ��8
.� ��I�������� %������ �� ��**����� �����*� � ��)��� ��&�)����0��5 !����8
�������5" ��&����# �-����&,KI�5 ��� ��������� L��.����� � �����* � �&�8
��KI�* ��%��&� ����*������ -��������� %���0� ��.�# ������K *� )���* ��8
%����/ �����������'# �&, ���*-����0���� -&������# �7���0����8��**����0����
-�����������8���*��� �� -��*��� ���������KI��� ���&,����� -�&,m ��)�� ���8
�������� ����0���� �������'�� �� ���4���# ��� )���� �����# �)I����� �����48
����� � &��������� �� ����4��� -���������� ��4� ����&� ������������ -����8
�����# ��%*�4�� -���*�# 0�� ��� �� ,�&,���, �-��*�&/��� �&, -��*�����, ��%8
������5 �5�* 

��&��� �������� � �����������KI�� ���%�� H������8�*-�&/�� �&, ����� ��8
���*� �*�K� ���

Σ =
1
8π

∫ (
−1

2
S + Lφ

)√
|g| d4x, Lφ = 〈dφ, dφ〉 − 2V (φ) , !;"

T = 2 dφ⊗ dφ− (〈dφ, dφ〉 − 2V (φ)) g ,

��� ��-�&/%����, ���*����0����, �����*� �����' (G = 1, c = 1)# ���)�� 〈 , 〉 �)�8
%��0�K� ���&,���� -���%������� ��������&/�� *������# S n ���&,���, �����%��#
V (φ) 8 -����'��& ��*��������, 
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�&���, ��)��� k;Bl# *������ �7���0����8��**����0���� -�����������8���*���
%�-�.�* � ����

g = A2dt⊗ dt−B2dr ⊗ dr − C2(dθ ⊗ dθ + sin2 θ dϕ⊗ dϕ) , !C"

�����&,, ���)��� � ��)��� ��&�)����0��5 !�����������5" ��&����# � )���* ��8
-�&/%����/ ��&�� �������*��������� )�%�� ��������5 -�&��

e0 =
1
A
∂t , e1 =

1
B
∂r , e2 =

1
C
∂θ , e3 =

1
C sin θ

∂ϕ ,

� ���&/��� )�%�� ;87��*

e0 = Adt , e1 = B dr , e2 = C dθ , e3 = C sin θ dϕ ,

��� *����0����� 7���'�� A# B# C � -�&� φ %����,� ��&/�� �� t � r ����%������ -�
��-���&���K )�%����5 ��������5 -�&�� )����# ��� �)�0��# �)�%��0��/�, �������8
����KI�*� ��4��*� �������*� � ����&�5 ���)��5# ���-�&�4����*� � �)�����*
-��,���# ��-��*��# e0φ ≡ φ(0) = (1/A)∂tφ , e0e1C ≡ C(1)(0) = (1/A)∂t{(1/B)∂rC} 

� �7���0����8��**����0��* �&�0�� �����'�������, �����*� ��������� L��8
.����� �&, �������, !;" �����4�� -,�/ �&��)���0���� ��%�����*�5 ���������

G00 = T00 : −2
C(1)(1)

C
+2

B(0)C(0)

BC
−
C2

(1) − C2
(0) − 1

C2
= φ2

(0) +φ2
(1) +2V ,

!?"

G11 = T11 : −2
C(0)(0)

C
+2

A(1)C(1)

AC
+
C2

(1) − C2
(0) − 1

C2
= φ2

(0) +φ2
(1)−2V ,

!A"

G22 = T22 :
A(1)(1)

A
− B(0)(0)

B
+
C(1)(1)

C
− C(0)(0)

C
+
A(1)C(1)

AC
− B(0)C(0)

BC
=

= φ2
(0) − φ2

(1) − 2V , !D"

G01 = T01 : −2
C(0)(1)

C
+2

B(0)C(1)

BC
≡ −2

C(1)(0)

C
+2

A(1)C(0)

AC
= 2φ(0)φ(1) ,

!E"

�φ+V ′
φ = 0 : φ(0)(0) −φ(1)(1) +φ(0)

(BC2)(0)
BC2

−φ(1)

(AC2)(1)
AC2

+V ′
φ = 0 .

!<"

���%����� -�&� Υ = G − T ����&�����,�� ��4������ !%����� ��5������,"

Υij; k g
jk = 0 , !B"

-����&/�� -�&, G � T ����&�����,K� �*� ��&������� ��������5 ��4����� $�����
�# ��������������# ��-�&����, ����*�0������ ��������, !<" 
&, *������ !C"
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 G

��4������ !B" �����4�� ��� ��������&/��5 ��*-������# ������� �*�K� ���

(Υ00)(0) +
B(0)

B
(Υ00 + Υ11) +

C(0)

C
(2Υ00 + Υ22 + Υ33)−

−(Υ01)(1) − 2
(AC)(1)
AC

Υ01 = 0 , !G"

(Υ11)(1) +
A(1)

A
(Υ00 + Υ11) +

C(1)

C
(2Υ11 − Υ22 − Υ33)−

−(Υ01)(0) − 2
(BC)(0)
BC

Υ01 = 0 , !;="

Υ22 = Υ33 . !;;"

	�������, L��.����� �*�K� ��� Υ = 0 ��&� ��������, !A" � !D" ��-�&����#
� � Υ11 = 0 � Υ22 = 0 # �� Υ33 = 0 � ��&� !;;" ��H��*� !" � !;=" -��*�� ���

(Υ00)(0) +
(BC2)(0)
BC2

Υ00 − (Υ01)(1) − 2
(AC)(1)
AC

Υ01 = 0 , !;C"

−(Υ01)(0) +
A(1)

A
Υ00 − 2

(BC)(0)
BC

Υ01 = 0 . !;?"


�&��# ��&� ��������, Υ00 = 0 � Υ01 = 0 ��-�&�,K��, �� ��������� -�������8
�������-���)��� ��-��-����5����� !��-��*�� t = const"# �� -���%������ -� t
&K)��� -��,��� �� 7���'�� Υ00 � Υ01 ����� ��&K �� H��� ��-��-����5�����@ H��
&���� -�&�0��/# ��77����'���, -� t ������.���, !;C" � !;?" ��H��*� ��������,
Υ00 = 0 � Υ01 = 0 ��-�&�,K��, � ��������� ����������� H��� -��������������8
-���)��� ��-��-����5����� � %���0� ��.� H�� ��������, ���,� 5������� ��,%��
*�4�� ��0�&/��*� ��&���,*� 

��* �� *����# �����*� H��&K'�����5 ��������� !A"# !D" � !<" �� -��5���� �&,
������������ -��������� %���0� ��.�# -����&/�� ��� �� ��%��.��� ��������&/8
�� ����.�5 -���%�����5 -� ���*��� �� *����0����5 7���'�� B � C  	��)��
��)���/ � ��0����� H��&K'�����5 ��������� &������� ��*)���'��

Υ22 +
1
2
(
Υ00 − Υ11

)
= 0 ,

1
2
(
Υ00 + Υ11

)
= 0 , !;A"

� ���4� ��������� !<"# -����&/�� ��4��� �% ��5 �����4�� ������ -���%������
-� ���*��� ��&/�� �� ����� �% ���%������5 7���'�� B, C � φ  ������,, � ��%��8
0���&/��*� �%*�����,*� �����4����, -������I��� �)%�'�# �������� ������/#
0�� ��������, Υ00 = 0 � Υ01 = 0 ,�&,K��, ��������,*� ��,%� �&, ��)�����5
H��&K'�����5 ��������� 

� H��&K'������ ��������, �5���� ���%������, 7���'�, A(r) � �� -���%���8
��� -� ���*��� �� ��.� -������ -��,��� 1�4�� � �)I�* �&�0�� -���%��/# 0��
H�� *����0����, 7���'�, -�&����/K �-����&,���, ��0�&/��*� �����*�# �� �&8
�����* �� ��0��&���, ��I�������� %������ �� *����� ��.���, %���0� ��.� �
*����� ���&���0������ -����&4���, ��.���, �����������*� �,��*� *� *�4�*
��)���/ �� ��0�&/��� ��-��-����5����� I0 &K)�K ����&,���K 7���'�K A(r)#
����&�����,KI�K ���*-����0����*� ��&���K A → 1 -�� r → ∞# � %���* �%,�/
������� e0 = (1/A(r))∂t|I0 %� ��0�&/��� ��&���, �&, �����%�0����5 ����� ���&/



;= ��
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�
� �	����� �
�


�����%�0�����# -��5��,I�� 0���% ��0�� (r, θ, ϕ)I0 � ��-���&���� ������� e0# 7���8
'�, A )���� -����,���� 

8� �('9)�($�) :)3)&� �(;�


&, -��*�����, *����� �����������5 �,��� � ���*�&/��5 ����������5 ��8
)�� ��&�)����0��5 ��&���� �� ��0�&/��� ��-��-����5����� %������# � � �� ��8
0��&���, ��H77�'������ �,���# �� ,�&,���, ���)5���*�*# 0�� -������ ��-�&��8
��&/��K ��)����/ ��0��&���&/��� �5�*� � ������ �������# ��H77�'����� ����8
��������� �,�� ���/ ��**� -���%������� ��*-����� �����������5 -���%�����5
�����%�� k;Al# � ������5 0��&� �&����*�5 )����� !� �)I�* �&�0�� n -�� �����8
����� ��**����� n 7�������&/��" ������ � �����* ���-��� �,��# -�H��*� ��)��
���������� ��&�)����� ��I�������� �-��I��� 7��*�&� � ���4��� ���)�����, �
��0��&���&/��* �������* 

� ������ ��)��� *� -����*��* ��-��-����5����/ t = 0 � ��0����� ��0�&/���
� ���%� ���&������* -����� �% ���5 ��&�)����0��5 ��&����# -�&���, A = 1 ���
H��* &���� ���*��� ����*���0���� ,�&,K��, �����%�0����*� �# �&�������&/��#
A = 1 ��K�� � �)&���� ��I���������, ��.���, ���*� ����# 7��*�&/��� ���8
-����� �,�� -� -���*����� t � ��H77�'�����*�# ��0��&����*� �% ���������
L��.�����# )���� ����*�*� �����������*� �,��*� ��,*�, -������� -���%�8
����# 0�� ������������ �,��# ��0��&����� -� ,���* 7��*�&�* �% ��)��� k;Al#
�*�K� ��� 4� ��*�� ��� 1� �0����* H��� ��%�&/��� ���/*� ��4��*# -����&/��
�� ,�&,���, -�,*�� -�������� �)I�5 7��*�& � 0�����* �&�0�� 

����*����* -����)�� �����������K -��������� %���0� ��.� � ����&� ��0��8
&���&/��� �5�*� L��&K'������ ��������, !;A" � !<"# ��%��.����� ��������&/��
�����5 -���%�����5 -� ���*���# � ��)������ ��&�)����� -����*�K� ���

B̈

B
+

C′2

B2C2
− Ċ

2

C2
− 1
C2

+φ̇
2 − φ′ 2

B2
= 0 , !;D"

C̈

C
+

1
BC

(
C′

B

)′
− ḂĊ

BC
+φ̇

2
+
φ′ 2

B2
= 0 , !;E"

φ̈ − 1
B

(
φ′

B

)′
+ φ̇

(
Ḃ

B
+ 2

Ċ

C

)
− 2

φ′C′

B2C
+ V ′

φ = 0 , !;<"

��� ��0�� � .���5 �)�%��0�K� -���%������ -� t � r �������������� o���/ ��0�&/8
��5 ��&���� ��&4�� )��/ %����� �&, ���5 ���%������5 7���'�� � �5 -����5
-���%�����5 -� ���*���@

B(0, r) = b0(r) , Ḃ(0, r) = b1(r) , C(0, r) = c0(r) , Ċ(0, r) = c1(r) !;B"

φ(0, r) = φ0(r) , φ̇ (0, r) = φ1(r)

	�������, ��,%� !?" � !E" �&, �����*� !;D" n !;<" �*�K� ���
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 ;;

2
BC

(
C′

B

)′
− 2

ḂĊ

BC
+

C′2

B2C2
− Ċ

2

C2
− 1
C2

+φ̇
2

+
φ′ 2

B2
+ 2V = 0 , !;G"

Ċ′

C
− ḂC′

BC
+ φ̇ φ′ = 0 !C="

� �� �����4�� �����5 -���%�����5 -� ���*���# 0�� ��I�������� � ��&/���.�* 
����������� 7��*�&/��5 �,���

B = b0 + b1t+ b2t
2 + . . . , C = c0 + c1t+ c2t

2 + . . . , φ = φ0 +φ1t+φ2t
2 + . . . , !C;"

� H��&K'������ ��������, !;D" n !;<" -������� � ���'�-&����� �&��)���0�����
�����*� ��������� �&, ��H77�'������ �,��� ��H77�'����� -�� ���-��,5 n ≥ 2
����4�K��, 0���% ��0�&/��� ��&���, !;G" ��-��*��# �&, )�%*�������� ���&,�8
���� -�&, !V (φ) = 0" -����� 0&��� ��%&�4���� !C;" -����*�K� ���

B = b0 + b1t +
1
2

(
b0
c20

(
c21 + 1

) − c′′0
2

b0c20
+
φ′′0

2

b0
− b0φ

2
1

)
t2 + . . . , !CC"

C = c0 + c1t +
1
2

(
b′0c′0
b30

− c′′0
b20

+
b1c1
b0

− c0φ
′
0
2

b20
− c0φ

2
1

)
t2 + . . . , !C?"

φ = φ0 + φ1t +
1
2

(
2
c′0φ

′
0

b20c0
− b′0φ

′
0

b30
+
φ′′0
b20

− b1φ1

b0
− 2

c1φ1

c0

)
t2 + . . . . !CA"

L�� �,�� ��&4�� �)��I��/ � ��4������ ��������, ��,%� !;G" � !C=" � -�����8
0����5 ��0��&���,5 H�� �%��0��� �&���KI��@ ��%&�4���, !CC" n !CA" � ��0����/K
�� 0&���� -��,��� tn -�������* � ��������, ��,%� � ��%&�4�* &���� 0���� H��5
��������� � �,�� ���&��� -� -���*����� t � ��0�� t = 0 m � ��4��* �% �,���
-����� n − 1 0&���� ��&4�� )��/ ����� ��&K 
&, ��-�&����, ������� ��&�8
��,# ��� � ��0���# ��� � � -��)&�4����� 7��*�&������# ���)5���*� � �������0��
��-�&����� ��������� ��,%� �� ��-��-����5����� t = 0 � �)I�* �&�0�� ��-���
� ��%��.�*���� ��������� ��,%� � ��)��� ��%�����*�5 ��0�&/��5 ��&���� ���8
%������, �0��/ �&�4��* k;D# ;# ;Gl # �� � ��.�� -��������� �� ��-������ -�&���
���&���0����� ���&�������� � -�*�I/K *������# ��%����5 �&, -����� ���'�����8
��5 ��.���� k;C# C=l  


�� ��������, ��,%� ���&�����K� ������0���, �� -���%��&/��� ��)�� ��8
0�&/��5 ��&����# -�H��*� �% .���� ��0�&/��5 ��&���� !;G" ��%�����*�*� ,�&,8
K��, 0����� ���*� ����# ��* ���)5���*� ��&�4��/ ������ ��&�)����0��� ��&�8
��� �� ��0�&/��� ��-��-����5�����# ��)��� *�������� ��%�����KI�K 7���'�K
C(0, r) ����* �)��%�*# � ������������ -��������� %���0� ��.� � �)I�* �&�0��
�����4���&/��*� � ���*����0����* �*��&�# � � � �*��&� ��%�����*���� ��%�&/8
����� �� -���%��&� � ��)��� ���������# ,�&,K��, ��&/�� ��� ��0�&/��5 ��&�8
��, 
&, )�%*�������� ���&,����� -�&, �5 0��&� *�4�� H77������� �*��/.��/
�� ���5 -���������* �����'�� �����*� !?" n !<" � ����*� ��%�����*�*� -���8
*����*�# ������� ,�&,K��, 7���'�,*� *������# -�&, � �5 -����5 -���%���8
��5 k;# D# ?l # ������ -�� H��* ��%������ -��)&�*� ������&, ���*-����0����5
��&���� 
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�
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&, �%�0���, H��&K'�� ����&,���5 ��0�&/��5 ���7�����'�� ���������KI�8
�� ���&,����� -�&, ���)�� ��)���/ ����������� ��&�)����0��� ��&���� C(0, r) ≡
c0(r) = r ����� ��������, ��,%� �� ��0�&/��� ��-��-����5����� �0������*�
-���)��%�����,*� -�����,��, � ����(

1
b20

)′
+
(

1
r

+ rφ′0
2
)

1
b20

= 2c1
b1
b0

+
1 + c1
r

− rφ2
1 − 2 rV (φ0) ,

b1
b0

= c1
′ + rφ0φ1 .

!CD"

��&K0�* b1/b0 �% -����� 0���� -������ ��������, ��.���� -�&�0������ ����8
����,# ������0����� �� )������0�����# �����, 7��*�&��

1
b20

=
1
eF

⎡⎣1 +
1
r

∞∫
r

(
1 − g eF

)
dr

⎤⎦ , !CE"

���

g(r) = 1 + (rc21)
′
+ r2
(
2 c1φ0φ1 − φ 2

1 − 2 rV (φ0)
)
, F (r) = −

∞∫
r

φ′0
2
rdr . !C<"

��� ��%*�4��� ��0�&/��� ��&���, ��0��-���K��, -���)���* ��&/�� ���5 ��%���8
��*�5 ��0�&/��5 ��&���� φ0(r), φ1(r), c1(r)# ������� ��&4�� �������0�� )�����#
��-��*��# ��� O(1/r2) # �)����/ -�� r → ∞ 	��0����� ���*-������ ��0�&/8
��5 ��&���� %������ �� ����������� ���� -����'��&� 
�&�� ��K�� *� -�&����*
φ = 0 �������* �����*��* �����,���* -�&, � �0����* ��-�&�����* ��&����
V (φ) = O(φ2) -�� φ → 0 ��0�&/��� ��&���, b0(r) � b1(r)# ��5���* -� 7��*�&�
!CE" � �����*� ��������K !CD" ��������������# -��0�* b0 → 1 -�� r → ∞ 

<� ��'#����� �(3�#� �(##)=')

1� ��-�&/%��* ������������ *���� ��0��������� 5��������%�'�� ���*�����
-�����������8���*��� � ������'�� -�,�&���, ����%���� � -��'���� H��&K'��#
-���&�4����� � ��)��� k;Cl  1���� ������� �� ��0��&���� 5�����������0�����
7���'�� f(t, r) = − < dC, dC >≡ C2

(1) − C2
(0)# ��&�0�KI�,�, %����* �� ���&,�8

���� �������� ;87��*� dC # ������, � ��4��� ��0�� ���&/�� ������� ���*�&�
� ��-��-����5����� C(t , r , θ , ϕ) = const  9���'�, C(t , r) ,�&,���, ���������8
��� ��������&/�� &K)�5 -���)��%������ ���� (t , r) 
→ (t′ , r′) # �� %��������KI�5
��&���5 ���������# -�H��*� � 0����p5*����� ��0�� %����, ;87��*� dC � 5�8
����������0����, 7���'�, f ���4� ,�&,K��, ����������*� ��-��-����5����/#
�-����&����, ���������* f = 0# ,�&,���, ����%����* !-�� ��-�&����&/��5 ��&�8
��,5 n ����%����* ��)����"# -����&/�� � ��4��� �� ��0�� ;87��*� dC �%����-�� 

��,�&���� � ������H�'�� �����%�0����5 7���&/��5 ��0��# ������0���KI�5
�)&���/ ��I���������, ���*�&/��� �����*� ��������� ��&������� �5 ����4��8
��,# ������&������, -���������* ��.���, ��������, 3��)� !�����'�� �����%�8

0����5" ∇2
e0

x − R(e0,x) e0 = 0 # ��� x = ξ(t, r) e1 n �����&/��� ������ �����'��

�������5 �����%�0����5 � ��.�� ��&�)����� ∇e0
e1 = 0 , e0 = ∂t � R0101 = B̈/B #

-�H��*� %���0� ��.� �&, ��������, 3��)� -��*�� ���

ξ̈ − ξB̈/B = 0 , ξ(0, r) = 1 , ξ̇(0, r) = 0, !CB"
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 ;?

� ��&���� ξ(t∗, r) = 0 �%��0��� -�,�&���� 7���&/��� ��0�� � ��-����&4�*���/
���*�&/��� �����*� ��������� � ����������� �����%�0�����# ��*�0����� -����8
,���*� ����������*� r , θ , ϕ # �&, *�*����� ���*��� t > t∗ -�� t∗ > 0 # �&� t < t∗

-�� t∗ < 0  

&, ���0���� -��*��,���, �����&/�� H��-�� *����.������ ��0��&���&/���

�5�*� � �--�����*�'��� ��.���, �,��*� !CC" n !CA" � *�*���� ���*��� 0 < t1 <
t2 . . . # ���&�%������� � -����� ��*��&/��5 ��0��&���� -./0123 � ��0����/K ��
0&���� -��,��� t16 �� ��4��* H��-� ��%&�4���� ����� ��0�&/��� ������ �-��8
��&,K��, �� ����� ��-��-����5����� t = tk # -�&�0����� *����*�&/��* &���&/��8
����0��* -����&4����* ���&/ �����%�0����5 �5���*���/ �,��� � �����0�����/
��0��&���&/��� �5�*� ������&������, -���������* �-����������5 �'����# ��&K8
0�,# � 0��������# �'���� ��0����� ��-�&����, ��������� ��,%� �� ����� ��0�&/8
��� ��-��-����5����� 

1� ���&�����&� �,� *���&�� �7���0����8��**����0���� �������'������� ��&8
&�-�� )�%*������5 � ��&������5 ���&,���5 -�&��# � �����������*� ��0�&/��*�
��&���,*� φ0(r), φ1(r), c1(r)# ������� �)���K� ��� O(1/r2) -�� r → ∞ �# ���*�
����# φ1(r), c1(r) �)���K� ��� O(r2) -�� r → 0 # � φ0(r) ������0��� ��&�0��8
��� ��%�&/���� -�%��&,K� ���&��/ �&���KI�� ��0��������� ������# �������#
-�8����*�*�# �-�����&��� �&, ���5 ��-����*�5 ��-�� -����'��&�� � ���������8
��5 ��0�&/��5 �����5 

; L��&K'�, ���������KI�� ���7�����'�� � �����������*� ��0�&/��*� ��&�8
��,*� -������� &�)� � �)��%�����K ����%���� ��)����# &�)� � �����,��K -����8
��0�&/���� ��%*�I���, �� -��������������� )������0����� (K)�� ����-���*��8
��0����� ��*������ �����������5 ��0�&/��5 ��&���� &�)� ��������� H��&K'����8
���� �&, ���5 %��0���� -���*����# &�)� ��%��&,���, -� ��-� H��&K'�� ��������*
�����0����* %��0����* -���*���� �����������KI�� �����0����� ��.���� �*���
��� -��*�4���0���� ����������# � ��* �*��&�# 0�� ���������KI�, ���7�����8
'�, �&���&/��� ���*, ��5�����, � �����,���# )&�%��* � �)��%�����K ����%����# �
%���* ��&&�-������ �&� �����������,# -��0�* ���-����&������/ ��%���� -����.8
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 ��� �! "���#��$ ������� 
������������
� ��������� %����! 
��&�� ������������#�'
���( &������ f(t, r) � ������� ����������$ 
�������� ��$ ��������)����#����
� ��'
)�(���� ��#��*��� ������ +��, ��� ���#���� ����)���� a = 0.2� -����( .�
 ��#��'
����(� %�����! ��#���$ 
��&��� f(t, r) +������ ����, � )�)���� ���)��� t = 0.100, t =
0.105, t = 0.110 ���������������
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 ��� �! /��&��� ������������#����� &�����( f(t, r) ��� ���#���$� ����)���� a =
0.5 � a = 0.308� %����! �����$��� �������#��*��
� ���)�0���$ ����$���
� ���$1 ��$
�������#�� ���*.�� ���#���( t &�����$ f(t, r) ������ � �����$���)� ���#���� � ��$
���� 0 < r < ∞ +������� ������������'���)$,� %�����! �����#����( 
������������(
������� +���)�2���#��( ���������,�

����/K ��0��&���� 
C � -��'���� ��&&�-�� ���0�&� �)��%����, H�����*�&/��� !����4������" ��8

��%��� � ��������� ��0�� (th, rh)# 5��������%�KI���, ��&����* f(th, rh) = 0 ��K8
�� � -�&��� 0 < t < th , 0 ≤ r <∞ 5�����������0����, 7���'�, f(t, r) ��-�������#
-�&�4���&/�� � �*��� ���*-������ f(t, 0) = f(t,∞) = 1 # 0�� ������������� ����8
&,���*� ��.���K )�% ����%���� ��� t > th ����%��� ��������/�, ������*# � � 
f(t, r1(t)) = 0 , f(t, r2(t)) = 0 # -��0�* ������� ����%����� ����&�����,K� ��&���K
0 < r1(t) < r2(t) �� ������� *��� � ��������* �������&� (th, t1) # ��� ��0��&�8
��, ��� �I� ����K��, ���������*�# 7���'�� f(t, r1(t)) = 0 � f(t, r2(t)) = 0
�������������� *�������� �)���K� � ��%�����K� 

�� ��� ;n C -�������� ��%�&/���� 0��&����5 ���0���� �&, ����-���*����0�8
����� ��*������ ��0�&/��5 �����5

c0 = r , c1 = 0 , φ0 = 0 , φ1 =
√

2a e−a/r

r2
, b0 =

(
1 − e−2a/r

r

)−1/2

, b1 = 0 ,

!CG"
������� &���� -�����,K��, � �&&K������K� �)��%������ ����%���^# �����,���
-������0�&/���� ��%*�I���, � �����0����� ��.���� �&, )�%*�������� !V (φ) = 0"
���&,����� -�&, 
% 7��*�& !CC" n !CA" � !CG" �&�����# 0�� B2 = 1 − 1/r + o(1/r)
-�� r → 0 # -�H��*� ��.���, ��*������ �&, ���5 %��0���� -���*���� a �)&���K�
.���'.�&/����� *�����# ������ = D !� � G/c2 � �)�0��5 �����'�5" 

�)�#%&����

1� ����*����&� �����������K -��������� %���0� ��.� �&, ��������� L��8
.����� � -��*���&� *���� �����������5 �,��� � ���*�&/��5 ����������5 �&, ��
��.���, � �&�0�� ���������KI�5 ���&,���5 -�&�� � ����&,���*� ��0�&/��*�
�����*� �������* ��%�&/����* ,�&,���, -�&�0���� ����&/��� ������� �)��%�8
����, ���5 ����%�����# ������, ��I�������� ��-�&�,�� ��%�&/����# -�&�0�����
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 ;D

�����*� *�����*� ������# *� �� *�4�* ���4�������/ ���.��� � ����������
����%���� � ����%����* ��)���� � ����%����* ��.� �������������� �� ��5 -��#
-��� �� )���� �%������# 5��, )� ��0��������# �&�)�&/��, ���*����, -�����������8
���*��� �� ��� 4� -��0��� ����&� �)��%�����, �����&,������# 5��������%�8
KI���, )������0�� )�&/.�*� ����'���&/��*� %��0���,*� 5�����������0�����
7���'�� �)&�%� '�����# -��� ����K��, %� ��*��*� ��%*�4������ ��)������� *�8
���� �����������5 �,��� ��&�0����� ��%�&/���� ���4� -������4��K� ��I�8
��������� �����0����5 ��.����# �����4�I�5 -��*�4���0��� ��������� � �*��8
&� ������ ����*�0����5 �����*# 5��, ����� �5 ��������# ��� ���������, ����*�8
��&/����/ � %���� ����&���� �&, *���� 0����� ���� kA# Dl# �� ����*������&��/ �
������ ��)��� � �� 4� ���*,# �� *���� ��4��* ��%�&/����* ,�&,���, �-��)�'�,
*����� �����������5 �,���# -������� ��� H77����������# � ���4� �����������
� -���*�I���� -� ��������K � ����0��8��%������*� *�����*�# -����&/�� -��8
�-������ ��&/���.��� ���&�������, ��&&�-�� ���������KI�5 -�&�� ��,%��� �
���*�����* ��-�&/%������* ��%&�0��5 0��&����5 *������ 

�=�'(� #�9�!)9"!�

k;l ]SW[XRTUT_YT_ q rYTb^Y Os[XRONFO TV \ONOW^Y[XOU XTY_R[TNX TV RSO XaSOW[F^YY`
X`QQORW[F c[NXRO[N8XF^Y^W Od_^R[TNX [N RSO Y^W\Ott ]TQQ_N u^RS vS`X # ;GBE 
w ;=E# a DB<nEC; 

kCl ]STaR_[x u f ]W[R[F^Y bOS^Z[TW [N \W^Z[R^R[TN^Y FTYY^aXOttvWT\ eSOTW vS`X 
y_aaY # ;GGG w ;?E# a ?D?n?ED 

k?l z^Q^UW{O | y # yROP^WR } u eSO XaSOW[F^YY` X`QQORW[F FTYY^aXO TV ^ Q^XXYOXX
XF^Y^W gOYUtt ]Y^XX ~_^NR_Q rW^Z ;GGE w ;?# a AG<nD;C !^W�[Z@ \W8
dFtGD=E=AA" 

kAl r_NUY^FS ] ]W[R[F^Y aSONTQON^ [N \W^Z[R^R[TN^Y FTYY^aXOttvS`X |Oa # C==? w 
?<E# a ??GnA=D !^W�[Z@ \W8dFt=C;=;=;" 

kDl ]STaR_[x u f �N[ZOWX^Y[R` ^NU XF^Y[N\ [N \W^Z[R^R[TN^Y FTYY^aXO TV ^ Q^XXYOXX
XF^Y^W gOYUttvS`X |OZ �ORR # ;GG? w <=# a Gn;C 

kEl ]STaR_[x u f eSO !�NXR^bYO" eSWOXSTYU TV �Y^Fx zTYO �TWQ^R[TNtt vWTF ;DRS
iNR ]TNV rON |OY^R[Z rW^Z !r|8;D"# v_NO# iNU[^# ;GG< v E<nBD !^W�[Z@ \W8
dFtGB=?=<D" 

k<l ]SW[XRTUT_YT_ q M Q^RSOQ^R[F^Y RSOTW` TV \W^Z[R^R[TN^Y FTYY^aXOtt]TQQ_N 
u^RS vS`X ;GB< w ;=G# a E;?nEA< 

kBl eSTWNb_W\ } cZONR ^NU Maa^WONR zTW[jTN �[NUOWX VTW ?�; �_QOW[F^Y
|OY^R[Z[R`tt�[Z |OZ |OY^R[Z[R #̀ C==< w ;=# E< a !PPP Y[Z[N\WOZ[OPX TW\"

kGl }^W^Q[YYT } � # �WTTN } M w # rT_W\T_YSTN c �WTQ rOTQORW` RT �_QOW[FX@
[NROWU[XF[aY[N^W` ^XaOFRX [N Q^RSOQ^R[F^Y ^NU N_QOW[F^Y WOY^R[Z[R`ttfTWxXSTa
��WTQ rOTQORW` RT �_QOW[FX� v^W[X# C=8CA �TZOQbOW# C==E !^W�[Z@ \W8
dFt=<;C C??C" 
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k;=l 9�.�� 
 + ��&� ���&,����� *�%��� � �0���* �������'�����5 H77�����tt
>L�9# ;GAB � ;B# F E?E n EA= !^W�[Z@ \W8dFtGG;;==B" 

k;;l �WTNN[xTZ � M yF^Y^W8RONXTW RSOTW` ^NU XF^Y^W FS^W\Ott MFR^ vS`X vTY # ;G<? 
w �A v CD; n CEE 

k;Cl � � �������# � � :���&��# 2 � J�*����� ���*-����0����8-&����� ��.�8
��, ��������� H��.����� �&, ���������KI��� �7���0����8��**����0����
���&,����� -�&,tt ������� ���	# ��� ����&����, *���*�����# C==< �D!??"#
� ;; n C= 

k;?l ]SW[XRTUT_YT_ q cs^QaYOX TV N^xOU X[N\_Y^W[R` VTWQ^R[TN [N RSO \W^Z[R^R[TN^Y
FTYY^aXO TV ^ XF^Y^W gOYUttMNN TV u^RS # ;GGA w ;A=# a E=<8ED? 

k;Al :���&�� � � ���&���0����� -����&4���� ���%����5 -�&�� �����������*�
�,��*� ���&���tt���� *���* 7�%���# ;GGD � ;=C# � ??< 8 ?AA 

k;Dl ]STd_OR8�W_S^R � # rOWTFS | rYTb^Y ^XaOFRX TV RSO ]^_FS` aWTbYOQ [N \ONOW^Y
WOY^R[Z[R`tt]TQQ_N u^RS vS`X # ;GEG w ;A# a ?CGn??D 

k;El |ONU^YY M q |OU_FR[TN TV RSO FS^W^FROW[XR[F [N[R[^Y Z^Y_O aWTbYOQ RT RSO ]^_FS`
aWTbYOQ ^NU [RX ^aaY[F^R[TNX RT RSO c[NXRO[N Od_^R[TNXtt vWTF | yTF M# �TNUTN#
;GG= w AC<# a CC;nC?G 

k;<l yj[YW^\`[ � # f[N[FT_W } fOYY8aTXOU [N[R[^Y8bT_NU^W` OZTY_R[TN [N \ONOW^Y
WOY^R[Z[R`tt vS`X |OZ q# C==? w EB# =A;D=; 

k;Bl eX[W_YOZ M � ]_WZ^R_WO UOFTQaTX[R[TN ^NU RSO c[NXRO[N8�^N\8u[YYX
O\_^R[TNXttv^WR[FYOX ^NU �_FYO[ �ORR # }i�|# C==A w ;# a GG n ;=C 

k;Gl ]STd_OR8�W_S^R � # iXONbOW\ } # vTYY^Fx q eSO FTNXRW^[NR Od_^R[TNX VTW RSO
c[NXRO[N8XF^Y^W gOYU X`XROQ TN FTQa^FR Q^N[VTYUXtt ]Y^XX ~_^NR_Q rW^Z # C==< 
w CA# a B=GnBCB 

kC=l �[xTNTZ w w # eFSOQ^W[N^ }_ w# eX[W_YOZ M � M RPT8a^W^QOROW V^Q[Y` TV
Os^FR ^X`QaRTR[F^YY` h^R XTY_R[TNX RT RSO c[NXRO[N8XF^Y^W gOYU Od_^R[TNXtt]Y^XX 
~_^NR_Q rW^Z # C==B w CD# ;?B==; 


