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����*������H��, *�5���%*� -��������, -�����%�� � '�&������*&��8
��5 �����*�5# �)&���HI�5 ��������*� ��������� -�������, 

meS ZSFe\X[UZU Wl c_W`XWU[U kO[^Y[X` [X cO_cWUSlO^ UQUTSZU e\n[X` TeS
c_WcS_T[SU TeS \FT[nS kSe\n[W_ \_S FWXU[YS_SY [X Te[U \_T[F^S 

��&'��(� )�*��� �������� -�����%# '�&������*&����� �����*�#
���*����� �,�� 
+,-./012� \FT[nS c_W`XWUS# cO_cWUSlO^ UQUTSZU# T[ZS US_[SU 

���4�5��

�&����0����� -��5�� � -��)&�*� -�����%�������, ��'��&/��8K����*�0����5
-��'����� 5��������%����, ��*# 0��@

; �-����� -���-�&������,# 0�� �&, ��)&H���*�5 -���*����� �-�����&��� ��8
-���%� ���*�&/���� %����� �5 ���-����&���,# 5��, -��&����� ���&�������,
-���%�&�# 0�� K�� �� ��� t;u i�� %��0��# 0�� *��4����� *������ ��������0�8
����� ���&�%�# � 0��������# ����� �-���)� ����������� ��� ��K77�'�����
�����&,'��# T8���������� ���/�%�� -������H� � ��)� �������# -����&/�� *�8
��� �����/ �.�)�0��� ��%�&/���� 

C �� �0��������, -�������� &H���# ,�&,HI�5�, ����&&�����&/��*� K&�*��8
��*� �)h����� �-���&���, !-�����%�������," tCu 

? ����-�&������,# 0�� -�������� &H���# %��,��5 � -��'���� -�����%�������,
)���I�5 %��0���� � �&�)�� ���-��� �&�,�� !�&� ���)I� �� �&�,��" �� ��8
%�&/���� -�����%� 

i�� ��,%��� � ��*# 0�� ���*����� �,��# -� *����H �,�� ���&�������&��# -���8
���&� �����4��/ %�����*������� � -����0��* -���*���� +�����*������/H �&�
������'��� ���������, ��������� �%*������ � ��,%� � K��* ��%���&� -��)&�*�
���-����&������� �&, &�'�# -����*�HI��� ��.���, !(��"# ��,%����, � -�����8
����* �)h�������5 �'���� ����I��� �����,��, ����4�HI�� �����# ��%�&/�����
�� �&�,��, �� ������%�'�H � � - ������&���� ���-����&������� ��%*�4�� �� ��8
���� ��)��������� �-��� (��# ���&�7���'��# -����0��# ������� ����4�H��, �
��� ��)h�������5 �'����5 � -���-�0����,5 
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��&������� K��5 -��0�� � -�����%�������� ��� )�&/.�H ��&/ ������ ��)h��8
������ 7�����# � ��* -�����% ���������, �������* �������* -�����%�* ��%�8
��* ����� -�����%# � ������* ��I��������H ��&/ ����H� ��)h�������� �'����
� -���-�0����, &H���# -����*�HI�5 �0����� � ��� 7��*��������# � ��.���,#
-����*�HI���, �� ��� ������# �&�,H� �� �)h��� -�����%�������, ��K��*� *�8
��&� -�����%�������, ��&4�� �0������/ �&�,��� 0�&���0������ 7������ � ���5
7��*�5@

• i��-��� -�� 7��*�������� ����5 -�������&���� �) �)h���� -�����%�����8
��, ��&4�� �0������/ -�������� 0�&�����# ��� ��������� K&�*����# -�� ��8
�&�%�'�� ��.����# ��-�&/%�HI�5 ��%�&/���� -�����%� 

• (�� -�� �'���� ������������ -���&�4���� K��-����� ��&4�� �0������/
*�����# '�&�# -�%�'�H K��-����# �� ���/ �&�,��� ���)�������� ��� -�������,
�� -��'��� ����)���� �* -�����%� 

����* �)��%�*# %���0� -������� � &����� ��%����, ������ -�����%�������,
-���4��H� ����� �&��� %���0 ��������� -�����%�������,# ������� -���-�&�����
��.���� ���5 -��)&�*@

; ���������� -��'���� �������� K��-����%� � '�&/H -�&�0���, &�)� ���&�8
��������� �������� -�����%�# &�)� �����&/�� �&/����������5 ��������� �
-��*���� ���������* ������* ����*����'�� 

C ��%��)���� *�����&���� !��5��&����" -��*�����, ��*-&���� ���0��5 *���8
���# -�����**��5 ������� � ��0������ � �-���*# %�����*# ���&�7���'���
� �����'��� K��-����# (�� �&, -�&�0���, *���&� ��������� �-�����HI��
���&/��� -��'��� � �5 ��0�� %����, !�&� � ��0�� %����, ���--� K��-�����" 

3� �!�:� T*)"$*�5�# :*4��� ;*:_�5�$*��55*@* T$*@5*e�$*��5�# � T*>
)"�5*�;� e�4�'� T$*@5*e�$*��5�#

i��-��� -�� -�����%�������� ������'�� -��'���� ������ ������ -�������&�8
��� � �&�,��� �� -�����%����*�� -���%���&/ ���������� ��)��� ��%�����*�5
7������� 

����/ x ∈ Rm L ������ ��%�����*�5 -���*����5# y ∈ Rn L %�����*�, -���8
*����,# Q|9!s" L ���%������, %�����*���/ ���)����, �����%��/ ���)�&�� -���8
��-���)��� !� �-����&����* ��4� �*��&�" -���-�&�4���� � ��%*�4��* %��0����
Q{|9!s{" -���*����� Q -�� %������* %��0���� s{ -���*����� s# ��-�&/%�, -��
K��*@

• ��*������ 0�����5 *���&�� -���������5 �� ������ ��������0����� ��7��8
*�'�� (xj , yj)#

y = ϕi(αi;x) (i = 1, N), !;"

��� ϕi, αi L ��I��������, 7���'�, � ������ �'���� -���*����� iL � *���&�#
�-����&����� �� K��-� ������7���'��� xj # yjL ��%�&/���� �%*������ -���8
*����5 x# y �� -������ ���*��� t 
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• ��*������ K��-�����5 �����%������

x = x∗ ⇒ y ∈ (ak, bk] (k = 1,K), !C"

��� \k#kk L %������� r8* K��-����* ���������&/��� 0��&�# �����# 0�� !\k#kku
L -�-���� ��%&�0��� �������&� 

+���0� (�� ������� � ��*# 0��)� �� ������ ��7��*�'�� ��-� !;LC" �7��*�8
�����/ ��*)����������� -�����% 

� &H)�� -��'����� K��-����%� ���)5���*� �0������/ ���� �% ��4���.�5 ��8
-����� K��-������� �'�������, L K�� ��%*�4����/ ����4���, K��-����* ���)I�8
�*�� ��7��*�'��# ������, -������� � -���,��H ���)�&�� ��������� �&, ����
��.���, ����� -�������� K��-����� ��%������, �������* tCu 

��� ��-�����&���� � ���&�%� K��-�����5 *����� (�� �&, �'���� ���-���
�5 �)h���������� !������������ �����'�� �&� -��)&�*�"# ��� -����&�# �0�����8
�� ����*����'�H K��-����� 
&, K���� (�� ����*���, ��%���/ ����� *�5���%*
!-��'�����" K��-����%�# -�� ������* K��-���� ����*,��, � ����)���� ���)�&��
�)����������� �������� ��.���, !����*����'��" ����� *�5���%* K��-����%� ��8
%������, �������&�������# ��� ��� �� -�%��&,�� ������ � *���*�*� �&�,���
��)h�������5 7������� �� -����*��*�� ��.���� 

���'�-'�H ����� K��-����%� -���&������, ������/ �� )�%� �����'�����5 �5�*
��7��*�'������� �-���&���, t?u � -���'�-�� ��&&�������� *��������������
K��-����%� tAu 

����������� ��.� �����4����, � �0���* ��������5 �)�%��0���� -���-�&���8
H� ���5��������H ��������� �����*� ����)���� -�����%��# ��������HI�5�, ��
�������'�� *������ �������� K��-����%� � &H)��� 7��*�&/���� *����� !��� ;"#
���&���� �������@

; :���� 7��*����� %������ �� -�����%�������� � -���&����� -&��� %� -��8
���% 

C ��4��� k8� K��-��� ������� ���� ������� -�����%�# �'������ ��%����, �
*���&/ -�����%����*��� -��'���� � 7��*�&����� ���)�����, � ��%�����48
����H %� -����&����H ��)��� 

? :���� 7��*�&����� -����&� � -������� ������� �� ��)�� &�0.�5 -���&�8
4���� -� %�����H ���&� 0��� '���� %��&H0��� ���&�.���, � ��)�����*�
K��-����*� �&, 7��*�������, �)�)I������ -�����%� 

A ���&� ��-�&����, -��'���� ���&�������, ��0�� %����, K��-����� '����
7��*����� ���� ��)�������� �'������ ��%����, -�����%����*��� -��'����
� �0���* �*�HI���, � ���� ��-�&����&/��� ��7��*�'�� � ����)�������
��.���, -� �����4���H 4�&��*�5 �����,��� �&, �����*� � '�&�* 

D ���&� ���&�%�'�� -���,��5 ��.���� �-����&,H��, 7����0����� %��0���,
�����,��, �����*�# � ���4� 7��� ��%�����4����, K��-����� � ��-�&�,���,
��� ���-����&���� 
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����/ ���������� i8�� K��-���� ,�&,���, ���)I���� (�� ��������� ��7��*�8
'�� si ∈ Si, i ∈ N = {1, 2, ..., n}# ��� N L *��4����� K��-����� (�� �� ������8
��� ���)I����� �*� ��7��*�'�� -����*��� ��.���� L 7��*����� -&�� ��������
xi = πi(s) ∈ Xi ⊆ �1# ��� π : S → X L -��'����� !*�5���%*" -&���������,#
πi : s→ Xi, i ∈ N, s = (s1, s2, ..., sn) ∈ S =

∏
i∈N

siL ������ ���)I���� ���5 K��-��8

���# x = (x1, x2, ..., xn) ∈ X =
∏
i∈N

xiL ������ -&���� 

9���'�, -���-�0����, K��-���� !'�&���, 7���'�,"# ����4�HI�, ��������
K��-���� � %���0�5 -&���������,@ fi(xi, ri) : X × �1 → �1 %������ �� ��%��0��8
���� �*� -&��� � -���*���� ri L ��)h��������� *����, i8�� K��-����# �� ���/ ���
�������� -�������&���� �) �'������*�* -��'���� !��� ��0�� %����, L -�%�'�, -�
����*�������*�� -��)&�*�" ����*��� ri ,�&,���, 7���'��� �� ���-�&����*��
K��-����* ��7��*�'�� Ii � ��� �-���)����� ��5����/ ���������� ��.���, zi 

$���* -���-�&����/ ��-�&����� ��-���%� ��'����&/���� -�������, K��-����#
�� ���/ �� -���-�&�����# 0�� ���)I��*�, �* ��7��*�'�, si -�%��&�� (�� -���,�/
���)�&�� K77�������� ��.���� xi ����* �)��%�*# 7���'�, f(◦) ,�&,���, ������
��-��������# �*��� ���� *����*�* � ��0�� ri i�� �-�����&��� �&, ���5 i ∈ N  

��&� -���*��� zi*�4�� �0����/ -�����0���� -����,���� ��&�0����# �� ��-�&8
����&/��, ��7��*�'�, dIi �-���)�� �%*����/ ��0�� %����, ri !�&� �� �%*����/#
��&� K��-��� -��0����� �� -��������0�I�� ��� �����*� �%�&,��� � ���)�����&/8
���" 

�� *�*��� -���,��� ��.���, �)I�* �&, K��-����� ,�&,H��,@ -��'����� ��8
)��� �������� (�� �� ������ ��7��*�'��# ���)I��*�� K��-����*�# �5 '�&����
7���'��# �)h�* ���-�&����*�5 %����� ri : r = (r1, r2, ..., rn) ∈ �n ��7��*�'�,
Ii : T = (I1, I2, ..., In) � ���H �0����/ (�� �%������ ��� '�&���5 7���'�� K��8
-�����# ��-��*��# 0�� ��� ���*���&/��# �� ���������� %�����*���� ���%������ 
���*� ����# �*� �%������ *��4����� {si}i∈N ��%*�4��5 ���)I���� K��-�����# ��
�*� ���%������ �5 �������, ��0�� %����, 
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� ������������ � �-������� ��.� �5�*�� K��-����%� (�� ��)����� -��'�8
���� -&���������, π(s) = (π1(s), π2(s), ..., πn(s)) � ���)I��� �� K��-����* i��8
-���� -�� �%������� -��'����� -&���������, �������*���� � ��%�����*� ���)8
I�H� (�� ��7��*�'�H {si}i∈N # �� ������ ������� (�� 7��*����� -&�� (��
���&�%����� -�&�0����H ��7��*�'�H � �����-��� �--������* �&, ��4���� i8��
K��-����# ���)I�, �*� dIi i�� -��'����� %����0������, �����# ����� -��&�����8
��&/����/ ski # ��� kL ��*�� �����'�� �� )���� �5����/�, � ��������� ��&�0��� ai#
� �)I�* �&�0�� ai �= ri(Ii, zi) 

�����&/�� -����*��*�� ��.���� (�� !��%��0��*�� �* -&���# �)h�* ��%��8
���4����, -� ��%�&/����* K��-����%� � � - " %������ �� ���)I��*�� K��-����*�
��7��*�'��# �� ��� *���� ���-�&/%����/�, K��* �&, -�&�0���, ��������� �&,
��5 ��.���, ��� K��* ���)I��*�, ��7��*�'�, �� �),%���&/�� )���� �������� 
����* �)��%�*# ��%������ -��)&�*� :�5�T[��$*��5�# 

$���* �0����/# 0�� K��-���� ����� ��), �����-��������# ��)���, ��*�����8
��� �&� ����������� -� �K.� ��������� ����/ s∗ L ������ ����������5 -� �K.�
��������� K��-����# �����

∀i ∈ N, ∀si ∈ S fi(πi(s∗−i, s
∗
i ), ri) ≥ fi(πi(s∗−i, si), ri)

�0������# 0�� ����� ��0�� ���������, � �)I�* �&�0�� %������ �� ��������
��0�� %����, ���5 K��-�����@ s∗ = s∗(r) = (s∗1(r), s

∗
2(r), ..., s

∗
n(r)) 

+� �0�� *�����'������� �-���&���,# � ���4� ��7��*�'������� �-���&���,
*�4�� ��)��/�, ����# 0�� *��4����� ri, i ∈ N )���� ���.��,HI�*��,# �� ���/
� *��4����� {si = si(Ii, zi)}i∈N ���4� )���� ���.��,HI�*��, i�� -�� ��&����
��)��� K��-����*� ����������5 -� �K.� ��������� �)��-�0�� -�&�0���� (��
���)�&�� �)h�������5 �'���� ����*�������*�� -��)&�*� �� K��-����� 

i��� -��5�� ��&�0����, �� �%������5 *���&�� tBu# ��� *��4����� {si}i∈N ���8
�*������H��, ��� ������0����� i�� �� -�%��&,�� �-���&,�/ K77���������/H
-�,*��� !��*���-�&����*���" *�5���%*� �������� K��-����%� 

��������&/�� π(◦) )���* -���-�&����/# 0�� 7���'�, π(◦) ��77����'����*�

� *�������� -� ���* -���*����*# �� ���/ ∂π(◦)
∂si

≥ 0, i ∈ N  
��-��*��# 0�����* �&�0��* *�4�� )��/

x = π(s) =
1
n

∑
i∈N

si,

����� (�� �� *�4�� -�&�0��/ �'���� K77���������� -���&�4���� K��-�����#
�&�

x = π(s) = π(0, 0, ..., 0, sq(r) , 0, 0, 0, ...0) = ri
q(r) = arg max {si}

i ∈ n
� ��* �&�0��# ����� (�� ��5���� -���&�4���� K��-���� � ��*���* �!_" ���)�&��
�)�����&/��* � �0����� ��� *����� �������* 
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6� ^*)"$*�5�� ;*:_�5�$*��55*@* T$*@5*e� �^� T* *Y�5;�: k;)T�$"*�

��� �)�0�� tD8<u# � ��0����� ��*)������������ -�����%� -��*�* �)��% &����8
��� ������� 7���'�� ϕi *���&�� !;"@

ϕ( β, x) =
N∑
i=1

βiϕi(αi, x) !?"

-�� s|s{# ��� β = (β1
, β2, ..., βN ) 8 ������ -��&�4�I�5 �-����&���H ��K77�'���8

��� 
�����* �&���HI�� �)�%��0���,@

ŷij = ϕi(αixj) (i = 1, N, j = 1, n), ŷn+1 = ϕi(αi, x∗) (i = 1, N),

(a, b] =
k⋂
k=1

(ak, bk].

��%�&/����# -�������&,�*�� K��-����*�# � %��0���&/��� ���-��� )���� ����8
4��/ ��������� ���.��� �����# � ������� ��%�&/���� -�����%� � ���&�%�H��, 
�&���, ���-�&��� tGu# ��� ���.��� ����� ��%��&�* �� ��� )�&/.�� �&���� L %�8
*������# �������� � �����7��*����*�� +�*������ ����� ��-����H� ����0���#
��0��-���HI�� �-������ !�����*����������� �&� ����,��������" ��� K��* K��8
-���� *���� �)&����/ -�&��* �-������* %�����* � ����� � �� ��������5 �&�
-�&�0��/ �-��������H ��7��*�'�H � 5��� ������ �%��*��������, � ��H ���,8
��� �������5 ���� -���-�&����� ����% �� -����&��� -�&���� %����� � K��-��8
�� � �������, 7���� ��I���������, � ���� &���&/��5 �-������ ����� ������'#
�����7��*����*�� ����� *���� *��,�/ ���� 5������������� � %�����*���� ��
�������� ��)&H���*�� �����*� � -��&����* �&�0�� %����, K��-���� �� ��&/��
�*�H� &���&/��� 5�������# �� � ,�&,H��, 7���*�������*� 

� K��� ��,%� � -��'���� ��-�&����, K��-����% ��%*�4�� �&���HI�� 0�����
�����'�� 

B�< ���&�'�
 �����


����*����* �&�0��# ����� K��-������ �����%�����, �%��*�� �� -��������0�8
�� � � ������-����� ���&������� � ��������*� �% 0�����5 -�����%��# �� ���/
��-�&�,H��, ��&���,@

(a, b] �= ∅,
(a, b]

⋂{{
ŷ1
n+1, ..., ŷ

N
n+1

}
�= ∅ . !A"

����� ��K77�'����� βi ��5���* �% ���)�����, *���*�%�'�� ��**� ������8
��� ���&������ 7����0����5 �� ����0������5 -� ������� !?" %��0���� %�����*��
-���*����� �� -������ ��������, -�����%�@

J(β ) =
n∑
j=1

qj(yj − ϕ(β , xj))
2 → min. !D"
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+���/ �j (
n∑
j=1

qj = 1, qj ≥ 0) *���� )��/# ��-��*��# 5�������������*�# ���8

�����*� -�� -��������� *���&�� 0�����5 -�����%�� r8* K��-����* (k = 1, k)#

,�&,HI�*�, ���)�&�� ��*-�������* 1�4�� -���,�/ ���4� qj = 1
k

K∑
k=1

wkj �&�

������ ������� ���)�&�� ��*-�������� ���--� K��-����� 
�� '�&���H 7���'�H !?" ��&�4�* ��&���, ���&����������� ��*)������������

-�����%� � K��-�����*� �����%�����,*�@

a+ δ ≤
N∑
i=1

βiŷin+1 ≤ b !E"

� ���*������

N∑
i=1

βi = 1, βi > 0 (i = 1, N). !<"

+���/ δ M *�&�� -�&�4���&/��� 0��&�# ��������� �&, -�&�0���, ���5������8
��5 ��������5 ������0���� !E" -�� -�&��������* �������&� !\#ku 

���)5���*���/ *���*�%�'�� ��**� ��������� ���&������ �� -������ �)��8
������, -�����%� ��%���� ��*# 0�� ������� !?" ��&4�� �� -����� ����&�����,�/
K��-�����* �����%�����,* � )���I�* ��%����� -��'����# �� � 5���.� �)h,��,�/
��� -���������H !���, -��������, &������� ������� 0�����5 �--�����*���H8
I�5 7���'�� *�����* ���*��/.�5 ��������� )�% �0��� K��-������ ��7��*�'��
-���&�4��� � t<u" 

B�B �����
 ���&�'�


i��-������ �����%�����, �%��*�� -��������0���# ������ ��������� �% ��5
!�� �� ��� � ������-�����" ���&������� � ����&/��*� 0�����*� -�����%�*�# ��
���/ ��-�&�,H��, ��&���,

(a, b] �= ∅,
(
K⋃
k=1

(ak, bk] ∩
{
ŷ1
n+1, ... , ŷ

N
n+1

}
�= ∅.

� K��* �&�0�� '�&����)��%�� -����)����/# 0��)� ��*)����������� -�����%−→y Nn+1�)��-�0���& *����*�&/�� ��%*�4��H ���&����������/ �����%����5 K��-��8
��*� *����� � ��0����� *��� ����� ���&����������� ����������� ��-�&/%����/
��**� ������,��� ρ *�4�� ��0��� ŷNn+1 � ��4��* �% �������&�� !\k#kku@

K∑
k=1

ρ2((ak, bk], ŷn+1),

���

ρ((ak, bk], ŷn+1) =

⎧⎨⎩
ak − ŷn+1, -�� ŷn+1 ≤ a,
0, -�� a ≤ ŷn+1 ≤ b,
ŷn+1 − bk, -�� ŷn+1 > b.
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����� %���0� ��������, ��K77�'������ βi � &������� ������� !?" *�4�� )��/
������� � �&���HI�� %���0�

J(β ) = (1− γ)
K∑
k=1

ρ2((ak, bk], ŷn+1) + γ
n∑
j=1

qi(yj − ϕ(β, xj))
2 → min !B"

� ������0���,*� !<"# � ���4� � ������0���,*�# ������� �0�����H� ��%�&/����
-� 0�����* -�����%�*# ��-�&�����* r8* K��-����*

ak + δ − ck ≤
N∑
i=1

βiŷin+1 ≤ bk + dk, k = 1,K, !G"

��� δ �*��� ��� 4� �*��&# 0�� � ��.�# γ M ��K77�'���� �� ��������* γ ∈ [0, 1]#
ck � dk M ������'���&/��� ���������&/��� 0��&�# �-����&,�*�� ������.���,*�

ck =
{
ak − ŷn+1, -�� ak > ŷn+1,
o, � -�������* �&�0��,

dk =
{
ŷn+1 − bk, -�� ŷn+1 > bk,
0, � -�������* �&�0��,

k = 1,K; ck ≥ 0; dk ≥ 0. !;="

�*��& -������ �&����*��� � !B" ������� � ���)5���*���� �-����&���, ������
ŷ∗n+1# 0��)� *���*�%�����&��/ ��**� ��������� ������,��� �� K��� ��0�� �� ���8
��' �������&�� (ak, bk]  ������ �&����*�� �)��-�0����� *����*�&/�� ��%*�4���
���&�������� ������� !?" � ��������0����� ��7��*�'��� � -�*�I/H ��K77�'�8
���� γ ����&������, ��&�� ��������0����� � K��-������ ��7��*�'�� � ��%�&/���
-�����%� 

B�D C���	
 ���&�'�


i��-������ �����%�����, �%��*�� -��������0��� � ��������� �% ��5 !��
�� ��� � ������-�����" ���&������� � ����&/��*� 0�����*� -�����%�*�# �� ���/
��-�&�,H��, ��&���,

(a, b] �= ∅,
(
K⋃
k=1

(ak, bk] ∩
{
ŷ1
n+1, ... , ŷ

N
n+1

}
�= ∅

� ��&����

(a, b] ∩
{
ŷ1
n+1, ... , ŷ

N
n+1

}
�= ∅. !;;"

+���/ ���4� ��%*�4�� ��� �����'�� �����, ������� � ��*# 0�� ��I�����H�
����� [# �∈ 1, N # 0��

{
ŷin+1, ŷ

j
n+1

}
∈

K⋃
k=1

(ak, bk] , ŷ
i
n+1 ≤ a , ŷjn+1 > b,
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�� %���0� -��������, &������� ������� !?" *�4�� )��/ ��.��� ���4�# ��� �&,
�&�0�, ; 	�&���� !;;" ��&��� ������0���, !E8<" ���*�����*� 

��&� ������0���, !E8<" �����*�����# �� *�4�� ���-�&/%����/�, ����* �% �&�8
��HI�5 �-���)�� ��� �������0�� ������� ���-��� ���&����������� K��-�����5
�����%������ *�4�� ��)�� -��������0�� *�4�� ��*� � 0�����*� -�����%�*�
��&4�� )��/ ��%��.��� -���* ������������� -��&����5 %� �0�� -����� )�&��
-��5��,I�5 �--�����*�'�� -�� ��&���� ��-�&����, �%������5 ���)������ ���8
�����0����� ������������ � K��* �&�0�� ��������* �&, �-����&���, ����5 ��8
������� *�4�� �&�4��/ &�)� *�I����/ -�����0���, �������&�� !\k#kku# k = 1,K#
&�)� ��-�&/%������ ��K77�'����� ��������'�� p# ��� � �&����0����5 *�����5
K��-�����5 �'���� 

��&� 4� K��-������ �����%�����, ���������0�� ���&�������# ������� !?" *�8
4�� )��/ -�������� -���* ��.���, %���0� !B" � ������0���,*� !<"# !G8;=" ���
K��*# 0�* ��.� ����, �����&����������/# ��* )�&/.�� %��0���, �&����� -����8
���/ ��K77�'����� γ � '�&���� 7���'�� !B" � K��* �&�0�� �&, &H)��� γ�=
��*)����������� -�����% ŷn+1�� )���� �5����/ � �������& !\#ku 

B�Z R�������. ��&"�.

i��-������ �����%�����, �� ���&������� � 0�����*� -�����%�*�# �� ���/
��&���� !;;" �� ��-�&�,���, � K��* �&�0�� ���� �'����/ ���-��/ ���&��������8
��� K��-�����5 �����%������ � ���-��/ ��%)���� 0�����5 -�����%�� ��������&/��
�������� %��0���, � %�����*���� �� K��5 �'���� ���)5���*� &�)� �������������/
�������&� !\k#kku# k = 1,K# &�)� �����/ �&/����������� 0������ �--�����*�'��#
&�)� ��.��/ %���0� !B"# � ������0���,*� !<"# !G8;=" 

9� ^*)"$*�5�� '�)"5(! :*4���S � e�4�'� ;*:_�5�$*��55*@* T$*@5*e�>
$*��5�#

��� ��.���� %���0� -��������, 0�����5 *���&�� !;" ���)5���*� �0������/
�&���HI�� ���)������� t;=u@

; ���&�%����*�� K����*�0����� -���%���&/ ���-������� �� ��)� �&�,���
*��4����� 7������� X = {xi, i = 1, n}# ������� ������� �% ���5 -��*��8

4����@ X = {XU}∪{XT }# ��� }�U� M -��8*��4����� �-���&,HI�5 �5����5
7������� � }�T � M -��*��4����� ������&����*�5 � ��������&����*�5 ��%8
�������� ���.��� ����� ����/ K��5 7������� �*��� *��������� 5�������
�%*�����, � ��%����� ����� 4� *��������� �%*������ ���&�%����*��� -�8
��%���&, ��I������� %��0���&/��, 0���/ �5����5 7������� �%*��,HI�5�,
���0���)��%��# 0�� ��%����� ��%��� �%*������ -���%������ � i�� *�4��
)��/# ��-��*��# -�&�0���� ��%����� &/������� �����������,# �������� -�8
��.����5 �*-�����5 -�.&��# ��%��, ����&/��'�, ��)&, � � - 

C ��4��� ���)������/H ���*����5 �,��� K����*�0����5 -���%���&�� ,�&,��8
�, ��# 0�� ���&��� � ������'�H �!Ti−p) � �����* p �*��/.����, i�� -�%8
��&,�� �����4���/# 0�� ���*����� �,� -�����0���� &H)��� K����*�0������
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-���%���&, ,�&,���, �)h����* � ����0��� -�*,�/H RP  �0������# 0�� ��8
&�0��� c )���� �-����&,�/ �)h�* ��)����# -����*��*�� �� ���*���� -��
���0��� -���*����� *���&� � %�����*���� �� .��� ��������%�'�� ���*��8
��� �,� %������, ��)&�'�� ���� Dn = {y(ti), i = 1, n}# ��� X M ��5��,I���,
� ���-��,4���� �)h�* ��)���� �� �&, -��������, �-��*�&/��� *���&�
������ K����*�0������ -���%���&, ��� ����*�0����� �����*� RP # ���)5���8
*� �*��/ 7������������ %��0���, �|�!T"# ��� T ∈ tTn−m#Tnu# Z�= � Z≤X#
%������ ���%������ � 5��������%�H� �-�*,�/� ����*�0����� �����*� �0�8
�����# 0�� Q!Tn) M K�� -��&����� %��0���� ���*������ �,�� ��&� Z�X# ��#
�0������# �����5 ���������0�� �&, -��������, *���&� ������ ���)�&��
'�&����)��%�� ��&�0��� Z �-����&,�/ ������������* -���* 

? ��&�0�� �����5# ��%�� ��&�0�HI�5�, �� ��������5 %��0���� !���)������" 
��,�&���� ���.��5 7�������# ��%���HI�5 ���)���� -�%��&,�� -�������/
�'������ -�� ������ �� ��-��� �0�� )����# ��&�   � 

� ����5 �����'�,5 -���.���� ��0����� -�����%� ���� ��0������ �-��� � %��8
��� -�&/%�����&, � ��%*�4������ ��������0����5 *������# ���&�%������5 � ��8
���������HI�5 -�����**��5 -�������5 -� �&���HI�� �5�*� !��� C" 

����&����*�, �5�*� �����������, �� -���-�&�4����# 0�� �&, K����*�0����5
-���%���&�� *�4�� -���&�4��/ *��4����� ��������� �--�����*�'�� %����� ���8
-����&���,# ����&�����,HI�5 ��������0����* -����&�* -������� �5 ���������8
��� ��)�� ����������� �������� )���� �-����&,�/�,# �0������# %�����* -��0��8
��8�&���������5 ��,%�� *�4�� �5����*� 7������*� � ���&�%����*�* -���%���8
&�*# ������� �*����, �� ��0��������* ������ � �-������ -�&/%�����&, 

�� ���/ ��4��� �-����� K��-��� �� ��0��������* ���)�&/��* ������ �������
���� ��4����� {si}i∈N �� ������ *���&� �����,��, �����*�# ������, �-������� ��
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��&/�� ��,%� *�4�� -���*����*�# �� � �0������� ��-���&���� ��%�������, 7��8
����� � ���-��/ �5 �&�,��, ���� �� ����� �� ������ ����I�� *�*��� ���*��� 
i�� � -�%��&,�� -���&�4��/ -��'����� ���/�������, -���*����� *���*���0�8
���5 *������ -�����%�������, � ������������ � -�������&���,*� K��-����� 

�&�����* -��������, *���&� -�����%�������, -� -���������� �5�*� !��� C"
�-���� � t;=u 

��;�&'�5��

� ����/� ����*������ *������� -��������, ���&���������� -�����%� � '�&�8
�����*&����� K����*�0����� �����*� �� )�%� �������'�� *���*���0����5 *������
� %����� K��-����� !�-�'��&�����" � ��&�0����� �&�,HI�5 7������� �� -�����8
%����*�� -���%���&/# ��-���&���� � ������������� K���� �&�,��, ����� -��5��
-�%��&�& �)��������� �-����&,�/ �)h�* ��)���� �&, ���0��� -���*����� *���&�
-�����%�������,# %��0�*���/ ��0�� ���*������ �,�� !�5 ���&��� � ������'�H"#
� ���4� -�&��� ��-�&/%����/ ��7��*��������/ �����5# ������� %�0����H 5����8
����%�H��, ��� ���)����� 

�����&/�� �� ��0����� -�����%� -� -���&����*�� *������� %��0���&/��� �&�8
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