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Êàôåäðà èíôîðìàòèêè

Â ñòàòüå èññëåäóþòñÿ ÿçûêè, ïîðîæäàåìûå ïðîñòûìè ýêî-ãðàììàòè-
÷åñêèìè ñèñòåìàìè. Ïîêàçàíî, ÷òî êëàññ òàêèõ ÿçûêîâ íå èçìåíÿåòñÿ
ïðè ôèêñàöèè îòíîñèòåëüíîãî ïîëîæåíèÿ àãåíòîâ. Èññëåäóåòñÿ èåðàð-
õèÿ êëàññîâ ÿçûêîâ, ïîðîæäàåìûõ ðàñøèðåííûìè ïðîñòûìè ýêî-ãðàì-
ìàòè÷åñêèìè ñèñòåìàìè, â çàâèñèìîñòè îò äâóõ ïàðàìåòðîâ: îáùåãî
÷èñëà àãåíòîâ â ñèñòåìå è ÷èñëà ðàáîòàþùèõ àãåíòîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî
ïðè îòñóòñòâèè ñòèðàþùèõ ïðàâèë ñ ðîñòîì ÷èñëà àãåíòîâ ýòè êëàññû
íå óìåíüøàþòñÿ. Óñòàíîâëåíî, ÷òî êëàññ ÿçûêîâ, ïîðîæäàåìûõ ðàñøè-
ðåííûìè ïðîñòûìè ýêî-ãðàììàòè÷åñêèìè ñèñòåìàìè, çàìêíóò îòíîñè-
òåëüíî êîíêàòåíàöèè, îáúåäèíåíèÿ, èòåðàöèè è ãîìîìîðôèçìîâ.

In this paper, we investigate the languages generated by simple eco-gram-
mar systems. We show that this class of languages is not changed after
�xing the positions of agents. We investigate the hierarchy of languages
generated by extended simple eco-grammar systems based on two parame-
ters: the total number of agents and the number of active agents. It is
shown that under increasing the number of agents the classes are not
changed. It is proved that the class of languages generated by extended
simple eco-grammar systems is closed under concatenation, union, itera-
tion and homomorphisms.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ýêî-ãðàììàòè÷åñêèå ñèñòåìû, ÿçûêè, àãåíòû; îïå-
ðàöèè êîíêàòåíàöèè, îáúåäèíåíèÿ, èòåðàöèè, ãîìîìîðôèçìà.
Keywords: eco-grammar systems, languages, agents; concatenation; ho-
momorphism; iteration; union.

Ââåäåíèå: ýêî-ãðàììàòè÷åñêèå ñèñòåìû. Â ñòàòüå èññëåäóþòñÿ ÿçûêè, ïî-
ðîæäàåìûå ïðîñòûìè ýêî-ãðàììàòè÷åñêèìè ñèñòåìàìè.

Ýêî-ãðàììàòè÷åñêèå ñèñòåìû, îïðåäåëåííûå â [4], ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèÿìè è
ðàñøèðåíèÿìè ãðàììàòè÷åñêèõ ñèñòåì, ââåäåííûõ À. Ëèíäåíìàéåðîì [7] äëÿ ìî-
äåëèðîâàíèÿ ðàçâèòèÿ áèîëîãè÷åñêèõ ñèñòåì.

Ïðè èõ îïðåäåëåíèè àâòîðû ñòðåìèëèñü óäîâëåòâîðèòü ñëåäóþùèì ñîäåðæà-
òåëüíûì ïîñòóëàòàì.

1. Ýêî-ñèñòåìà ñîñòîèò èç îêðóæåíèÿ - ñðåäû - è ìíîæåñòâà àãåíòîâ. Âíóò-
ðåííèå ñîñòîÿíèÿ àãåíòîâ è ñðåäû îïèñûâàþòñÿ ñëîâàìè èç îïðåäåëåííîãî
àëôàâèòà.

2. Åñòü óíèâåðñàëüíûå ÷àñû, êîòîðûå óñòàíàâëèâàþò ìîìåíòû âðåìåíè, îáùèå
äëÿ ñðåäû è âñåõ àãåíòîâ.
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3. Âñå àãåíòû è ñðåäà â êàæäóþ åäèíèöó âðåìåíè âûïîëíÿþò ïàðàëëåëüíî îäèí
øàã ýâîëþöèè.

4. Ïðàâèëà äåéñòâèé ñðåäû íå çàâèñÿò îò àãåíòîâ è ñîñòîÿíèÿ ñðåäû. Ïðàâèëà
äåéñòâèé àãåíòîâ â îáùåì ñëó÷àå çàâèñÿò îò ñîñòîÿíèÿ ñðåäû, êîòîðîå îïðå-
äåëÿåò â êàæäûé ìîìåíò ïîäìíîæåñòâî àêòèâíûõ ïðàâèë, ïðèìåíÿåìûõ ê
âíóòðåííåìó ñîñòîÿíèþ àãåíòà.

5. Àãåíòû äåéñòâóþò íà ñðåäó (èëè âîçìîæíî íà âíóòðåííèå ñëîâà äðóãèõ àãåí-
òîâ) â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëàìè äåéñòâèÿ. Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè êàæ-
äûé àãåíò èñïîëüçóåò îäíî èç ïðàâèë äåéñòâèÿ, çàâèñÿùèõ îò âíóòðåííåãî
ñîñòîÿíèÿ àãåíòà.

6. Äåéñòâèÿ àãåíòîâ ïî îòíîøåíèþ ê ñðåäå èìåþò áîëüøèé ïðèîðèòåò, ÷åì ðàç-
âèòèå ñàìîé ñðåäû.

Îáùåå îïðåäåëåíèå ýêî-ãðàììàòè÷åñêèõ ñèñòåì [4], ñëåäóþùåå ýòèì ïîñòóëà-
òàì, ïðèâîäèò ê óíèâåðñàëüíûì ñèñòåìàì, ýêâèâàëåíòíûì ïî âû÷èñëèòåëüíîé ñè-
ëå, íàïðèìåð, ìàøèíàì Òüþðèíãà.

Ïîýòîìó â äàííîé ðàáîòå ìû áóäåì èçó÷àòü áîëåå îãðàíè÷åííûé êëàññ ïðîñòûõ
ýêî-ñèñòåì, òàêæå îïðåäåëåííûé â [4].
Îïðåäåëåíèå 1. [7] 0L-ñèñòåìà - ýòî íàáîð E = (VE , PE), ãäå:

• VE = {a1, . . . , am} - àëôàâèò (|VE | = m);
• PE - êñ-ïðàâèëà ðàçâèòèÿ ñðåäû âèäà: a → α, a ∈ VE, α ∈ V ∗

E .
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî â 0L - ñèñòåìå E = (VE , PE) èç ñëîâà x = x1x2 . . . xr

(xi ∈ VE) çà 1 øàã âûâîäèòñÿ ñëîâî y = y1y2 . . . yr (yi ∈ V ∗
E):

x
1⇒E y,

åñëè äëÿ êàæäîãî 1 ≤ i ≤ r â PE âõîäèò ïðàâèëî xi → yi.
Åñëè x ∈ V ∗

E , òî PE(x) = {y : x
∗⇒E y}.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïðîñòàÿ ýêî-ãðàììàòè÷åñêàÿ ñèñòåìà (SEG) - ýòî íàáîð âèäà
Σ = (VE , PE , R1, . . . , Rn, ω), ãäå:

• VE - êîíå÷íûé íåïóñòîé àëôàâèò, PE - êîíå÷íîå ìíîæåñòâî êîíòåêñò-
íî-ñâîáîäíûõ ïðàâèë íàä VE (ïðàâèëà ðàçâèòèÿ ñðåäû), òàê ÷òî (VE , PE) -
0L-ñèñòåìà;

• äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , n Ri - ýòî íåïóñòîå ìíîæåñòâî êîíòåêñòíî-ñâî-
áîäíûõ ïðàâèë íàä VE (îíî ïðåäñòàâëÿåò ïðàâèëà i-ãî àãåíòà);

• ñëîâî ω ∈ V ∗
E - ýòî àêñèîìà, íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ñðåäû.

Êàê ìîæíî âèäåòü èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ, äëÿ SEG - íåêîòîðûå èç ïðèâåäåííûõ
âûøå ïîñòóëàòîâ óïðîùåíû. Â ïðîñòûõ ñèñòåìàõ àãåíòû íå ðàçâèâàþòñÿ è èõ
äåéñòâèÿ íå çàâèñÿò îò ñîñòîÿíèé ñðåäû.

Øàã ýâîëþöèè â ïðîñòîé ýêî-ãðàììàòè÷åñêîé ñèñòåìå ñîñòîèò â îäíîâðåìåííîì
äåéñòâèè àãåíòîâ è ïàðàëëåëüíîì ðàçâèòèè ñðåäû: ñíà÷àëà êàæäûé àãåíò ïåðå-
ïèñûâàåò îäèí ñèìâîë â ñòðîêå îêðóæåíèÿ, çàòåì îêðóæåíèå ïåðåïèñûâàåò âñå
îñòàëüíûå ñèìâîëû.
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Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü Σ = (VE , PE , R1, . . . , Rn, ω) � ïðîñòàÿ ýêî-ãðàììàòè÷åñ-
êàÿ ñèñòåìà. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî x íåïîñðåäñòâåííî ïîðîæäàåò y â Σ (x, y ∈
V ∗

E): x ⇒Σ y, åñëè:

• x = z1x1z2x2 . . . znxnzn+1, ãäå:
xi ∈ VE, 1 ≤ i ≤ n, è zj ∈ V ∗

E , 1 ≤ j ≤ n + 1;

• y = z′1y1z
′
2y2 . . . z′nynz′n+1, ãäå:

yi, xj ∈ V ∗
E , 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n + 1;

• ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâêà àãåíòîâ Rj1 , Rj2 , . . . , Rjn , òàêàÿ ÷òî
xi → yi ∈ Rji

, äëÿ 1 ≤ i ≤ n;

• îñòàëüíûå ñèìâîëû èçìåíÿåò ñðåäà: ëèáî zj = z′j = ε (ε - ¾ïóñòîé¿ ñèìâîë),
ëèáî zj

1⇒E z′j, ãäå E = (VE , PE) - 0L - ñèñòåìà îêðóæåíèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî, â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì îïðåäåëåíèåì, âñå àãåíòû äîëæíû ðàáî-
òàòü íà êàæäîì øàãå ýâîëþöèè, èíà÷å ýâîëþöèÿ îñòàíàâëèâàåòñÿ. Â [8] è ãëàâå
5 êíèãè [3] ðàññìàòðèâàåòñÿ äðóãàÿ âåðñèÿ ïðîñòûõ ýêî-ãðàììàòè÷åñêèõ ñèñòåì,
òàê íàçûâàåìûå ñëàáî ïðîñòûå ýêî-ãðàììàòè÷åñêèå ñèñòåìû, êîãäà ýâîëþöèÿ íå
áëîêèðóåòñÿ, åñëè íåêîòîðûå èç àãåíòîâ íå ìîãóò âûïîëíèòü íèêàêèõ äåéñòâèé
íàä ñòðîêîé îêðóæåíèÿ.
Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü Σ = (VE , PE , R1, . . . , Rn, ω) � ïðîñòàÿ ýêî-ãðàììàòè÷åñ-
êàÿ ñèñòåìà. ßçûê L(Σ), ïîðîæäàåìûé ñèñòåìîé Σ, îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

L(Σ) = {w ∈ V ∗
E |ω ∗⇒Σ w}.

Ðàñøèðåííàÿ âåðñèÿ ïðîñòûõ ýêî-ãðàììàòè÷åñêèõ ñèñòåì, â àëôàâèòå êîòîðûõ
âûäåëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâî ñèìâîëîâ-òåðìèíàëîâ, âïåðâûå ïðåäñòàâëåíà â [4].
Îïðåäåëåíèå 5. Ðàñøèðåííàÿ ïðîñòàÿ ýêî-ãðàììàòè÷åñêàÿ ñèñòåìà
(ESEG) � ýòî íàáîð Σ = (VE , PE , R1, . . . , Rn, ω, ∆), ãäå:

• VE , PE , n, Ri äëÿ 1 ≤ i ≤ n è ω òàêèå æå, êàê â îïðåäåëåíèè 2, òî åñòü
àëôàâèò ñèñòåìû, ìíîæåñòâî ïðàâèë ðàçâèòèÿ ñðåäû, ÷èñëî àãåíòîâ
(n ≥ 1), ìíîæåñòâà ïðàâèë àãåíòîâ è íà÷àëüíàÿ àêñèîìà;

• ∆ ⊆ VE - òåðìèíàëüíûé àëôàâèò, íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî VE.

Â ESEG ýâîëþöèÿ ïðîõîäèò òàê æå, êàê áûëî îïèñàíî â îïðåäåëåíèè 3 äëÿ
SEG. Ïîðîæäàåìûé ÿçûê ñîñòîèò òîëüêî èç ñëîâ â òåðìèíàëüíîì àëôàâèòå.
Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü Σ = (VE , PE , R1, . . . , Rn, ω) � ðàñøèðåííàÿ ïðîñòàÿ ýêî-
ãðàììàòè÷åñêàÿ ñèñòåìà. ßçûê, ïîðîæäàåìûé ñèñòåìîé Σ, îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:

L(Σ) = {w ∈ ∆∗|ω ∗⇒Σ w}.
Ïðèâåäåì ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé äàííóþ ìîäåëü.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü Σ = (VE , PE , R1, R2, R3, ω,∆) - ESEG, òàêàÿ ÷òî:

• VE = {A,B, C, a, b, c},
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• PE = {A → a,B → b, C → c, a → a, b → b, c → c},
• R1 = {A → A2, A → a},
• R2 = {B → B2, B → b},
• R3 = {C → C2, C → c},
• ω = ABC,

• ∆ = {a, b, c}.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòà ñèñòåìà ïîðîæäàåò íå êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûé ÿçûê

L(Σ) = {anbncn|n ≥ 1}.
1. Ïåðåñòàíîâêà àãåíòîâ â ïðîñòûõ ýêî-ãðàììàòè÷åñêèõ ñèñòåìàõ. Â

ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì 3 øàãà ýâîëþöèè ïðîñòûõ ýêî-ãðàììàòè÷åñêèõ ñè-
ñòåì, àãåíòû íà êàæäîì øàãå ïåðåä âîçäåéñòâèåì íà ñðåäó çàíèìàþò ñëó÷àéíîå
ïîëîæåíèå â ñòðîêå îêðóæåíèÿ è çà îäèí øàã ìîãóò ïðîèçâîëüíî åãî ïîìåíÿòü,
�ïåðåïðûãèâàÿ� äðóã ÷åðåç äðóãà. Åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ, èçìåíèòñÿ ëè ïî-
ðîæäàþùàÿ ñèëà ýêî-ñèñòåì, åñëè çàïðåòèòü òàêèå ïðûæêè è çàôèêñèðîâàòü ïî-
ëîæåíèå àãåíòîâ îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà? Â ýòîì ðàçäåëå ìû äàåì íà íåãî îòðè-
öàòåëüíûé îòâåò è ïîêàçûâàåì, ÷òî ïî ïðîèçâîëüíîé ïðîñòîé ýêî-ãðàììàòè÷åñêîé
ñèñòåìå ìîæíî ïîñòðîèòü ýêâèâàëåíòíóþ ñèñòåìó, ðàáîòàþùóþ áåç ïåðåñòàíîâîê
àãåíòîâ.

Îïðåäåëåíèå 7. Ïóñòü Σ = (VE , PE , R1, . . . , Rn, ω) � ïðîñòàÿ ýêî-ãðàììàòè÷åñ-
êàÿ ñèñòåìà. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà ðàáîòàåò áåç ïåðåñòàíîâêè àãåíòîâ,
åñëè êàæäûé øàã ýâîëþöèè ñèñòåìû x ⇒Σ y (x, y ∈ V ∗

E) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

• x = z1x1z2x2 . . . znxnzn+1, ãäå:
xi ∈ VE, 1 ≤ i ≤ n, è zj ∈ V ∗

E , 1 ≤ j ≤ n + 1;

• y = z′1y1z
′
2y2 . . . z′nynz′n+1, ãäå:

yi, xj ∈ V ∗
E , 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n + 1;

• xi → yi ∈ Ri, äëÿ 1 ≤ i ≤ n;

• îñòàëüíûå ñèìâîëû èçìåíÿåò ñðåäà: ëèáî zj = z′j = ε, ëèáî zj
1⇒E z′j, ãäå

E = (VE , PE) - 0L - ñèñòåìà îêðóæåíèÿ.

Ïóñòü Σ = (VE , PE , R1, . . . , Rn, ω, ∆) - ðàñøèðåííàÿ ïðîñòàÿ ýêî-ãðàììàòè÷åñ-
êàÿ ñèñòåìà. Ïîñòðîèì ñèñòåìó Σ = (VE , PE , R1, . . . , Rn, ω, ∆), ýâîëþöèÿ êîòîðîé
áóäåò ïðîõîäèòü áåç ïåðåñòàíîâêè àãåíòîâ, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• VE = VE ∪ V ′
E ∪ {K, T, T (j) äëÿ âñåõ1 ≤ j ≤ n}, ãäå K, T, T (j) /∈ VE ;

• PE = P→
′

E ∪ {A′ → A|A ∈ VE} ∪ {K → K, T (j) → ε|K äëÿ 1 ≤ j ≤ n}, ãäå:
P→

′
E = {A → v′|A → v ∈ PE};

íà êàæäîì øàãå äëÿ ïåðâîãî ñèìâîëà T (j) áóäåò ïðèìåíÿòüñÿ ïðàâèëî
T (j) → ε, à äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ (åñëè îíè áóäóò) - ïðàâèëî T (j) → K;
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• Ri = ∪n
j=1R

→′(j)
j ∪ {T → ε} äëÿ 1 ≤ i ≤ n, ãäå:

R
→′(j)
j = {A → w′TT (j)|A → w ∈ Rj} äëÿ 1 ≤ j ≤ n;

• ω = ω;

• ∆ = ∆.

Óòâåðæäåíèå 1. Äëÿ ëþáîãî âûâîäà â ñèñòåìå Σ ω ⇒Σ v1 ⇒Σ v2 ⇒Σ · · · ⇒Σ

vt = v (vi ∈ V ∗
E - ñòðîêà îêðóæåíèÿ ïîñëå i-òîãî øàãà ýâîëþöèè) ñóùåñòâóåò

âûâîä â ñèñòåìå Σ ω ⇒Σ v1 ⇒Σ v2 ⇒Σ · · · ⇒Σ v2t = v (vi ∈ V ∗
E), òàêîé ÷òî

v2i = vi.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì èíäóêöèþ ïî äëèíå âûâîäà.
Ïóñòü â ñèñòåìå Σ èìååòñÿ âûâîä ω ⇒Σ v1 ⇒Σ v2 ⇒Σ · · · ⇒Σ vt = v.
Áàçèñ. Åñëè äëèíà âûâîäà â ñèñòåìå Σ t = 0, òî ω = vt = v. Ïî ïîñòðîåíèþ

ñèñòåìû Σ åå íà÷àëüíàÿ àêñèîìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëüíîé àêñèîìîé ñèñòåìû Σ: ω =
ω. Òîãäà ω = ω = vt = v = v2t, è çíà÷èò â Σ òîæå ñóùåñòâóåò âûâîä äëèíû 0 ñëîâà
v.

Èíäóêöèîííûé øàã. Ïóñòü ñòðîêà îêðóæåíèÿ ïîñëå k-òîãî øàãà ýâîëþöèè ñè-
ñòåìû Σ èìååò ñëåäóþùèé âèä: vk = β1a1β2a2 . . . βnanβn+1 (βi ∈ V ∗

E , aj ∈ VE , 1 ≤
i ≤ n + 1, 1 ≤ j ≤ n) è ñîâïàäàåò ïðè ýòîì ñî ñòðîêîé îêðóæåíèÿ v2k, ïîëó÷åí-
íîé ïðè ýâîëþöèè ñèñòåìû Σ. Ïóñòü íà øàãå (k + 1) àãåíò Rji ïðèìåíÿåò ïðàâèëî
ai → bji (bji ∈ V ∗

E , 1 ≤ i ≤ n, Rj1 , . . . , Rjn - ïåðåñòàíîâêà àãåíòîâ). Ïîñëå ýòîãî
ñðåäà âîçäåéñòâóåò íà îñòàâøèåñÿ ñèìâîëû: βi → γi (γi ∈ V ∗

E , 1 ≤ i ≤ n + 1).
Òîãäà vk+1 = γ1bj1γ2bj2 . . . γnbjnγn+1.
Ïðîìîäåëèðóåì ýòîò øàã Σ äâóìÿ øàãàìè Σ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íà ïåðâîì

øàãå êàæäûé àãåíò Ri áóäåò äåéñòâîâàòü òàê: åñëè â ñèñòåìå Σ íà (k +1)-îì øàãå
ýâîëþöèè â ïåðåñòàíîâêå àãåíòîâ i-òîå ìåñòî áûëî çàíÿòî àãåíòîì Rs (s = ji), è îí
ïðèìåíèë ïðàâèëî ai → bs, òî àãåíò Ri áóäåò ïðèìåíÿòü ñîîòâåòñòâóþùåå ïðàâèëî
èç ìíîæåñòâà R

→′(s)
s : ai → b′sTT (s).

Ïîñëå ýòîãî ñðåäà PE âîçäåéñòâóåò íà îñòàâøèåñÿ ñèìâîëû, èñïîëüçóÿ ïðàâèëà
èç P→

′
E , ñîîòâåòñòâóþùèå ïðàâèëàì PE : βi → γ′i.
Â èòîãå, ïîñëå ïåðâîãî øàãà ñòðîêà îêðóæåíèÿ ïðèìåò âèä:

v2k+1 = γ′b′j1TT (j1)γ′2b
′
j2TT (j2) . . . γ′nb′jn

TT (jn)γ′n+1

Íà âòîðîì øàãå âñå àãåíòû Ri ïðèìåíÿò ïðàâèëà T → ε (n ñèìâîëîâ T ãàðàí-
òèðóþò, ÷òî âñå àãåíòû ñìîãóò ðàáîòàòü íà ýòîì øàãå, äàæå åñëè íà ïðåäûäóùåì
øàãå èñïîëüçîâàëèñü ε-ïðàâèëà). Ñðåäà ïðè âîçäåéñòâèè íà îñòàâøèåñÿ ñèìâîëû
çàìåíèò øòðèõîâàííûå áóêâû â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëàìè âèäà: A′ → A, à áóê-
âû, ïîìå÷åííûå âåðõíèì èíäåêñîì, çàìåíèò íà ε. Çàìåòèì, ÷òî íè ðàçó íå áóäåò
ïðèìåíåíî ïðàâèëî âèäà A(i) → K, òàê êàê ðîëü êàæäîãî àãåíòà Ri ìîæåò áûòü
ñûãðàíà àãåíòàìè â ñèñòåìå Σ òîëüêî îäèí ðàç, ñîîòâåòñòâåííî â ñòðîêå îêðóæåíèÿ
íå ìîæåò ïîÿâèòüñÿ áîëüøå îäíîé áóêâû ñ èíäåêñîì (i).

Ïîñëå âòîðîãî øàãà ñòðîêà îêðóæåíèÿ áóäåò èìåòü âèä:

v2k+2 = γbj1γ2bj2 . . . γnbjnγn+1 = vk+1.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîìîäåëèðîâàí (k+1)-ûé øàã ýâîëþöèè ñèñòåìû Σ è âûâåäåíî
ñëîâî v2(k+1) = vk+1. 2
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Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü Σ - ýòî ðàáîòàþùàÿ áåç ïåðåñòàíîâîê àãåíòîâ ñèñòåìà,
ïîñòðîåííàÿ âûøå îïèñàííûì ñïîñîáîì äëÿ ñèñòåìû Σ. Òîãäà
L(Σ) ⊆ L(Σ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü v ∈ L(Σ), çíà÷èò ýòî ñëîâî âûâîäèìî â ñèñòåìå Σ, ò.å.
ñóùåñòâóåò âûâîä: ω ⇒Σ v1 ⇒Σ v2 ⇒Σ · · · ⇒Σ vt = v. Òîãäà, ñîãëàñíî óòâåðæäå-
íèþ 1, ñóùåñòâóåò âûâîä â ñèñòåìå Σ ýòîãî ñëîâà: ω ⇒Σ v1 ⇒Σ v2 ⇒Σ · · · ⇒Σ v2t =
v, v2i = vi. Çíà÷èò ñëîâî v âûâîäèìî â Σ è v ∈ L(Σ). Òîãäà L(Σ) ⊆ L(Σ).

Óòâåðæäåíèå 2. Äëÿ ëþáîãî âûâîäà ÷åòíîé äëèíû â ñèñòåìå Σ ω ⇒Σ v1 ⇒Σ

v2 ⇒Σ · · · ⇒Σ v2t ñóùåñòâóåò âûâîä â ñèñòåìå Σ ω ⇒Σ v1 ⇒Σ v2 ⇒Σ · · · ⇒Σ vt

(vi ∈ V ∗
E) (vi ∈ V ∗

E), òàêîé ÷òî vi = v2i.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì èíäóêöèþ ïî äëèíå âûâîäà. Ïóñòü â ñèñòåìå Σ
èìååòñÿ âûâîä ω ⇒Σ v1 ⇒Σ v2 ⇒Σ · · · ⇒Σ v2t = v.

Áàçèñ. Åñëè äëèíà âûâîäà 2t = 0, òî ω = v2t = v. Íî ïî ïîñòðîåíèþ ñèñòåìû Σ
åå íà÷àëüíàÿ àêñèîìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëüíîé àêñèîìîé ñèñòåìû Σ: ω = ω. Òîãäà
ω = ω = v, è çíà÷èò â Σ òîæå ñóùåñòâóåò âûâîä äëèíû 0 ñëîâà v.

Èíäóêöèîííûé øàã. Ïóñòü ñòðîêà îêðóæåíèÿ ïîñëå 2k-òîãî øàãà ýâîëþöèè ñè-
ñòåìû Σ èìååò ñëåäóþùèé âèä: v2k = β1a1β2a2 . . . βnanβn+1 (βi ∈ V ∗

E , aj ∈ VE , 1 ≤
i ≤ n + 1, 1 ≤ j ≤ n) è ñîâïàäàåò ïðè ýòîì ñî ñòðîêîé îêðóæåíèÿ vk, ïîëó÷åííîé
ïðè ýâîëþöèè ñèñòåìû Σ. Ïóñòü íà øàãå (2k + 1) êàæäûé àãåíò Ri ïðèìåíÿåò
ïðàâèëî ai → b′ji

TT (ji) ∈ R
→′(ji)
j . Ïîñëå ýòîãî ñðåäà âîçäåéñòâóåò íà îñòàâøèåñÿ

ñèìâîëû: βi → γ′i (1 ≤ i ≤ n + 1), ïðèìåíÿÿ ïðàâèëà èç P→
′

E .
Òîãäà v2k+1 = γ′1b

′
j1

TT (j1)γ′2b
′
j2

TT (j2) . . . γ′nb′jn
TT (jn)γ′n+1.

Íà (2k + 2)�îì øàãå âñå àãåíòû Ri ïðèìåíÿò ïðàâèëà T → ε. Ñðåäà ïðè âîç-
äåéñòâèè íà îñòàâøèåñÿ ñèìâîëû çàìåíèò øòðèõîâàííûå áóêâû â ñîîòâåòñòâèè ñ
ïðàâèëàìè âèäà: A′ → A, à áóêâû, ïîìå÷åííûå âåðõíèì èíäåêñîì, çàìåíèò íà ε.
Åñëè â ñòðîêå îêðóæåíèÿ áóäåò äâà èëè áîëåå îäèíàêîâûõ ñèìâîëîâ T (js) (äëÿ
íåêîòîðîãî 1 ≤ s ≤ n), òî ñðåäà ïåðâûé èç íèõ çàìåíèò ïî ïðàâèëó T (js) → ε, à âñå
îñòàëüíûå - ïî ïðàâèëó T (js) → K. Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé ñèìâîë T (js) (äëÿ âñåõ
1 ≤ s ≤ n) äîëæåí âñòðå÷àòüñÿ íå áîëåå îäíîãî ðàçà, èíà÷å ýâîëþöèÿ íå ñìîæåò
îêîí÷èòüñÿ òåðìèíàëüíûì ñëîâîì (ñèìâîë K ïðåïÿòñòâóåò âûâîäó òåðìèíàëüíîãî
ñëîâà).

Ïîñëå (2k + 2)-îãî øàãà ñòðîêà îêðóæåíèÿ áóäåò èìåòü âèä:

v2k+2 = γbj1γ2bj2 . . . γnbjnγn+1.

Ïðîìîäåëèðóåì ýòè äâà øàãà Σ ñëåäóþùèì øàãîì Σ: äëÿ 1 ≤ i ≤ n åñëè
â Σ àãåíò Ri ïðèìåíÿë íà (2k + 1)-îì øàãå ïðàâèëî ai → b′ji

TT (ji) èç ìíîæåñòâà
R
→′(ji)
j , òî ïîëàãàåì, ÷òî íà (k+1)-îì øàãå Σ àãåíò Rji áóäåò çàíèìàòü i-òîå ìåñòî

â ïåðåñòàíîâêå è ïðèìåíèò ïðàâèëî: ai → bji . Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, êàæäûé
àãåíò Ri, ïðèìåíÿþùèé ïðàâèëî èç ìíîæåñòâà R

→′(ji)
j , ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì,

ïðèìåíÿþùèì ïðàâèëî èç ýòîãî ìíîæåñòâà (ýòî ïðîâåðÿåòñÿ ñðåäîé íà (2k+2)-îì
øàãå ýâîëþöèè Σ).

Çàòåì ñðåäà PE âîçäåéñòâóåò íà îñòàâøèåñÿ ñèìâîëû, èñïîëüçóÿ ïðàâèëà âèäà
βi → γi, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðàâèëàì P→

′
E , ïðèìåíÿåìûì ñðåäîé PE íà (2k + 1)-îì

øàãå ýâîëþöèè: βi → γ′i.
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Â èòîãå, ïîñëå ýòîãî øàãà ñòðîêà îêðóæåíèÿ ïðèìåò âèä:

vk+1 = γbj1γ2bj2 . . . γnbjnγn+1 = v2k+2.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîìîäåëèðîâàíû (2k + 1)-ûé è (2k + 2)-îé øàãè ýâîëþöèè
ñèñòåìû Σ è ïîëó÷åíî vk+1 = v2(k+1). 2

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü Σ - ýòî ðàáîòàþùàÿ áåç ïåðåñòàíîâîê àãåíòîâ ñèñòåìà,
ïîñòðîåííàÿ âûøå îïèñàííûì ñïîñîáîì äëÿ ñèñòåìû Σ, íå ðàçðåøàþùåé ïóñòûå
ïðàâèëà. Òîãäà L(Σ) ⊆ L(Σ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü v ∈ L(Σ), çíà÷èò ýòî ñëîâî âûâîäèìî â ñèñòåìå Σ, ò.å.
ñóùåñòâóåò âûâîä: ω ⇒Σ v1 ⇒Σ v2 ⇒Σ · · · ⇒Σ v2t = v. Òîãäà, ñîãëàñíî óòâåðæäå-
íèþ 2, ñóùåñòâóåò âûâîä â ñèñòåìå Σ ýòîãî ñëîâà: ω ⇒Σ v1 ⇒Σ v2 ⇒Σ · · · ⇒Σ vt =
v, òàêîé ÷òî vi = v2i. Çíà÷èò ñëîâî v âûâîäèìî â Σ è v ∈ L(Σ). Òîãäà L(Σ) ⊆ L(Σ).
Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîé ñèñòåìû Σ = (VE , PE , R1, . . . , Rn, ω, ∆) ìîæíî ïîñòðî-
èòü ýêâèâàëåíòíóþ ñèñòåìó Σ = (VE , PE , R1, . . . , Rn, ω,∆), ýâîëþöèÿ êîòîðîé
áóäåò ïðîõîäèòü áåç ïåðåñòàíîâêè àãåíòîâ, òàêóþ ÷òî
L(Σ) = L(Σ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýêâèâàëåíòíàÿ ñèñòåìà Σ = (VE , PE , R1, . . . , Rn, ω, ∆) ñòðî-
èòñÿ îïèñàííûì âûøå ñïîñîáîì.

Òàê êàê L(Σ) ⊆ L(Σ) (ñëåäñòâèå 1) è L(Σ) ⊆ L(Σ) (ñëåäñòâèå 2), òî L(Σ) =
L(Σ). 2

Çàìå÷àíèå. Èç îïðåäåëåíèÿ ñèñòåìû Σ íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî îíà ìîæåò
áûòü ïîëó÷åíà èç Σ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ è èìååò ðàçìåð
|Σ| 6 O(|Σ|2).

2. Çàâèñèò ëè êëàññ ïîðîæäàåìûõ ÿçûêîâ îò ÷èñëà àãåíòîâ? Â îðèãè-
íàëüíîé ìîäåëè ïðîñòûõ ýêî-ãðàììàòè÷åñêèõ ñèñòåì âñå àãåíòû äîëæíû ðàáîòàòü
íà êàæäîì øàãå ýâîëþöèè, èíà÷å ýâîëþöèÿ áëîêèðóåòñÿ. Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìîò-
ðåí îñîáûé ðåæèì ýâîëþöèè: íà êàæäîì øàãå äîëæíû ðàáîòàòü ðîâíî k àãåíòîâ.
Îïðåäåëåíèå 8. Ïóñòü Σ = (VE , PE , R1, . . . , Rn, ω, ∆) � ðàñøèðåííàÿ ïðîñòàÿ
ýêî-ãðàììàòè÷åñêàÿ ñèñòåìà. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî x íåïîñðåäñòâåííî ïîðîæ-
äàåò y â ñèñòåìå Σ â ðåæèìå = k (x, y ∈ V ∗

E , 1 ≤ k ≤ n): x
=k⇒Σ y, åñëè

• x = z1x1z2x2 . . . zkxkzk+1, ãäå:
xi ∈ VE, 1 ≤ i ≤ k, è zj ∈ V ∗

E , 1 ≤ j ≤ k + 1;

• y = z′1y1z
′
2y2 . . . z′kykz′k+1, ãäå:

yi, xj ∈ V ∗
E , 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ k + 1;

• â Σ èìååòñÿ k ðàçëè÷íûõ àãåíòîâ Rj1 , Rj2 , . . . , Rjk
, òàêèõ ÷òî

xi → yi ∈ Rji , äëÿ 1 ≤ i ≤ k;

• îñòàëüíûå ñèìâîëû èçìåíÿåò ñðåäà: ëèáî zj = z′j = ε, ëèáî zj
1⇒E z′j, ãäå

E = (VE , PE) � 0L - ñèñòåìà îêðóæåíèÿ.

Îîáîçíà÷èì òðàíçèòèâíîå è ðåôëåêñèâíîå çàìûêàíèå îòíîøåíèÿ =k⇒Σ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì: =k⇒

∗
Σ. Ïîðîæäàåìûé ÿçûê ñîñòîèò èç òåõ ñëîâ, êîòîðûå ìîãóò áûòü

âûâåäåíû â òàêîé ñèñòåìå èç àêñèîìû çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ýâîëþöèè.
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Îïðåäåëåíèå 9. Ïóñòü Σ = (VE , PE , R1, . . . , Rn, ω, ∆) � ðàñøèðåííàÿ ïðîñòàÿ
ýêî-ãðàììàòè÷åñêàÿ ñèñòåìà. ßçûê, ïîðîæäàåìûé ñèñòåìîé Σ â ðåæèìå = k,
îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

L(Σ,= k) = {w ∈ ∆∗|ω =k⇒
∗
Σ w}.

Ðàññìîòðèì ðàñøèðåííûå ïðîñòûå ýêî-ãðàììàòè÷åñêèå ñèñòåìû ñ è áåç ñòè-
ðàþùèõ ε-ïðàâèë. Åñëè ε-ïðàâèëà ðàçðåøàþòñÿ â PE è ìíîæåñòâàõ Ri, ìû áó-
äåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ ñèñòåìó îáîçíà÷åíèé: êëàññ ÿçûêîâ, ãåíåðèðóåìûõ
ðàñøèðåííûìè ýêî-ãðàììàòè÷åñêèìè ñèñòåìàìè, � L(EEε) (â ýòîé íîòàöèè ïåð-
âàÿ E îçíà÷àåò "extended âòîðàÿ - "eco"); êëàññ ÿçûêîâ, ãåíåðèðóåìûõ òàêèìè
ñèñòåìàìè, ñîäåðæàùèìè n àãåíòîâ è ðàáîòàþùèìè â ðåæèìå ýâîëþöèè = k, �
L(EEε(n,= k)). Áóäåì îïóñêàòü ñèìâîë ε, åñëè
ε-ïðàâèëà íå ðàçðåøàþòñÿ íè â PE , íè â ìíîæåñòâàõ Ri: L(EE) è
L(EE(n,= k)).

Ïðè èññëåäîâàíèè êëàññîâ ÿçûêîâ, ãåíåðèðóåìûõ ðàñøèðåííûìè ïðîñòûìè
ýêî-ãðàììàòè÷åñêèìè ñèñòåìàìè ñ n àãåíòàìè â ðåæèìå ýâîëþöèè = k, â ðàáî-
òå [3] áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.
Òåîðåìà 2. Äëÿ 1 ≤ k ≤ n

1. L(EEε(n,= k)) = L(EEε(k, = k)),

2. L(EE(n,= k)) = L(EE(k, = k)).
Òàêèì îáðàçîì, êëàññ ïîðîæäàåìûõ ÿçûêîâ íå çàâèñèò îò ïåðâîãî ïàðàìåòðà,

îáùåãî ÷èñëà àãåíòîâ â ñèñòåìå n.
Òåïåðü îáðàòèì âíèìàíèå íà âòîðîé ïàðàìåòð � ÷èñëî àãåíòîâ, ðàáîòàþùèõ íà

êàæäîì øàãå ýâîëþöèè.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ðàñøèðåííîé ïðîñòîé ýêî-ãðàììàòè÷åñêîé ñèñòåìû áåç ε-

ïðàâèë. Âêëþ÷åíèå L(EE(n + 1, = n + 1)) ⊆ L(EE(n,= n)) áûëî äîêàçàíî â [6]:
Òåîðåìà 3. Äëÿ n ≥ 1 L(EE(n + 1, = n + 1)) ⊂ L(EE(n,= n)).

Ïðè ýòîì ðàçëè÷èå ìåæäó ýòèìè êëàññàìè óñòàíàâëèâàåòñÿ çà ñ÷åò êîíå÷íûõ
ÿçûêîâ, ñîäåðæàùèõ êîðîòêèå (äëèíû = n) ñëîâà, ê êîòîðûì íåâîçìîæíî ïðèìå-
íèòü ïðàâèëà (n + 1) àãåíòîâ.

Îäíàêî, åñëè ïîñòàâèòü îáå ñèñòåìû EE(n + 1, = n + 1) è EE(n, = n) â ðàâíûå
óñëîâèÿ � ðàáîòàòü íà ìíîæåñòâå ñëîâ äëèíû íå ìåíüøå (n + 1), òî èõ ïîðîæäà-
þùàÿ ñèëà ñîâïàäàåò.
Îïðåäåëåíèå 10. Ïóñòü Σ = (VE , PE , R1, . . . , Rn, ω, ∆) � íåêîòîðàÿ ðàñøè-
ðåííàÿ ïðîñòàÿ ýêî-ãðàììàòè÷åñêàÿ ñèñòåìà. ßçûêîì L≥m(Σ,= k) áóäåì íà-
çûâàòü ìíîæåñòâî ñëîâ äëèíû íå ìåíüøå m (m ≥ 0), ïîðîæäàåìûõ ñèñòåìîé
Σ, ðàáîòàþùåé â ðåæèìå = k:

L≥m(Σ, = k) = {v ∈ ∆∗| |v| ≥ m è v ∈ L(Σ,= k)}.
Ïîíÿòíî, ÷òî L≥m(Σ,= k) ⊆ L(Σ, = k).
Îãðàíè÷åíèÿ m ≥ n è |ω| ≥ m â óñëîâèÿõ îòñóòñòâèÿ ε-ïðàâèë â ñèñòåìå ãà-

ðàíòèðóþò, ÷òî íà êàæäîì øàãå ýâîëþöèè ýêî-ñèñòåìû âñå n àãåíòîâ èìåþò âîç-
ìîæíîñòü ðàáîòàòü.
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×åðåç L≥m(EE(n,= k)) îáîçíà÷èì êëàññ ÿçûêîâ, ïîðîæäàåìûõ ðàñøèðåííûìè
ïðîñòûìè ýêî-ãðàììàòè÷åñêèìè ñèñòåìàìè áåç ε-ïðàâèë, ðàáîòàþùèìè â ðåæèìå
= k, è ñîäåðæàùèõ ñëîâà äëèíû íå ìåíüøå m.
Òåîðåìà 4. Äëÿ n ≥ 1 L≥n+1(EE(n,= n)) ⊆ L≥n+1(EE(n + 1, = n + 1)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ðàñøèðåííîé ïðîñòîé ýêî-ãðàììàòè÷åñ-
êîé ñèñòåìû Σ = (VE , PE , R1, . . . , Rn, ω, ∆), íå ðàçðåøàþùåé ε-ïðàâèëà, ïîñòðîèì
äðóãóþ ðàñøèðåííóþ ïðîñòóþ ýêî-ãðàììàòè÷åñêóþ ñèñòåìó
Σ = (VE , PE , R1, . . . , Rn+1, ω, ∆), â êîòîðîé òîæå íå áóäåò ε-ïðàâèë, òàêóþ ÷òî
L≥n+1(Σ,= n) = L≥n+1(Σ, = n + 1).

Ïóñòü Σ ñëåäóþùàÿ:

• VE = VE ,

• PE = PE ,

• Ri = Ri äëÿ 1 ≤ i ≤ n,

• Rn+1 = PE ,

• ω = ω,

• ∆ = ∆.

Ïóñòü ñëîâî v ∈ L≥n+1(Σ,= n) è |ω| ≥ n + 1, òîãäà â ñèñòåìå Σ èìååòñÿ âûâîä:

ω ⇒Σ v1 ⇒Σ v2 ⇒Σ · · · ⇒Σ vt = v.

Áàçèñ. Åñëè äëèíà âûâîäà â ñèñòåìå Σ t = 0, òî ω = vt = v. Ïî ïîñòðîåíèþ
ñèñòåìû Σ åå íà÷àëüíàÿ àêñèîìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëüíîé àêñèîìîé ñèñòåìû Σ: ω =
ω. Òîãäà ω = ω = vt = v, è çíà÷èò â Σ òîæå ñóùåñòâóåò âûâîä äëèíû 0 ñëîâà v.

Èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå: ïóñòü ñòðîêà îêðóæåíèÿ ïîñëå k-òîãî øàãà ýâî-
ëþöèè ñèñòåìû Σ èìååò ñëåäóþùèé âèä: vk = β1a1β2a2 . . . βnanβn+1 (βi ∈ V ∗

E ,
aj ∈ VE , 1 ≤ i ≤ n + 1, 1 ≤ j ≤ n) è ñîâïàäàåò ïðè ýòîì ñî ñòðîêîé îêðóæåíèÿ vk,
ïîëó÷åííîé ïîñëå k øàãîâ ýâîëþöèè ñèñòåìû Σ. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî |vk| ≥ n + 1.
Òîãäà íàéäåòñÿ s (1 ≤ s ≤ n+1), òàêîå ÷òî βs 6= ε, òî åñòü βs = xβ (x ∈ VE , β ∈ V ∗

E).
Èíäóêöèîííûé øàã. Ïóñòü íà øàãå (k+1) àãåíò Rji ïðèìåíÿåò ïðàâèëî ai → bji

(bji ∈ V +
E , 1 ≤ i ≤ n, Rj1 , . . . , Rjn - ïåðåñòàíîâêà àãåíòîâ). Ïîñëå ýòîãî ñðåäà

âîçäåéñòâóåò íà îñòàâøèåñÿ ñèìâîëû: βi → γi (ëèáî βi = γi = ε ëèáî βi ∈ VE è
γi ∈ V +

E , 1 ≤ i ≤ n + 1). Ñìîäåëèðóåì ýòîò øàã â ñèñòåìå Σ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Åñëè àãåíò Rji ïðèìåíÿë ïðàâèëî ai → bji â ñèñòåìå Σ, òî â ñèñòåìå Σ àãåíò Rji

áóäåò ïðèìåíÿòü ñîîòâåòñòâóþùåå ïðàâèëî. Åñëè βs = xβ (x ∈ VE , β ∈ V ∗
E) è ñðåäà

PE ïðèìåíÿëà ïðàâèëî x → y (y ∈ V +
E ) íà (k+1)-îì øàãå ýâîëþöèè ñèñòåìû Σ (òî

åñòü γs = yγ, β ⇒E γ, γ ∈ V ∗
E , ïðè÷åì γ = ε ⇔ β = ε), òî â ñèñòåìå Σ àãåíò Rn+1

ïðèìåíèò ïðàâèëî x → y. Ïîòîì ñðåäà PE âîçäåéñòâóåò íà îñòàâøèåñÿ ñèìâîëû.
Î÷åâèäíî, ÷òî:

vk+1 = γ1bj1γ2 . . . yγbjsγs+1 . . . γnbjnγn+1 =

= γ1bj1γ2 . . . γsbjsγs+1 . . . γnbjnγn+1 = vk+1.

Ïðè÷åì |vk+1| = |vk+1| ≥ n + 1, òàê êàê ε-ïðàâèëà íå ïðèìåíÿëèñü.
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Òàêèì îáðàçîì, ïî èíäóêöèè, ñëîâî v âûâîäèìî â Σ è åãî äëèíà íå ìåíüøå
(n+1). Çíà÷èò, v ∈ L≥n+1(Σ, = n+1). Îòñþäà L≥n+1(Σ,= n) ⊆ L≥n+1(Σ, = n+1).

Äîêàæåì âêëþ÷åíèå â îáðàòíóþ ñòîðîíó.
Ïóñòü ñëîâî v ∈ L≥n+1(Σ, = n + 1) è |ω| ≥ n + 1, òîãäà â ñèñòåìå Σ èìååòñÿ

âûâîä:
ω ⇒Σ v1 ⇒Σ v2 ⇒Σ · · · ⇒Σ vt = v.

Áàçèñ. Åñëè äëèíà âûâîäà â ñèñòåìå Σ t = 0, òî ω = vt = v. Ïî ïîñòðîåíèþ
ñèñòåìû Σ åå íà÷àëüíàÿ àêñèîìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëüíîé àêñèîìîé ñèñòåìû Σ: ω =
ω. Òîãäà ω = vt = v, è çíà÷èò â Σ òîæå ñóùåñòâóåò âûâîä äëèíû 0 ñëîâà v.

Èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå. Ïóñòü ñòðîêà îêðóæåíèÿ ïîñëå k-òîãî øàãà ýâî-
ëþöèè ñèñòåìû Σ èìååò ñëåäóþùèé âèä:

vk = β1a1β2a2 . . . βnanβn+1an+1βn+2

(βi ∈ V ∗
E , aj ∈ VE , 1 ≤ i ≤ n + 2, 1 ≤ j ≤ n + 1) è ñîâïàäàåò ïðè ýòîì ñî ñòðîêîé

îêðóæåíèÿ, ïîëó÷åííîé ïîñëå k øàãîâ ýâîëþöèè ñèñòåìû Σ. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî
|vk| ≥ n + 1.

Èíäóêöèîííûé øàã. Ïóñòü íà øàãå (k + 1) àãåíò Rji ïðèìåíÿåò ïðàâèëî ai →
bji (bji ∈ V +

E , 1 ≤ i ≤ n + 2, Rj1 , . . . , Rjn+1 - ïåðåñòàíîâêà àãåíòîâ). Ïîñëå ýòîãî
ñðåäà âîçäåéñòâóåò íà îñòàâøèåñÿ ñèìâîëû: βi → γi (γi ∈ V +

E , 1 ≤ i ≤ n + 2).
Ñìîäåëèðóåì ýòîò øàã â ñèñòåìå Σ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè àãåíò Rji (1 ≤ ji ≤
n) ïðèìåíÿë ïðàâèëî ai → bji â ñèñòåìå Σ, òî â ñèñòåìå Σ àãåíò Rji ïðèìåíèò
ñîîòâåòñòâóþùåå ïðàâèëî. Åñëè àãåíò Rn+1 ïðèìåíÿë ïðàâèëî as → bn+1, òî â
ñèñòåìå Σ åãî ðîëü ñûãðàåò ñðåäà, ïðèìåíèâ ýòî ïðàâèëî. Îñòàëüíûå ñèìâîëû
ñðåäà PE çàìåíèò ïî òåì æå ïðàâèëàì, ÷òî è PE : βj → γj (1 ≤ j ≤ n + 2).
Ïîëó÷àåì:

vk = γ1bj1γ2 . . . γs−1bjs−1γsbn+1γs+1bjs+1γs+2 . . . γnbjnγn+1 =

= γ1bj1γ2 . . . γs−1bjs−1γ
′
sbjs+1γs+1 . . . γnbjnγn+1 = vk+1,

ãäå βsasβs+1 ⇒E γsbn+1γs+1 = γ′s â ñðåäå PE ñèñòåìû Σ.
Ïðè÷åì |vk+1| ≥ n + 1, òàê êàê ε-ïðàâèëà íå ïðèìåíÿëèñü.
Òàêèì îáðàçîì, ïî èíäóêöèè, ñëîâî v âûâîäèìî â Σ è åãî äëèíà íå ìåíüøå

(n + 1). Çíà÷èò, v ∈ L≥n+1(Σ, = n).
Îòñþäà L≥n+1(Σ,= n + 1) ⊆ L≥n+1(Σ,= n).
Ñóììèðóÿ ðåçóëüòàòû, ïîëó÷àåì, ÷òî L≥n+1(Σ, = n + 1) = L≥n+1(Σ, = n), ÷òî

è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. 2

Íà îñíîâàíèè òåîðåì 3 è 4 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò äëÿ ýêî-ãðàì-
ìàòè÷åñêèõ ñèñòåì áåç ε-ïðàâèë:
Ñëåäñòâèå 3. Äëÿ n ≥ 1 L≥n+1(EE(n, = n)) = L≥n+1(EE(n + 1, = n + 1)).

Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî íå òîëüêî ïåðâûé ïàðàìåòð n (òåî-
ðåìà 2), íî è âòîðîé ïàðàìåòð k (ñëåäñòâèå 3) íå èìååò âëèÿíèÿ íà ýâîëþöèþ
ðàñøèðåííîé ïðîñòîé ýêî-ãðàììàòè÷åñêîé ñèñòåìû, ðàáîòàþùåé â êîìàíäíîì ðå-
æèìå (n, = k). Äðóãèìè ñëîâàìè, óâåëè÷åíèå ÷èñëà àãåíòîâ â ñèñòåìå (îáùåãî
÷èñëà àãåíòîâ ëèáî ÷èñëà ðàáîòàþùèõ àãåíòîâ) íå ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ âûðà-
çèòåëüíîé ñèëû ñîîòâåòñòâóþùåãî êëàññà ïîðîæäàåìûõ ÿçûêîâ:
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Ñëåäñòâèå 4. Äëÿ 1 ≤ k ≤ n L≥k(EE(n, = k)) = L≥k(EE(1, = 1)).

Ñóììèðóåì âñå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû â âèäå äèàãðàììû, â êîòîðîé ïðÿìàÿ
ñòðåëêà ïîêàçûâàåò ñòðîãîå âêëþ÷åíèå: êëàññ, èç êîòîðîãî ñòðåëêà âûõîäèò, ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì êëàññà ÿçûêîâ, íà êîòîðûé ñòðåëêà óêàçûâàåò. Âêëþ÷åíèå
L(EE(1, = 1)) ⊂ L(EEε(1, = 1)) î÷åâèäíî, òàê êàê ëþáîé âûâîä â ñèñòåìå, íå äî-
ïóñêàþùåé ε-ïðàâèëà, ñóùåñòâóåò è â ñèñòåìå, ãäå
ε-ïðàâèëà äîïóñêàþòñÿ.

L(EEε(1,= 1)) = L(EEε(n,= k))
↑

L≥k(EE(1, = 1)) = L≥k(EE(m,= l))

Ïðèìåð 2. Äëÿ ýêî-ãðàììàòè÷åñêîé ñèñòåìû ñ òðåìÿ àãåíòàìè, ïðèâåäåííîé
â ïðèìåðå 1, ïîñòðîèì ýêâèâàëåíòíóþ ESEG ñ ÷åòûðüìÿ àãåíòàìè.

Ñòðîèì Σ1 = ((V 1
E , P 1

E), R1
1, R

1
2, R

1
3, R

1
4, ω

1,∆1) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• V 1
E = {A,B, C, a, b, c};

• P 1
E = {A → a,B → b, C → c, a → a, b → b, c → c};

• R1
1 = {A → A2, A → a};

• R1
2 = {B → B2, B → b};

• R1
3 = {C → C2, C → c};

• R1
4 = {A → a,B → b, C → c, a → a, b → b, c → c};

• ω1 = ABC,

• ∆1 = {a, b, c}.
Ýòà ñèñòåìà ïîðîæäàåò òîò æå ÿçûê, ÷òî è èñõîäíàÿ ñèñòåìà ïðèìåðà 1: L(Σ) =

{anbncn|n ≥ 1}.
3. Ñâîéñòâà çàìêíóòîñòè äëÿ êëàññà ÿçûêîâ, ïîðîæäàåìûõ ðàñøè-

ðåííûìè ïðîñòûìè ýêî-ãðàììàòè÷åñêèìè ñèñòåìàìè. Â ýòîì ðàçäåëå ìû
óñòàíîâèì çàìêíóòîñòü êëàññà ÿçûêîâ L(EE), ïîðîæäàåìûõ ðàñøèðåííûìè ïðî-
ñòûìè ýêî-ãðàììàòè÷åñêèìè ñèñòåìàìè, îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé êîíêàòåíàöèè, îáú-
åäèíåíèÿ, èòåðàöèè è ãîìîìîðôèçìîâ. Ïîëîæèì

L(EE) = {L |L ⊆ ∆∗, ñóùåñòâóåò ESEG Σ = ((VE , PE), R1, . . . , Rn, ω, ∆),

òàêàÿ ÷òî L = L(Σ)}.
Ðàññìîòðèì n-ìåñòíóþ îïåðàöèþ f : L1, . . . , Ln 7→ L.

Îïðåäåëåíèå 11. Êëàññ ÿçûêîâ L çàìêíóò îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè f (n) òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èç òîãî, ÷òî ÿçûêè L1, . . . , Ln ëåæàò â ýòîì êëàññå
(L1, . . . , Ln ∈ L), ñëåäóåò, ÷òî ðåçóëüòàò îïåðàöèè òîæå ëåæèò â ýòîì êëàññå
(f(L1, . . . , Ln) ∈ L).
Òåîðåìà 5. Êëàññ ÿçûêîâ L(EE) çàìêíóò îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L1 è L2 - ÿçûêè, ïîðîæäàåìûå ðàñøèðåííûìè ïðî-
ñòûìè ýêî-ãðàììàòè÷åñêèìè ñèñòåìàìè Σ1 = ((V 1

E , P 1
E), R1

1, . . . , R
1
n1

, ω1, ∆1) è
Σ2 = ((V 2

E , P 2
E), R2

1, . . . , R
2
n1

, ω2, ∆2) ñîîòâåòñòâåííî, òî åñòü L(Σ1) = L1 è L(Σ2) =
L2.

Ðàññìîòðèì ÿçûê L1∪L2, ÿâëÿþùèéñÿ îáúåäèíåíèåì ÿçûêîâ L1 è L2. Äîêàæåì,
÷òî îí òîæå ïðèíàäëåæèò êëàññó L(EE), òî åñòü ñóùåñòâóåò ðàñøèðåííàÿ ïðîñòàÿ
ýêî-ãðàììàòè÷åñêàÿ ñèñòåìà, êîòîðàÿ ðàñïîçíàåò ýòîò ÿçûê.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

• ìíîæåñòâî íåòåðìèíàëîâ N1 = V 1
E \∆1, N2 = V 2

E \∆2;

• w′ = α′1x1α
′
2 . . . α′rxrα

′
r+1, α′i = a′i1 . . . a′ili

åñëè:
w = α1x1α2 . . . αrxrαr+1,
αi ∈ N∗

1 , αi = ai1 . . . aili
, ais ∈ N1,

xj ∈ ∆1;

• w′′ = α′′1x1α
′′
2 . . . α′′r xrα

′′
r+1, α′′i = a′′i1 . . . a′′ili

åñëè:
w = α1x1α2 . . . αrxrαr+1,
αi ∈ N∗

2 , αi = ai1 . . . aili
, ais

∈ N2,
xj ∈ ∆2.

Ïîñòðîèì ESEG Σ = ((VE , PE), R1, . . . , Rn, ω, ∆) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• VE = N ′
1 ∪N ′′

2 ∪∆1 ∪∆2 ∪ {T, T1, . . . , Tn}, ãäå:
T, T1, . . . , Tn /∈ V 1

E ∪ V 2
E ,

N ′
1 = {N ′|N ∈ N1}, N ′′

2 = {N ′′|N ∈ N2};
• PE = P 1

E
′ ∪ P 2

E
′′ ∪ {T → ω1′} ∪ {T → ω2′′} ∪ {Ti → ε| 1 ≤ i ≤ n}, ãäå:

P 1
E
′ = {A′ → v′|A → v ∈ P 1

E};
P 2

E
′′ = {A′′ → v′′|A → v ∈ P 2

E};
• n = max{n1, n2};
• Ïóñòü m = min{n1, n2}. Ri = {Ti → ε} ∪R1

i
′ ∪R2

i
′′ äëÿ 1 ≤ i ≤ m, ãäå:

R1
i
′ = {A′ → v′|A → v ∈ R1

i }; R2
i
′′ = {A′′ → v′′|A → v ∈ R2

i };
• Ri = {Ti → ε} ∪R1

i
′ äëÿ m + 1 ≤ i ≤ n, åñëè m = n1;

• Ri = {Ti → ε} ∪R2
i
′′ äëÿ m + 1 ≤ i ≤ n, åñëè m = n2;

• ω = TT1 . . . Tn;

• ∆ = ∆1 ∪∆2.

Äîêàæåì, ÷òî L1 ∪ L2 ⊆ L = L(Σ). Ïóñòü w ∈ L1 ∪ L2. Çíà÷èò w ∈ L1 èëè (è)
w ∈ L2. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî w ∈ L1.

Â Σ ñóùåñòâóåò âûâîä: ω = TT1 . . . Tn
1⇒Σ ω1′ (êàæäûé àãåíò Ri ïðèìåíÿåò

ïðàâèëî Ti → ε, 1 ≤ i ≤ n1, ñðåäà ïðèìåíÿåò ïðàâèëà T → ω1′ è Tj → ε äëÿ
n1 + 1 ≤ j ≤ n).

Åñëè w ∈ L1, òî â ñèñòåìå Σ1 èìååòñÿ âûâîä ω1 t⇒Σ1 w. Äîêàæåì èíäóêöèåé
ïî t, ÷òî òîãäà â ñèñòåìå Σ èìååòñÿ âûâîä ω1′ t⇒Σ w.
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Áàçèñ. t = 0. ω1 = w. Çíà÷èò, ω1′ = ω1 = w (âñå áóêâû - òåðìèíàëû, à ó
òåðìèíàëîâ øòðèõè íå ñòàâèì - ñì. îáîçíà÷åíèå). Ïîýòîìó ω

1⇒Σ ω1′ 0⇒Σ w. Òî
åñòü w ∈ L.

Èíäóêöèîííûé øàã. Ïóñòü ω1 1⇒Σ1 v
t⇒Σ1 w.

Òàê êàê ω1 1⇒Σ1 v, òî ω1 = z1x1z2 . . . zn1xn1zn1+1,
v = Z1X1Z2 . . . Zn1Xn1Zn1+1, è ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâêà àãåíòîâ R1

i1
, . . . , R1

in1
, òà-

êàÿ ÷òî xj → Xj ∈ R1
ij

äëÿ 1 ≤ j ≤ n1, zj → Zj ∈ P 1
E äëÿ 1 ≤ j ≤ n1 + 1.

ω1′ = z′1x
′
1z
′
2 . . . z′n1

x′n1
z′n1+1, v′ = Z ′1X

′
1Z

′
2 . . . Z ′n1

X ′
n1

Z ′n1+1. Ïîíÿòíî, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò ïåðåñòàíîâêà àãåíòîâ Ri1 , . . . , Rin1

, òàêàÿ ÷òî x′j → X ′
j ∈ Rij

äëÿ 1 ≤ j ≤ n1,
z′j → Z ′j ∈ PE äëÿ 1 ≤ j ≤ n1+1 (ïî ïîñòðîåíèþ ñèñòåìû). Çíà÷èò, ïî îïðåäåëåíèþ,
ω1′ 1⇒Σ v′.

Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, â ñèñòåìå Σ èìååòñÿ âûâîä v′ t⇒Σ w.
Ñëåäîâàòåëüíî, ω1′ 1⇒Σ v′ t⇒Σ w. Çíà÷èò, ω1′ t+1⇒Σ w.
Èòàê, ïîëó÷àåì, ÷òî â ñèñòåìå Σ ñóùåñòâóåò âûâîä ω

1⇒Σ ω1′ t+1⇒Σ w. Òî åñòü
w ∈ L.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî L ⊆ L1 ∪ L2.
Ïóñòü w ∈ L. Çíà÷èò â Σ ñóùåñòâóåò âûâîä ω

t⇒ w. Ïóñòü ω
1⇒ v

t−1⇒ w

ω = TT1 . . . Tn. Íà ïåðâûé ñèìâîë ìîæåò ïîäåéñòâîâàòü òîëüêî ñðåäà (ó àãåíòîâ
íåò ïðàâèë äëÿ íåòåðìèíàëà T ). Åñëè ñðåäà ïðèìåíèò ïðàâèëî T → ω1′, òî v = ω1′;
åñëè îíà ïðèìåíèò ïðàâèëî T → ω2′, òî v = ω2′ (îñòàëüíûå ñèìâîëû Ti áóäóò
çàìåíåíû àãåíòàìè è ñðåäîé íà ε).

Äîêàæåì, ÷òî åñëè ω1′ t⇒Σ w, òî ñóùåñòâóåò âûâîä è â ñèñòåìå Σ1: ω1 t⇒Σ1 w.
Áàçèñ. t = 0. ω1′ = w. Çíà÷èò, ω1 = ω1′ = w. Ïîýòîìó ω1 0⇒Σ1 w. Òî åñòü

w ∈ L1.
Èíäóêöèîííûé øàã. Ïóñòü ω1′ 1⇒Σ v′ t⇒Σ w.
Òàê êàê ω1′ 1⇒Σ v′, òî ω1′ = z′1x

′
1z
′
2 . . . z′n1

x′n1
z′n1+1,

v = Z ′1X
′
1Z

′
2 . . . Z ′n1

X ′
n1

Z ′n1+1, è ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâêà àãåíòîâ Ri1 , . . . , Rin1
, òà-

êàÿ ÷òî x′j → X ′
j ∈ Rij äëÿ 1 ≤ j ≤ n1, z′j → Z ′j ∈ PE äëÿ 1 ≤ j ≤ n1 + 1.

ω1 = z1x1z2 . . . zn1xn1zn1+1, v = Z1X1Z2 . . . Zn1Xn1Zn1+1. Ïîíÿòíî, ÷òî â ñèñòå-
ìå Σ1 ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâêà àãåíòîâ R1

i1
, . . . , R1

in1
, òàêàÿ ÷òî

xj → Xj ∈ R1
ij

äëÿ 1 ≤ j ≤ n1, zj → Zj ∈ P 1
E äëÿ 1 ≤ j ≤ n1 + 1 (ïî ïîñòðîåíèþ

ñèñòåìû). Çíà÷èò, ïî îïðåäåëåíèþ, ω1 1⇒Σ1 v.
Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, â ñèñòåìå Σ1 èìååòñÿ âûâîä

v
t⇒Σ1 w.
Ñëåäîâàòåëüíî, ω1 1⇒Σ1 v

t⇒Σ1 w. Çíà÷èò, ω1 t+1⇒Σ1 w. Òî åñòü w ∈ L1.
Åñëè æå v = ω2′, ω2′ t⇒Σ w, òî ïî àíàëîãèè äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò

âûâîä è â ñèñòåìå Σ2: ω2 t⇒Σ2 w. Òî åñòü w ∈ L2.
Èòàê, w ∈ L1 èëè (è) w ∈ L2. Çíà÷èò, w ∈ L1 ∪ L2.
L1 ∪ L2 ⊆ L,L ⊆ L1 ∪ L2 ⇒ L = L1 ∪ L2. 2

Òåîðåìà 6. Êëàññ ÿçûêîâ L(EE) çàìêíóò îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè êîíêàòåíà-
öèè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L1 è L2 - ÿçûêè, ïîðîæäàåìûå ðàñøèðåííûìè ïðî-
ñòûìè ýêî-ãðàììàòè÷åñêèìè ñèñòåìàìè Σ1 = ((V 1

E , P 1
E), R1

1, . . . , R
1
n1

, ω1, ∆1)
(|ω1| ≥ n1) è Σ2 = ((V 2

E , P 2
E), R2

1, . . . , R
2
n2

, ω2, ∆2) (|ω2| ≥ n2) ñîîòâåòñòâåííî, òî
åñòü L(Σ1) = L1 è L(Σ2) = L2.

Ðàññìîòðèì ÿçûê L1L2, ÿâëÿþùèéñÿ êîíêàòåíàöèåé ÿçûêîâ L1 è L2. Äîêàæåì,
÷òî îí òîæå ïðèíàäëåæèò êëàññó L(EE), òî åñòü ñóùåñòâóåò ðàñøèðåííàÿ ïðîñòàÿ
ýêî-ãðàììàòè÷åñêàÿ ñèñòåìà, êîòîðàÿ ðàñïîçíàåò ýòîò ÿçûê.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

• ìíîæåñòâî íåòåðìèíàëîâ N1 = V 1
E \∆1, N2 = V 2

E \∆2;

• w′ = α′1x1α
′
2 . . . α′rxrα

′
r+1, α′i = a′i1 . . . a′ili

åñëè:
w = α1x1α2 . . . αrxrαr+1,
αi ∈ N∗

1 , αi = ai1 . . . aili
, ais

∈ N1,
xj ∈ ∆1;

• w′′ = α′′1x1α
′′
2 . . . α′′r xrα

′′
r+1, α′′i = a′′i1 . . . a′′ili

åñëè:
w = α1x1α2 . . . αrxrαr+1,
αi ∈ N∗

2 , αi = ai1 . . . aili
, ais

∈ N2,
xj ∈ ∆2.

Ïîñòðîèì ESEG Σ = ((VE , PE), R1, . . . , Rn, ω, ∆) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• VE = N ′
1 ∪N ′′

2 ∪∆1 ∪∆2 ∪ {Ti|Ti /∈ V 1
E ∪ V 2

E , äëÿ 1 ≤ i ≤ n1}∪
∪{Si|Si /∈ V 1

E ∪ V 2
E , äëÿ 1 ≤ i ≤ n2} ∪ {K, D|K, D /∈ V 1

E ∪ V 2
E}, ãäå:

N ′
1 = {N ′|N ∈ N1}, N ′′

2 = {N ′′|N ∈ N2};
• PE = (P ′E , P ′′E), ãäå:

P ′E = P 1
E
′ ∪ {K → K},

P ′′E = P 1
E
∗ ∪ P 2

E
′′ ∪ {K → ω2′′T1 . . . Tn1 |ω2′′} ∪ {Si → ε} ∪ {D → D},

P 1
E
∗ = {A′ → D|A → α ∈ P 1

E},
P 1

E
′ = {A′ → v′|A → v ∈ P 1

E},
P 2

E
′′ = {A′′ → v′′|A → v ∈ P 2

E};
• Ri = R1

i
′ ∪ {Ti → Ti|ε} äëÿ 1 ≤ i ≤ n1, ãäå:

R1
i
′ = {A′ → v′|A → v ∈ R1

i };
• Rn1+i = R2

i
′′ ∪ {Si → Si|ε} äëÿ 1 ≤ i ≤ n2, ãäå:

R2
i
′′ = {A′′ → v′′|A → v ∈ R2

i };
• ω = ω1′KS1 . . . Sn2 ;

• ∆ = ∆1 ∪∆2.

Ïóñòü ñëîâî w ∈ L1L2. Ñëåäîâàòåëüíî, îíî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå w = uv,
u ∈ L1, v ∈ L2. Äîêàæåì, ÷òî w ∈ L = L(Σ) (òåì ñàìûì äîêàæåì, ÷òî L1L2 ⊆ L).

u ∈ L1, ïîýòîìó â ñèñòåìå Σ1 èìååòñÿ âûâîä ω1 s⇒Σ1 u.
v ∈ L2, ïîýòîìó â ñèñòåìå Σ2 èìååòñÿ âûâîä ω2 t⇒Σ2 v.
Èíäóêöèåé ïî s íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî â ñèñòåìå Σ ñóùåñòâóåò âûâîä ω =

ω1′KS1 . . . Sn2

s⇒Σ uKS1 . . . Sn2 . (ñðåäà íå ìîæåò ïðèìåíèòü ê ñèìâîëó K ïðàâèëî
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K → ω2′′T1 . . . Tn1 äî òîãî, êàê áóäåò âûâåäåíî òåðìèíàëüíîå ñëîâî u, òàê êàê â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå êî âñåì íåòåðìèíàëàì èç ïåðâîé ÷àñòè ñëîâà áóäåò ïðèìåíåíî
ïðàâèëî, âûâîäÿùåå áëîêèðóþùèé ýâîëþöèþ ñèìâîë D).

Ïîñëå òîãî, êàê âûâåäåíî ñëîâî uKS1 . . . Sn2 , àãåíòû ïðèìåíÿþò ïðàâèëà Si → ε
(1 ≤ i ≤ n2), à ñðåäà ìîæåò ïðèìåíèòü òîëüêî ïðàâèëî
K → ω2′′T1 . . . Tn1 . Òàêèì îáðàçîì, uKS1 . . . Sn2

1⇒Σ uω2′′T1 . . . Tn1 .
Äàëåå, òàêæå ïî èíäóêöèè íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî â ñèñòåìå Σ ñóùåñòâóåò

âûâîä uω2′′T1 . . . Tn1

t⇒Σ uv. (ñðåäà ïðèìåíÿåò ïðàâèëà èç ìíîæåñòâà P 2
E
′′, àãåíòû

R1, . . . , Rn1 ïðèìåíÿþò ïðàâèëà Ti → Ti è Ti → ε íà ïîñëåäíåì øàãå ýâîëþöèè,
àãåíòû Rn1+1, . . . , Rn1+n2 � ïðàâèëà èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäìíîæåñòâ R2

i
′′).

Òàêèì îáðàçîì, â ñèñòåìå Σ ñóùåñòâóåò âûâîä:

ω = ω1′KS1 . . . Sn2

s⇒Σ uKS1 . . . Sn2

1⇒Σ uω2′′T1 . . . Tn1

t⇒Σ uv.

Çíà÷èò, w = uv ∈ L.
Ïóñòü òåïåðü ñëîâî w âûâîäèòñÿ â ñèñòåìå Σ (w ∈ L). Äîêàæåì, ÷òî îíî ÿâëÿ-

åòñÿ êîíêàòåíàöèåé ñëîâà èç ÿçûêà L1 è ñëîâà èç ÿçûêà L2 (òåì ñàìûì äîêàæåì,
÷òî L ⊆ L1L2).

Ñóùåñòâóåò âûâîä ω
t⇒Σ w, w ∈ ∆∗ = (∆1 ∪∆2)∗.

Íà÷àëüíîå ñëîâî ñòðîêè îêðóæåíèÿ èìååò âèä ω = ω1′KS1 . . . Sn2 . Ñèìâîë K
ìîã áûòü óäàëåí èç ñòðîêè îêðóæåíèÿ òîëüêî â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà
K → ω2′′T1 . . . Tn1 . Íî ýòî ïðàâèëî ìîãëî áûòü óñïåøíî ïðèìåíåíî òîëüêî, åñëè
ïîäñëîâî, âûâåäåííîå èç ω1′ ê òîìó ìîìåíòó, ñîñòîÿëî èç îäíèõ òåðìèíàëîâ (åñëè
áû â íåì áûëè íåòåðìèíàëû, òî îíè áûëè áû çàìåíåíû íà áëîêèðóþùèé ýâîëþöèþ
ñèìâîë D).

Ïóñòü ïðàâèëî K → ω2′′T1 . . . Tn1 áûëî ïðèìåíåíî íà (s+1)-îì øàãå ýâîëþöèè.
ßñíî, ÷òî ñèìâîëû Ti íå ìîãëè ïîÿâèòüñÿ â ñòðîêå îêðóæåíèÿ äî (s + 1)-îãî øàãà
(ïî ïîñòðîåíèþ ñèñòåìû), à ñèìâîëû Sj íå ìîãëè èñ÷åçíóòü ðàíüøå (s+1)-îãî øàãà
(â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íå âñå àãåíòû ñìîãëè áû ðàáîòàòü íà ñëåäóþùèõ øàãàõ).

Äîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî åñëè ω = ω1′KS1 . . . Sn2

s⇒Σ uKS1 . . . Sn2 , ãäå u ∈
∆∗, òî â ñèñòåìå Σ1 ñóùåñòâóåò âûâîä ω1 s⇒Σ1 u.

Áàçèñ. s = 0. ω1′KS1 . . . Sn2 = uKS1 . . . Sn2 . Çíà÷èò, ω1′ = u. Ïî ïîñòðîåíèþ
ω1′ ïîíÿòíî, ÷òî u ∈ ∆1∗. ω1 = ω1′ = u. Çíà÷èò, â ñèñòåìå Σ1 ñóùåñòâóåò âûâîä
ω1 0⇒Σ1 u.

Èíäóêöèîííûé øàã. Ïóñòü â ñèñòåìå Σ ñóùåñòâóåò âûâîä:

ω = ω1′KS1 . . . Sn2

1⇒Σ u1KS1 . . . Sn2

s⇒Σ uKS1 . . . Sn2 .

Òàê êàê ω1′KS1 . . . Sn2

1⇒Σ u1KS1 . . . Sn2 , òî:

ω1′KS1 . . . Sn2 = z′1x
′
1z
′
2 . . . z′n1

x′n1
z′n1+1KS1 . . . Sn2 ,

u1KS1 . . . Sn2 = Z ′1X
′
1Z

′
2 . . . Z ′n1

X ′
n1

Z ′n1+1KS1 . . . Sn2 ,

è ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâêà àãåíòîâ Ri1 , . . . , Rin1
, Rn1+1, . . . , Rn1+n2 , òàêàÿ ÷òî

x′j → X ′
j ∈ Rij äëÿ 1 ≤ j ≤ n1, z′j → Z ′j ∈ PE äëÿ 1 ≤ j ≤ n1 + 1, Sl → Sl ∈
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Rn1+l (åñëè áû íåêîòîðûìè àãåíòàìè áûëè ïðèìåíåíû ïðàâèëà âèäà Sl → ε, òî íà
ñëåäóþùåì øàãå îíè íå ñìîãëè áû ðàáîòàòü), K → K ∈ PE .

ω1 = z1x1z2 . . . zn1xn1zn1+1, u1 = Z1X1Z2 . . . Zn1Xn1Zn1+1. Ïîíÿòíî, ÷òî â ñè-
ñòåìå Σ1 ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâêà àãåíòîâ R1

i1
, . . . , R1

in1
, òàêàÿ ÷òî

xj → Xj ∈ R1
ij

äëÿ 1 ≤ j ≤ n1, zj → Zj ∈ P 1
E äëÿ 1 ≤ j ≤ n1 + 1 (ïî ïîñòðîåíèþ

ñèñòåìû). Çíà÷èò, ïî îïðåäåëåíèþ, ω1 1⇒Σ1 u1.
Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, â ñèñòåìå Σ1 èìååòñÿ âûâîä

u1
s⇒Σ1 u.
Ñëåäîâàòåëüíî, ω1 1⇒Σ1 u1

s⇒Σ1 u. Çíà÷èò, ω1 s+1⇒ Σ1 u. Òî åñòü u ∈ L1.
Ðàññìîòðèì òåïåðü âòîðóþ ÷àñòü âûâîäà: uKS1 . . . Sn2

1⇒Σ u1
t−s−1⇒ Σ w. Ê ñèì-

âîëó K ïðèìåíÿåòñÿ ïðàâèëî K → ω2′′ (åñëè ñëîâî ω2′′ � òåðìèíàëüíîå) ëèáî
K → ω2′′T1 . . . Tn1 (êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå). Àãåíòû Rn1+1, . . . , Rn1+n2 ïðèìåíÿ-
þò ïðàâèëà âèäà Si → ε.

Òàêèì îáðàçîì, u1 = uω2′′T1 . . . Tn1 ëèáî u1 = uω2′′.
Òåïåðü ïî èíäóêöèè äîêàæåì, ÷òî åñëè u1 =t−s−1⇒ Σ uv, ãäå u, v ∈ ∆∗, òî â

ñèñòåìå Σ2 ñóùåñòâóåò âûâîä ω2 t−s−1⇒ Σ2 v. Îáîçíà÷èì q = t− s− 1.
Áàçèñ. q = 0. u1 = uv. Çíà÷èò, u1 = uω2′′, ω2′′ = v. Ïî ïîñòðîåíèþ ω2′′ ïîíÿòíî,

÷òî v ∈ ∆2∗. ω2 = ω2′′ = v. Çíà÷èò, â ñèñòåìå Σ2 ñóùåñòâóåò âûâîä ω2 0⇒Σ2 v.
Èíäóêöèîííûé øàã. Ïóñòü â ñèñòåìå Σ ñóùåñòâóåò âûâîä:

uω2′′T1 . . . Tn1

1⇒Σ uv1T1 . . . Tn1

q−1⇒ Σ uv1T1 . . . Tn1 .

Òàê êàê uω2′′T1 . . . Tn1

1⇒Σ uv1T1 . . . Tn1 , òî:

uω2′′T1 . . . Tn1 = uz′1x
′
1z
′
2 . . . z′n2

x′n2
z′n2+1T1 . . . Tn1 ,

uv1T1 . . . Tn1 = uZ ′1X
′
1Z

′
2 . . . Z ′n2

X ′
n2

Z ′n2+1T1 . . . Tn1 ,

è ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâêà àãåíòîâ R1, . . . , Rn1 , Rn1+i1 , . . . , Rn1+in2
, òàêàÿ ÷òî

x′j → X ′
j ∈ Rn1+ij äëÿ 1 ≤ j ≤ n2, z′j → Z ′j ∈ PE äëÿ 1 ≤ j ≤ n2 + 1, Tl → Tl ∈

Rl (åñëè áû íåêîòîðûìè àãåíòàìè áûëè ïðèìåíåíû ïðàâèëà âèäà Tl → ε, òî íà
ñëåäóþùåì øàãå îíè íå ñìîãëè áû ðàáîòàòü).

ω2 = z1x1z2 . . . zn2xn2zn2+1, v1 = Z1X1Z2 . . . Zn2Xn2Zn2+1. Ïîíÿòíî, ÷òî â ñè-
ñòåìå Σ2 ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâêà àãåíòîâ R2

i1
, . . . , R2

in2
, òàêàÿ ÷òî

xj → Xj ∈ R2
ij

äëÿ 1 ≤ j ≤ n2, zj → Zj ∈ P 2
E äëÿ 1 ≤ j ≤ n2 + 1 (ïî ïîñòðîåíèþ

ñèñòåìû). Çíà÷èò, ïî îïðåäåëåíèþ, ω2 1⇒Σ2 v1.
Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, â ñèñòåìå Σ2 èìååòñÿ âûâîä

v1
q−1⇒ Σ2 v.
Ñëåäîâàòåëüíî, ω2 1⇒Σ2 v1

q−1⇒ Σ2 v. Çíà÷èò, ω2 q⇒Σ2 v. Òî åñòü v ∈ L2.
Èòàê, u ∈ L1, v ∈ L2, çíà÷èò w = uv ÿâëÿåòñÿ êîíêàòåíàöèåé ñëîâà ÿçûêà L1 è

ñëîâà ÿçûêà L2.
L1L2 ⊆ L,L ⊆ L1L2 ⇒ L = L1L2. 2

Òåîðåìà 7. Êëàññ ÿçûêîâ L(EE) çàìêíóò îòíîñèòåëüíî èòåðàöèè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L1 - ÿçûê, ïîðîæäàåìûé ðàñøèðåííîé ïðîñòîé ýêî-
ãðàììàòè÷åñêîé ñèñòåìîé Σ1 = ((V 1

E , P 1
E), R1

1, . . . , R
1
n, ω1,∆1), òî åñòü

L(Σ1) = L1.
Ðàññìîòðèì ÿçûê L∗1, ÿâëÿþùèéñÿ èòåðàöèåé ÿçûêà L1. Äîêàæåì, ÷òî îí òî-

æå ïðèíàäëåæèò êëàññó L(EE), òî åñòü ñóùåñòâóåò ðàñøèðåííàÿ ïðîñòàÿ ýêî-
ãðàììàòè÷åñêàÿ ñèñòåìà, êîòîðàÿ ðàñïîçíàåò ýòîò ÿçûê.

Ïîñòðîèì ESEG Σ = ((VE , PE), R1, . . . , Rn, ω, ∆) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• VE = V 1
E ∪ {K,T, T1, . . . , Tn}, ãäå K, T, T1, . . . , Tn /∈ V 1

E ;

• PE = (P ′E , P ′′E), ãäå:
P ′E = P 1

E ∪ {T → T};
P ′′E = P 1

E
′ ∪ {ω1T |ε,K → K}, ãäå P 1

E
′ = {A → K |A → α ∈ P 1

E};
• Ri = Ri ∪ {Ti → ε} äëÿ 1 ≤ i ≤ n;

• ω = T1 . . . TnT ;

• ∆ = ∆1.

Äîêàæåì, ÷òî L∗1 ⊆ L = L(Σ). Ïóñòü w ∈ L∗1. Çíà÷èò w ìîæíî ðàçáèòü íà
íåñêîëüêî ñëîâ, êàæäîå èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ñëîâîì ÿçûêà L1: w = w1 . . . wr (wi ∈
L1, 1 ≤ i ≤ r), ëèáî w = ε.

Åñëè w = ε, òî â ñèñòåìå Σ ñóùåñòâóåò âûâîä ω = T1 . . . TnT
1⇒Σ ε (ñíà÷àëà

êàæäûé àãåíò Ri ïðèìåíèò ïðàâèëî Ti → ε äëÿ 1 ≤ i ≤ n, çàòåì ñðåäà ïðèìåíÿåò
ïðàâèëî T → ε).

Åñëè w = w1 . . . wr, òî â ñèñòåìå Σ ñóùåñòâóåò âûâîä:

ω = T1 . . . TnT
1⇒Σ ω1T

t1⇒Σ w1ω
1T

t2⇒Σ w1w2ω
1T ⇒Σ . . .

. . . ⇒Σ w1w2 . . . wr−1ω
1T

tr⇒Σ w1w2 . . . wr−1wr.

(Òàê êàê ω1 ⇒Σ1 wi äëÿ âñåõ 1 ≤ i ≤ r.)
Çíà÷èò, ñëîâî w ∈ L. Çíà÷èò, L∗1 ⊆ L.
Äîêàæåì âêëþ÷åíèå â îáðàòíóþ ñòîðîíó. Ïóñòü w ∈ L. Òîãäà ñóùåñòâóåò âû-

âîä â ñèñòåìå Σ: ω ⇒Σ w. Ïîíÿòíî, ÷òî íà ïåðâîì øàãå ýâîëþöèè âñå àãåíòû
ïðèìåíÿþò ïðàâèëà âèäà Ti → ε, à ñðåäà ïðèìåíÿåò ïðàâèëî ê íåòåðìèíàëó T :
T → ω1T (íåëüçÿ ïðèìåíèòü ïðàâèëî T → ε, òàê êàê òîãäà ýâîëþöèÿ îñòàíîâèòñÿ,
è ñëîâî w íå áóäåò âûâåäåíî).

Èíäóêöèåé ïî r äîêàæåì, ÷òî w = w1 . . . wr, ω1 ⇒Σ1 wi äëÿ êàæäîãî 1 ≤ i ≤ r.
Áàçèñ. r = 1. w = w1. Â Σ ñóùåñòâóåò âûâîä ω

1⇒Σ ω1T
t1⇒Σ w1 = w. Ñèìâîë

T ìîã áûòü óáðàí èç ñòðîêè îêðóæåíèÿ òîëüêî â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ñðåäîé
ïðàâèëà T → ε, à ýòî ïðàâèëî ìîãëî áûòü ïðèìåíåíî ñðåäîé òîëüêî â ñëó÷àå,
åñëè w1 ∈ ∆∗ (òàê êàê, åñëè áû â ýòîì ñëîâå áûëè íåòåðìèíàëû, òî îíè áûëè áû
çàìåíåíû ñðåäîé íà áëîêèðóþùèé ýâîëþöèþ ñèìîë K). Òàê êàê ïðàâèëà àãåíòîâ è
ñðåäû â ñèñòåìå Σ äóáëèðóþò ïðàâèëà àãåíòîâ è ñðåäû ñèñòåìû Σ1 (ïî ïîñòðîåíèþ
Σ), òî â ñèñòåìå Σ1 òîæå ñóùåñòâóåò âûâîä ω1 t1⇒Σ1 w1 = w, è w ∈ L1

1, òàê êàê
w1 ∈ ∆1∗.

Èíäóêöèîííûé øàã. Ïóñòü â Σ èìååòñÿ âûâîä ñëîâà w = w1v = w1w2 . . . wr.
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Â Σ ñóùåñòâóåò âûâîä ω
1⇒Σ ω1T

t1⇒Σ u ⇒Σ w1v = w, ïðè÷åì u = w1ω
1T

(òàê êàê ïåðåä îêîí÷àíèåì t1-îãî øàãà ñðåäà ìîæåò ïðèìåíèòü ê íåòåðìèíàëó T
òîëüêî ïðàâèëî T → ω1T , èíà÷å îñòàëüíûå ïîäñëîâà íå áóäóò âûâåäåíû), à çíà÷èò
w1 ∈ ∆∗. Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, v ∈ Lr−1

1 è ω1 ⇒Σ1 wi äëÿ êàæäîãî
2 ≤ i ≤ r.

Òàê êàê ïðàâèëà àãåíòîâ è ñðåäû â ñèñòåìå Σ äóáëèðóþò ïðàâèëà àãåíòîâ è
ñðåäû ñèñòåìû Σ1 (ïî ïîñòðîåíèþ Σ), òî â ñèñòåìå Σ1 ñóùåñòâóåò âûâîä ω1 t1⇒Σ1

w1 = w, è w ∈ L1
1, òàê êàê w1 ∈ ∆1∗.

Èòàê, w = w1 . . . wr, ω1 ⇒Σ1 wi, wi ∈ L1 äëÿ âñåõ 1 ≤ i ≤ r. Ïîýòîìó w ∈ L∗1.
L∗1 ⊆ L,L ⊆ L∗1 ⇒ L = L∗1. 2

Òåîðåìà 8. Êëàññ ÿçûêîâ L(EE) çàìêíóò îòíîñèòåëüíî ãîìîìîðôèçìîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L1 - ÿçûê, ïîðîæäàåìûé ðàñøèðåííîé ïðîñòîé ýêî-
ãðàììàòè÷åñêîé ñèñòåìîé Σ1 = ((V 1

E , P 1
E), R1

1, . . . , R
1
n, ω1,∆1), òî åñòü

L(Σ1) = L1.
Ïóñòü φ : ∆1∗ → ∆2∗ - ãîìîðôèçì â íåêîòîðûé àëôàâèò ∆2.
Ðàññìîòðèì ÿçûê φ(L1). Äîêàæåì, ÷òî îí òîæå ïðèíàäëåæèò êëàññó L(EE),

òî åñòü ñóùåñòâóåò ðàñøèðåííàÿ ïðîñòàÿ ýêî-ãðàììàòè÷åñêàÿ ñèñòåìà, êîòîðàÿ
ðàñïîçíàåò ýòîò ÿçûê.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

• ìíîæåñòâî íåòåðìèíàëîâ N1 = V 1
E \∆1;

• w′ = α1φ(x1)α2 . . . αrφ(xr)αr+1, åñëè:
w = α1x1α2 . . . αrxrαr+1, αi ∈ N∗

1 , xj ∈ ∆1;

Ïîñòðîèì ESEG Σ = ((VE , PE), R1, . . . , Rn, ω, ∆) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• VE = V 1
E ∪∆2;

• PE = P 1
E
′, ãäå: P 1

E
′ = {A → α′ |A → α ∈ P 1

E};

• Ri = R′i, ãäå: R′i = {A → α′ |A → α ∈ Ri};

• ω = ω1;

• ∆ = ∆2.

Äîêàæåì, ÷òî φ(L1) ⊆ L = L(Σ). Ïóñòü w ∈ φ(L1): v ∈ L1, φ(v) = w. Òàê êàê
v ∈ L1, òî ñóùåñòâóåò âûâîä â Σ1 ω1 t⇒Σ1 v.

Òàê êàê ω = ω1, à âñå ïðàâèëà àãåíòîâ è ñðåäû â ñèñòåìå Σ ïîâòîðÿþò ïðàâèëà
ñîîòâåòñòâóþùèõ àãåíòîâ è ñðåäû â ñèñòåìå Σ1, òî â ñèñòåìå Σ ñóùåñòâóåò âûâîä
ω = ω1 t⇒Σ v′ (ýòî íåòðóäíî äîêàçàòü ïî èíäóêöèè). Ñëîâî v â ñèñòåìå Σ1 ÿâëÿåòñÿ
òåðìèíàëüíûì (v ∈ ∆1), â ñèñòåìå Σ ñëîâî v′ òîæå ÿâëÿåòñÿ òåðìèíàëüíûì (v′ ∈
∆2). Ïðè÷åì v′ = φ(v) = w.

Çíà÷èò, w ∈ L. Çíà÷èò, φ(L1) ⊆ L.
Äîêàæåì âêëþ÷åíèå â îáðàòíóþ ñòîðîíó. Ïóñòü w ∈ L. Òîãäà ñóùåñòâóåò âûâîä

â ñèñòåìå Σ: ω
t⇒Σ w.
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Òàê êàê w ∈ ∆2∗, è ñðåäè ïðàâèë, ñîäåðæàùèõ òåðìèíàëû èç ýòîãî àëôàâèòà
â ïðàâîé ÷àñòè, èìåþòñÿ òîëüêî ïðàâèëà âèäà A → α′, òî â ñèñòåìå Σ1 ê ñî-
îòâåòñòâóþùèì íåòåðìèíàëàì ìîãëè áûòü ïðèìåíåíû ïðàâèëà âèäà A → α. Ïî
èíäóêöèè ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè ω

t⇒Σ w = v′, òî â ñèñòåìå Σ1 ñóùåñòâóåò
âûâîä ω1 t⇒Σ1 v (v ∈ ∆1). Çíà÷èò, v ∈ L1 è w ∈ φ(L1).

φ(L1) ⊆ L,L ⊆ φ(L1) ⇒ L = φ(L1). 2

Çàêëþ÷åíèå. Â ðàáîòå èññëåäîâàíû ðàñøèðåííûå ïðîñòûå ýêî-ãðàììàòè÷åñêèå
ñèñòåìû è âûðàçèòåëüíàÿ ñèëà ïîðîæäàåìûõ èìè ÿçûêîâ. Äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþ-
áîé ESEG ìîæíî ïîñòðîèòü ýêâèâàëåíòíóþ åé ESEG, ðàáîòàþùóþ áåç ïåðåñòà-
íîâîê àãåíòîâ. Äëÿ ñèñòåì, íå ðàçðåøàþùèõ ε-ïðàâèë, äîêàçàíî îòñóòñòâèå èåðàð-
õèè ïî ÷èñëó àãåíòîâ äëÿ ÿçûêîâ, ñîäåðæàùèõ äîñòàòî÷íî äëèííûå ñëîâà. Óñòà-
íîâëåíà çàìêíóòîñòü êëàññà ÿçûêîâ, ïîðîæäàåìûõ ðàñøèðåííûìè ïðîñòûìè ýêî-
ãðàììàòè÷åñêèìè ñèñòåìàìè, îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé êîíêàòåíàöèè, îáúåäèíåíèÿ,
èòåðàöèè è ãîìîìîðôèçìîâ.

Àâòîð áëàãîäàðåí Ì.È. Äåõòÿðþ çà ïîñòàíîâêó çàäà÷ è ïîëåçíîå îáñóæäåíèå
ðàáîòû.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] J. Csima. Formal language theoretical models of ecosystems. Master's thesis,
E�otv�os Lor�and University, Budapest, Hungary, 1997.

[2] J. Csima. On extended simple eco-grammar systems. Acta Cybernetica 13(4),
1998.

[3] J. Csima, E. Csuhaj-Varj�u. Investigations on Simple Eco-Grammar Systems.
Budapest University of Technology and Economics, Department of Computer
Science and Information Theory, Budapest, 2002.

[4] E. Csuhaj-Varj�u, J. Kelemen, A. Kelemenov�a, and Gh. P�aun. Eco-Grammar
Systems: A Grammatical Framework for Studying Lifelike Interactions. Arti�cial
Life, 3:1-28, 1997.

[5] E. Csuhaj-Varj�u, A. Kelemenov�a. Team behaviour in eco-grammar systems.
Theoretical Computer Science 209:1-2, 1998.

[6] J. Dassow, V. Mihalache. Eco-grammar systems, matrix grammars and E0L
systems. In Gh. P�aun (Ed.), Arti�cial Life: grammatical models. Black Sea
University Press, Bucharest, 1995.

[7] A. Lindenmayer. Developmental systems and languages in their biological context.
In Developmental systems and languages, North-Holland Publ. Co., 1-40, 1975.
Ðóññê. ïåð.: â Êèáåðíåòè÷åñêèé ñá. (íîâàÿ ñåðèÿ), 17, 1980.

[8] ter Beek, M. H. Simple eco-grammar systems with prescribed teams. In Gh. P�aun
and A. Salomaa (Eds.), Grammatical Models of Multi-Agent Systems. Gordon and
Breach, London, 1999.


