
Вестник ТвГУ. Серия "Экономика и управление". 2018. №1 

81 

 

МАТЕМАТИЧЕСКИЕ И ИНСТРУМЕНТАЛЬНЫЕ МЕТОДЫ 

ЭКОНОМИКИ 

УДК 314.182, 519.86  

ДИНАМИКА НАРОДОНАСЕЛЕНИЯ ТВЕРСКОЙ ОБЛАСТИ*1  

Е.В. Беспалько1, А.Н. Кудинов2, C.А. Михеев3, В.П. Редчиц4,  

В.Н. Рыжиков5, В.П. Цветков6, И.В. Цветков7 

1-7Тверской государственный университет, г. Тверь 

Исследована динамика  народонаселения Тверского региона  на основе 

нового демографического уравнения, содержащего три демографических 

параметра. Эти параметры найдены из условия минимального уклонения 

кривой расчетного тренда  в точках  от данных Росстата  по 

Тверской области. В результате получено соотношение, определяющее 

динамику численности народонаселения Тверской области. Дано 

обоснование процесса асимптотической стабилизации его на уровне      

1, 19198 млн человек в течение 4050 лет с 2017 г.  
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В настоящее время (декабрь 2017 г.) численность населения Тверской 

области по данным Росстата составляет 1 296 799 человек [1]. 

Народонаселение Тверской области продолжает уменьшаться в силу наличия 

различных факторов [2]. Однако определенный оптимизм вызывает тот факт, 

что скорость уменьшения относительной численности народонаселения 

падает. Так в 1999 г. она была  примерно 2 % в год, а в настоящее время 

составляет всего 0,5 % в год. Скорость роста или уменьшения 

народонаселения является одним из важнейших количественных показателей 

характеризующих качество жизни народонаселения в том или ином регионе 

России.  

Многообразие сценариев и математических моделей динамики 

народонаселения, опирающихся на различные механизмы, влияющие на 

демографические процессы, ставит вопрос о построении реалистической 

математической модели динамики народонаселения, которая  не зависит от 

всевозможных допущений и предположений. 

В данной работе нами предлагается такая математическая модель, 

которая основана на использовании дифференциального уравнения для тренда 

численности народонаселения, содержащего три параметра, вариативность 

которых позволяет отразить многообразие сценариев демографической 

динамики. 

1. Уравнения демографической динамики. 

                                                 

 
1 * Редакционная коллегия не в полной мере разделяет ряд методологических подходов, представленных 
авторами в статье.  
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В основе уравнений демографической динамики лежит соотношение 

между скоростью изменения тренда численности народонаселения  и 

трендом численности народонаселения  (непрерывной и гладкой функции 

апроксимирующей данные по численности народонаселения). Приведем 

некоторые из этих уравнений:  (Мальтус [3]),  (Х. фон 

Ферстер [4], С. фон Хернер [5], С.П. Капица [6]),  (Ферхюльст 

[7]), уравнения со стабилизацией численности  народонаселения (С.П. Капица 

[8], А.В. Подлазов [9], С.В. Цирель [10], А.В. Коротаев, А.С. Малков, Д.А. 

Халтурина [11], А.А. Акаев, В.А. Садовничий [12]), уравнения 

мультифрактальной динамики (А.Н. Кудинов и др. [13]). Приведенные 

примеры, говорят о многообразии типов уравнений, используемых в 

демографии. 

Для описания демографической динамики в данной работе предлагается 

использовать новое демографическое уравнение: 

                                                     (1) 

В отличие от вышеперечисленных уравнений демографической 

динамики уравнение (1) содержит три независимых параметра , 

выбором которых можно описать гораздо больше демографических сценариев 

по сравнению с другими уравнениями и поэтому его вполне можно назвать 

реалистическим демографическим уравнением. Полагая  

 получаем из (1) уравнение Мальтуса, при 

  уравнение С. фон Хернера, С.П.Капицы, а при 

  уравнение Ферхюльста.  

В уравнении (1) параметры  являются фундаментальными 

демографическими параметрами, которые являются постоянными для каждого 

демографического периода и значения которых определяются совокупностью 

экономических, социальных, политических и других  факторов интересующей 

нас территориальной структуры. На стыке демографических периодов 

параметры  естественно меняются скачками. А переход из одного 

демографического периода в другой можно именовать демографическим 

фазовым переходом. При этом  будем полагать, что  численность 

народонаселения  и скорость его изменения  являются в точке 

демографического фазового перехода  непрерывными функциями 

времени . Пусть при t=0 величина  и  тогда  

  предельное значение численности народонаселения 

при его росте. Если же , , тогда   

предельное значение численности народонаселения при его уменьшении. 

Величина и знак параметра  определяют, прежде всего, скорость роста или 

уменьшения численности народонаселения. Параметр  в уравнении (1) 

является степенным фактором и существенно определяет характер его 

решения. Поэтому естественно  назвать демографическим индексом, в 

значительной степени определяющим эволюцию демографического процесса. 

Для описания демографической ситуации в Тверской области в 

последнее время (с 1999 г.) и в будущем после 2017 г. будем использовать 

предложенное нами уравнение (1), вычисляя параметры  из условия 
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наилучшего согласия с данными Росстата по Тверскому региону за это время 

[1], что принципиально отличает данный метод от других подходов. Таким 

образом, используя эти статистические данные, мы учитываем все 

многообразие демографических факторов (миграцию, экономические, 

политические, социальные, культурные, биологические и др.). Представим 

демографические данные на рис. 1. 

 
Р и с . 1. Зависимость численности народонаселения Тверской области от 

времени с   1999 по 2017 гг. 

Математическая модель демографической динамики Тверской области 

Отличительной особенностью уравнения (1) является возможность его 

интегрирования в простом виде. Решение уравнения (1) имеет вид: 

              .                                             (2) 

Чтобы наглядно представить наглядно поведение функции   в (2), 

построим ее график для двух качественно различных случаев 

  Этот график 

представлен на рис. 2. 

 
Р и с . 2. Графики решения уравнения (1) 
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Из рис. 2 видно, что два демографических сценария  описываются 

функцией (2). В первом случае при   функция , 

монотонно убывая, стремится к асимптотически постоянному значению 

равному  Во втором случае  функция , 

монотонно возрастая, стремится к асимптотически постоянному значению 

равному   

Поскольку из рис.1 следует, что народонаселение Тверской области 

убывает со временем, то для математического моделирования этого процесса 

мы должны выбрать параметр  меньше значения   равному 1566617 

человек, которое имела Тверская область в 1999 г. по данным Росстата [1]. 

Демографические параметры  в уравнении (1) имеют простой 

смысл. Как отмечалось ранее параметр  это, в нашем случае, предельное 

значение населения Тверского региона, к которому оно будет стремиться через 

несколько десятков лет. Чтобы оценить этот промежуток времени введем 

параметр =. Тогда зависимость от времени в формуле (2) будет определяться 

экспоненциальным фактором . Отсюда следует, что  – характерный 

промежуток  времени на котором изменяется заметно численность 

народонаселения Тверской области, оценку которого мы проведем ниже. 

Демографические параметры  в уравнении (1) будем находить из 

условия минимального уклонения кривой тренда  в точках  от данных 

Росстата  по Тверской области, представленных на рис. 1. Для этого введем 

положительно определенную функцию  , определяющую это уклонение:  

  (3) 

Из (3) видно, что  является функцией параметров , т.е.  

. Тогда из условия минимизации  следуют четыре 

уравнения для нахождения параметров  

              (4) 

Уравнения (4) удобно представить в векторной форме:, 

). Тогда система  нелинейных 

алгебраических уравнений (4) может быть записана в векторной форме: 

       (5) 

Вследствие возможной плохой обусловленности матрицы Якоби 

=  (i, k=1,2,3,4) для численного решения уравнения (5) будем 

использовать регуляризованный аналог метода Ньютона [14] c параметром 

регуляризации   Согласно этому методу имеем следующую 

итерационную схему: 

  ),()('
~

)(')('
~

)(= )()(1)()()(2)(1)( kkkkk

k

kk
xfxfxfxfxfxx

   (6)
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где k   номер итерации, 1)(
0


kk

   итерационный параметр, 

)(' )(k
xf   матрица Якоби, )('

~ )(k
xf   транспонированная матрица Якоби. 

Величина k

k )( )(2
xf  представляет собой невязку и определяет 

точность решения системы уравнений (5). 

Большую роль в сходимости итерационной процедуры (6) играет выбор 

начального приближения  и оптимальный выбор итерационнного 

параметра . Выбор начального приближения  определяется рельефом 

функции  вблизи абсолютного минимума этой функции. Существование 

абсолютного минимума следует из положительной определенности этой 

функции. 

С этой целью, фиксируя значения  и  построим графики функций 

) и ). Приведем их на рис 3,4. 

 
 

Р и с . 3.  График функции 

) 

Р и с . 4. График функции 

) 

Для расчета по схеме (6) была составлена программа в пакете MAPLE. 

Выбранная схема вычислений оказалась эффективной поскольку число 

итераций составило несколько десятков при достижении значения = . 

В качестве начального приближения возьмем значения =1,570, 

. В результате вычислений получаем значения 

демографических параметров Тверской области: значения =1,5710, 

. При этом максимальное 

уклонение | ( ) численности населения 

Тверского региона с 1999 по 2017 гг. от расчетной линии тренда оказалось 

равным  0,01313 млн. челолвек. 

Результаты проведенных расчетов дают аналитическую зависимость 

тренда численности народонаселения Тверского региона  от времени, начиная 

с 1999 г. 
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      (7) 

Из (7) следует величина  характерного времени скорости стабилизации 

численности народонаселения Тверской области , которое согласно нашим 

вычислениям  прогнозируется на уровне 1,19198 млн. человек. Оно равно 

. Подставляя в (7) , получаем, что 

народонаселение Тверского региона с 1,5710 млн. человек в 1999 г. 

уменьшилось за период времени  до 1,2909 млн. человек, что составляет 82 

% от численности народонаселения Тверской области в 1999 г.  

Из этих оценок следует, что темп уменьшения народонаселения 

Тверской области за примерно  20 лет составил 18 % от значения в 1999 г. За  

рассматриваемый период времени  народоначеление Тверской области должно 

составлять по нашим вычислениям 1,2300 млн.человек, что отличается на 2,5% 

процента от стабилизационного значения численности народонаселения 

Тверского региона. Проведенные оценки указывают, что за период времени в 

40 лет с 1999 г. (23 года с 2017 г.) должен наступить период стабильности 

численности народонаселения Тверской области. 

Для наглядности прогноз динамики населения динамики Тверского 

региона составленный на основе формулы (7) приведем в табл. 1. 
Т а б л и ц а  1 

Прогноз динамики населения динамики Тверского региона 

Дата Расчетная (прогнозная) 

численность  населения  

Тверской области в млн.человек 

Расчетные (прогнозные) темпы 

убывания численности  населения 

Тверской области в тыс.человек. 

2017 1.3010  

2022 1.2750 26,0 

2027 1.2563 18,7 

2032 1.2426 13,7 

2037 1.2325 10,1 

2042 1.2248 7,7 

Табл. 1 показывает уменьшение темпов убывания прогнозной 

численности населения Тверской области с 2017 г. Если за первую пятилетку 

от 2017 г. население должно уменьшиться на 26 тыс., то за пятую – всего лишь 

на 7,7 тыс. человек. 

Визуализация тренда демографической динамики Тверского региона 

 дает наглядное представление о характере демографических процессов с 

1999 года, который  представлен на рис. 5. Как видим из рис. 5, прогнозная 

кривая численности населения Тверской области  асимптотически 

приближается к своему предельному значению 1 млн 199,8 тыс. человек. 

Время стремления с 2017 г. к этому значению состаляет примерно 40 лет. Это 

означает, что стабилизация численности населения Тверской области должна 

произойти в основном до 2057 г. В этом году скорость убывания численности 

народаселения будет состалять только 0,4 %  в год, а далее еще меньше. 
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Объективным показателем демографической динамики является 

функция относительной скорости убывания народаселения , график 

которой приводится на рис. 6 в процентах.  

Из графика, приведенного на  рис. 6 видно, что если в начале 2000 гг. 

относительная скорость убывания народонаселения Тверского региона 

составляла 2 % и выше, в 2017 г. – 0,5 %, то к 2030 г. прогнозируемая ее 

величина составит 0,2 %. Это говорит о том, что основной период 

стабилизации народонаселения в Тверском регионе должен завершиться в 

ближайшем будущем. 

  
Р и с . 5. График тренда численности 

народонаселения Тверской области 

Р и с . 6. График  относительной 

скорости убывания народаселения 

Тверской области 

Критерием точности предлагаемой нами демографической модели будет 

степень уклонения данных Росстата от расчетных значений данной модели. 

Такми образом, для описания демографической динамики предлагается 

использовать новое реалистическое демографическое уравнение, связывающее 

скорость убывания (роста)  народонаселения с его величиной. В нашем 

подходе демографические  параметры  вычисляются из условия 

наилучшего согласия с данными Росстата по Тверскому региону (система 

уравнений (5)), что принципиально отличает данный метод от других 

общепринятых подходов. Таким образом, используя имеющиеся  

статистические данные, мы учитываем через эти данные все многообразие 

демографических факторов (миграцию, экономические, политические, 

социальные, культурные, биологические и др.). 

Результаты проведенных расчетов дают аналитическую зависимость (7) 

тренда численности народонаселения Тверского региона  от времени, начиная 

с 1999 г.  

Из формулы (7) вытекает, что должна иметь место асимптотическая 

стабилизация  населения Тверского региона на уровне 1, 19198 млн. человек. 

Наши оценки указывают, что за период времени в 40 лет с 1999 г. (23 

года с 2017 г.) должен наступить период стабильности численности 

народонаселения Тверской области. 

Сделанные нами выводы справедливы только для постоянных значений 

демографических параметров , которые определяются совокупностью 
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экономических, социальных, политических и других  факторов Тверского 

региона. При более благоприятных условиях, чем в настоящее время, фактор 

стабилизации народонаселения Тверского региона может вполне смениться 

фактором роста. Для этого надо чтобы значение демографического параметра 

  стало равным 1,6. 
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The paper studies the dynamics of the population of the Tver region on the 

basis of a new demographic equation containing three demographic 

parameters. These parameters are found from the condition of minimum 

deviation of the calculated trend curve y(t) at points ti from the Rosstat data yi 

in the Tver region. As a result, a correlation was obtained that determines the 

dynamics of the population of the Tver region. The justification of the process 

of its asymptotic stabilization at the level of 1, 19198 million people for 40-50 

years from 2017 is given. 
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