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В работе рассматривается задача непараметрического оценивания мно-
гомерной плотности вероятности. Рассматриваемый метод решения
этой задачи основан на построении вейвлет-оценок одномерных про-
екций исходного случайного вектора на различные направления и об-
ращении преобразования Радона. Данный способ получения оценок мо-
жет служить альтернативой вычислению ядерных оценок и многомер-
ных вейвлет-оценок. Вейвлет-оценки чувствительны к локальным осо-
бенностям оцениваемой функции и поэтому хорошо подходят для реше-
ния данной задачи в ситуации, когда плотность имеет различную сте-
пень регулярности на разных участках определения. Еще одним важ-
ным преимуществом рассматриваемого метода является его параллель-
ная структура, позволяющая значительно ускорить построение оценок
на вычислительных системах, поддерживающих параллельные вычис-
ления. В работе кратко описана суть метода и доказаны утверждения
о скорости сходимости погрешности (в терминах равномерного рассто-
яния между оценкой и искомой плотностью) к нулю в случае, когда
оцениваемая плотность не обладает компактным носителем.
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Введение

Проблема непараметрического оценивания многомерной плотности вероятно-
сти актуальна, например, в задачах классификации и распознавания изображений.
Формальная постановка задачи звучит следующим образом. Пусть 𝑋1, . . . , 𝑋𝑁 —
𝑑-мерная выборка объема 𝑁 из распределения с неизвестной плотностью 𝑓(𝑥). За-
дача — оценить 𝑓 , не имея никаких дополнительных предположений о ее форме.

Для решения данной задачи в многомерном случае имеется ряд способов оцени-
вания искомой плотности (например, с помощью гистограмм или ядерных оценок).
В данной работе рассматривается другой подход — построение вейвлет-оценок
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одномерных проекций неизвестной плотности на некоторое число направлений в
пространстве и использование их для построения многомерной оценки путем об-
ращения преобразования Радона. Одним из плюсов данного метода является его
параллельная структура, позволяющая добиться быстрого вычисления оценок на
параллельных вычислительных системах.

Этот метод был ранее теоретически обоснован лишь для вероятностных плот-
ностей, обладающих компактным носителем [1,2], однако от этого условия можно
отказаться. Метод показывает неплохие результаты, например, для многомерно-
го нормального распределения, которое, очевидно, имеет неограниченный носи-
тель [3].

1. Построение оценки

Определение 1. Пусть 𝑓 : R𝑑 → R, тогда ее преобразованием Радона называ-
ется функция

𝑅𝜃𝑓(𝑠) =

∫︁
⟨𝑥,𝜃⟩=𝑠

𝑓(𝑥)𝑑𝑥,

где 𝜃 — произвольный единичный вектор в R𝑑.

Формально 𝑅𝜃𝑓(𝑠) — интеграл от функции 𝑓 по гиперплоскости, перпендику-
лярной 𝜃 и расположенной на фиксированном расстоянии 𝑠 от начала координат.
Кроме того, преобразование Радона можно рассматривать как оператор, ставящий
функции 𝑓(𝑥) в соответствие функцию 𝑅𝜃𝑓(𝑠), (𝜃, 𝑠) ∈ 𝑆𝑑−1 × R.

Преобразование Фурье функции 𝑓 в d-мерном пространстве имеет вид

𝑓(𝜉) =

∫︁
R𝑑

𝑓(𝑥) exp(−𝑖⟨𝜉, 𝑥⟩)𝑑𝑥.

По проекционной теореме [4, 5] ̂︂𝑅𝜃𝑓(𝜔) = (2𝜋)
𝑑−1
2 𝑓(𝜔𝜃). С помощью этого соотно-

шения получается следующая формула обращения преобразования Радона, лежа-
щая в основе метода фильтрованных обратных проекций:

𝑓(𝑥) =
1

2(2𝜋)𝑑

∫︁
𝑆𝑑−1

∞∫︁
−∞

|𝜔|𝑑−1̂︂𝑅𝜃𝑓(𝜔) exp(𝑖𝜔⟨𝑥, 𝜃⟩)𝑑𝜔𝑑𝜃. (1)

Оценку многомерной плотности 𝑓 можно построить по оценкам одномерных
функций 𝑅𝜃𝑓(𝑠), построенных при различных 𝜃, используя следующее утвержде-
ние [2].

Утверждение 1. Пусть 𝜃 — единичный вектор в R𝑑. Если 𝑋 — d-мерный слу-
чайный вектор с плотностью 𝑓 , тогда одномерная случайная величина ⟨𝑋, 𝜃⟩,
которая представляет собой проекцию 𝑋 на направление 𝜃, имеет плотность
𝑅𝜃𝑓 .
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В данной работе предполагается, что одномерные плотности оцениваются ме-
тодами вейвлет-анализа. Пусть ⟨𝑋𝑖, 𝜃⟩, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 , выборка из независимых оди-
наково распределенных случайных величин с плотностью 𝑅𝜃𝑓(𝑠). Предположим,
что отцовская и материнская вейвлет-функции имеют компактный носитель и до-
статочно гладкие. Тогда плотность 𝑅𝜃𝑓(𝑠) можно оценить как [6]

𝑅𝑁𝑓(𝜃, 𝑠) =
∑︁
𝑘

𝑐𝑗0,𝑘𝜑𝑗0,𝑘(𝑥) +

𝑗1∑︁
𝑗=𝑗0

∑︁
𝑘

𝑑𝑗,𝑘𝐼(|𝑑𝑗,𝑘| ≥ 𝜆)𝜓𝑗,𝑘(𝑥), (2)

где

𝑐𝑗0,𝑘 =
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

𝜑𝑗0,𝑘(⟨𝑋𝑖, 𝜃⟩), 𝑑𝑗,𝑘 =
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

𝜓𝑗,𝑘(⟨𝑋𝑖, 𝜃⟩),

𝜑𝑗,𝑘(𝑥) = 2𝑗/2𝜑(2𝑗𝑥− 𝑘), 𝜓𝑗,𝑘(𝑥) = 2𝑗/2𝜓(2𝑗𝑥− 𝑘),

𝜑(𝑥), 𝜓(𝑥) — масштабирующая и вейвлет-функция соответственно, 𝜆 — некоторый
порог, а 𝑗0 и 𝑗1 — соответственно нижний и верхний уровни вейвлет-разложения.

В результате алгоритм построения оценки многомерной плотности выглядит
следующим образом. Строятся проекции наблюдений 𝑋1, . . . , 𝑋𝑁 случайного век-
тора с плотностью 𝑓 на некоторые направления 𝜃1, . . . , 𝜃𝑀 (берется достаточно
большое число направлений, чтобы уменьшить ошибку, связанную с переходом к
проекциям). По выборке ⟨𝑋1, 𝜃𝑖⟩, ..., ⟨𝑋𝑁 , 𝜃𝑖⟩ строится вейвлет-оценка плотности
𝑅𝜃𝑖𝑓(𝑠). Проделав эту процедуру для всех направлений 𝜃1, . . . , 𝜃𝑀 , из получен-
ных оценок можно восстановить оценку исходной плотности распределения 𝑓(𝑥)
с помощью методов обращения преобразования Радона. Заметим, что процедуры
построения оценок 𝑅𝜃𝑖𝑓(𝑠) можно выполнять параллельно, что дает возможность
значительно ускорить построение оценки многомерной плотности на вычислитель-
ных системах, поддерживающих параллельные вычисления.

Однако пользоваться напрямую формулой (1) нельзя, так как задача обраще-
ния преобразования Радона относится к классу некорректно поставленных задач.
Можно ввести некоторую быстро убывающую функцию окна 𝑊𝛼(|𝜔|) и рассмат-
ривать свертки проекций с этой функцией. Далее всюду будем использовать функ-
цию окна 𝑊𝛼(|𝜔|) = exp(−𝛼2𝜔2/2). Тогда вместо 𝑓(𝑥) оценивается функция

𝑓𝛼(𝑥) =
1

2(2𝜋)𝑑

∫︁
𝑆𝑑−1

∞∫︁
−∞

|𝜔|𝑑−1 exp(−𝛼2𝜔2/2)̂︂𝑅𝜃𝑓(𝜔) exp(𝑖𝜔⟨𝑥, 𝜃⟩)𝑑𝜔𝑑𝜃,

а оценка многомерной плотности вычисляется по формуле

𝑓𝑁 (𝑥) =
1

2(2𝜋)𝑑

∫︁
𝑆𝑑−1

∞∫︁
−∞

|𝜔|𝑑−1 exp(−𝛼2𝜔2/2)𝑅𝑁𝑓(𝜃, 𝜔) exp(𝑖𝜔⟨𝑥, 𝜃⟩)𝑑𝜔𝑑𝜃,

где 𝑅𝑁𝑓(𝜃, 𝑠) — вейвлет-оценки одномерных плотностей 𝑅𝜃𝑓(𝑠), построенные по
формуле (2).

2. Характеристики качества получаемых оценок

В случае, когда восстанавливаемая функция плотности 𝑓(𝑥) обладает компакт-
ным носителем, утверждения о сходимости этого метода можно найти в [1]. Ос-
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новной целью данной работы является математическое обоснование рассматрива-
емого метода в случае, когда 𝑓(𝑥) компактным носителем не обладает.

Обозначим через𝑊 𝑟(R𝑑, 𝑇 ) — шар в пространстве Соболева, то есть множество
таких функций 𝑔(𝑥), что

‖𝑔‖2𝑟 =

∫︁
R𝑑

(1 + |𝜔|2)𝑟|𝑔(𝜔)|2𝑑𝜔 < 𝑇.

Теорема 1. Пусть 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿1(R𝑑), 𝑅𝜃𝑓(𝑠) ∈ 𝑊 𝑟+(𝑑−1)/2(R, 𝑇 ), 𝑟 > 0
и ∃𝑞 > 1 такое, что существует симметричная неотрицательная убы-
вающая на R+ функция (мажоранта) ℎ(𝑠) такая, что ||ℎ||1/𝑞 < ∞ и
∃𝑎 : 𝑅𝜃𝑓(𝑠) ≤ ℎ(𝑠 − 𝑎) ∀𝑠 ∈ R. Пусть для вейвлет-оценок одномерных
проекций выбирается порог 𝜆𝑗,𝑁 = 𝑐𝑟

√︀
𝑗/𝑁 (𝑐𝑟 > 0 — константа, завися-

щая от 𝑟 [6]), максимальный уровень разложения 𝐽 определяется из условия
2𝐽(𝑁) ≈ (𝑁/ log𝑁)1/(2𝑟+1). Тогда

E sup
𝑥∈R𝑑

|𝑓𝛼(𝑥) − 𝑓𝑁 (𝑥)| ≤ 𝐶𝑑𝛼
1
2−𝑑𝑁− 2𝑟+𝑑−1

4𝑟+2𝑑 ,

где 𝐶𝑑 — некоторая положительная константа.

Доказательство.

E sup
𝑥∈R𝑑

|𝑓𝛼(𝑥) − 𝑓𝑁 (𝑥)| =

= E sup
𝑥∈R𝑑

1

2(2𝜋)𝑑

⃒⃒⃒⃒ ∫︁
𝑆𝑑−1

+∞∫︁
−∞

|𝜔|𝑑−1𝑒−
𝛼2𝜔2

2 (̂︂𝑅𝜃𝑓(𝜔) −𝑅𝑁𝑓(𝜔))𝑒𝑖𝜔⟨𝑥,𝜃⟩𝑑𝜔𝑑𝜃

⃒⃒⃒⃒
≤

≤ 1

2(2𝜋)𝑑

∫︁
𝑆𝑑−1

+∞∫︁
−∞

|𝜔|𝑑−1𝑒−
𝛼2𝜔2

2 E|̂︂𝑅𝜃𝑓(𝜔) −𝑅𝑁𝑓(𝜔)|𝑑𝜔𝑑𝜃 ≤

≤ 1

2(2𝜋)𝑑

∫︁
𝑆𝑑−1

(︂ +∞∫︁
−∞

|𝜔|2(𝑑−1)𝑒−𝛼2𝜔2

𝑑𝜔

)︂ 1
2
(︂ +∞∫︁
−∞

(E|̂︂𝑅𝜃𝑓(𝜔) −𝑅𝑁𝑓(𝜔)|)2𝑑𝜔
)︂ 1

2

𝑑𝜃 ≤

≤ 1

2(2𝜋)𝑑

∫︁
𝑆𝑑−1

(︂ +∞∫︁
−∞

|𝜔|2(𝑑−1)𝑒−𝛼2𝜔2

𝑑𝜔

)︂ 1
2
(︂ +∞∫︁
−∞

E|̂︂𝑅𝜃𝑓(𝜔) −𝑅𝑁𝑓(𝜔)|2𝑑𝜔
)︂ 1

2

𝑑𝜃.

Из условий теоремы следует, что(︂ +∞∫︁
−∞

E|̂︂𝑅𝜃𝑓(𝜔) −𝑅𝑁𝑓(𝜔)|2𝑑𝜔
)︂ 1

2

=

(︂ +∞∫︁
−∞

E|𝑅𝜃𝑓(𝑠) −𝑅𝑁𝑓(𝑠)|2𝑑𝜔
)︂ 1

2

≤ 𝐶𝑝𝑁
− 𝑝

2𝑝+1 ,

где 𝑝 = 𝑟+ (𝑑− 1)/2, 𝐶𝑝 > 0 — некоторая константа [6]. Оставшееся же выражение
под интегралом не зависит от 𝜃, и в итоге имеем

E sup
𝑥∈R𝑑

|𝑓𝛼(𝑥) − 𝑓𝑁 (𝑥)| ≤ 𝐶𝑑𝑁
− 𝑝

2𝑝+1𝛼
1
2−𝑑.
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Замечание 1. Нетрудно убедиться, что если 𝑅𝜃𝑓(𝑠) ∈ 𝑊 𝑟+ 𝑑−1
2 (R, 𝑇 ), то

𝑓(𝑥) ∈𝑊 𝑟(R𝑑, 𝑇 ) для некоторого 𝑇 > 0.

Теорема 2. Пусть выполнены условия предыдущей теоремы. Пусть, кроме того,
𝑓(𝑥) удовлетворяет условию Липшица

sup
𝑥∈R𝑑

|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥+ 𝑦)| ≤ 𝐶𝐿|𝑦|𝛾 , 0 < 𝛾 ≤ 1, 𝐶𝐿 > 0.

Тогда

E sup
𝑥∈R𝑑

|𝑓(𝑥) − 𝑓𝑁 (𝑥)| ≤ 𝐶𝑑,𝛾𝑁
− (2𝑟+𝑑−1)𝛾

(4𝑟+2𝑑)(𝛾+𝑑−1/2) , 𝐶𝑑,𝛾 > 0.

Доказательство. Полностью повторяет доказательство аналогичной теоремы для
плотности, обладающей компактным носителем [1].

Необходимо учитывать, что при переходе от многомерных наблюдений к одно-
мерным проекциям происходит потеря данных, поскольку рассматриваются про-
екции на конечное (хотя и достаточно большое) число направлений. Тем самым,
в результате восстановления по проекциям можно получить в лучшем случае не
исходную функцию плотности, а некоторую другую, имеющую те же проекции на
выбранные направления, что и исходная плотность.

Оценим погрешность, возникающую из-за использования конечного числа на-
правлений (для простоты рассмотрим двумерный случай). Пусть 𝑁 — число на-
блюдений, 𝑀 — число проекций. Справедлива следующая теорема, обобщающая
соответствующее утверждение из работы [7] на плотности, не обладающие ком-
пактным носителем.

Теорема 3. Пусть функции 𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥) ∈ 𝐿1(R2). Пусть векторы направлений
𝜃1 . . . 𝜃𝑀 , 𝑀 = 2𝑛, выбираются следующим образом:

𝜃𝑗 = (𝜈𝑗 ,−1)/(𝜈2𝑗 + 1)1/2, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛,

𝜃𝑗 = (1, 𝜈𝑗−𝑛)/(𝜈2𝑗−𝑛 + 1)1/2, 𝑗 = 𝑛+ 1, . . . , 2𝑛,

где

𝜈𝑘 = cos(𝜋(2𝑘 − 1)/(2𝑛)), 𝑘 = 1, . . . , 𝑛,

и ||𝑅𝜃𝑖𝑓(𝜔) − ̂︂𝑅𝜃𝑖𝑔(𝜔)||2 ≤ 𝜖(𝑁), где 𝜖(𝑁) → 0 при 𝑁 → ∞. Пусть, кроме того,∫︀
R2

|𝑥|𝑓(𝑥)𝑑𝑥 <∞,
∫︀
R2

|𝑥|𝑔(𝑥)𝑑𝑥 <∞. Тогда

sup
𝑥∈R2

|𝑓𝛼(𝑥) − 𝑔𝛼(𝑥)| ≤ 𝑐𝛼

√︂
𝜖(𝑁) +

𝑐𝑓,𝑔,𝛼
𝑀

. (3)
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Доказательство.

sup
𝑥∈R2

|𝑓𝛼(𝑥) − 𝑔𝛼(𝑥)| =

= sup
𝑥∈R2

1

2(2𝜋)2

⃒⃒⃒⃒ ∫︁
𝑆1

+∞∫︁
−∞

|𝜔|𝑒−𝛼2𝜔2

2 (̂︂𝑅𝜃𝑓(𝜔) − ̂︂𝑅𝜃𝑔(𝜔))𝑒𝑖𝜔⟨𝑥,𝜃⟩𝑑𝜔𝑑𝜃

⃒⃒⃒⃒
≤

≤ 1

2(2𝜋)2

∫︁
𝑆1

+∞∫︁
−∞

|𝜔|𝑒−𝛼2𝜔2

2 |̂︂𝑅𝜃𝑓(𝜔) − ̂︂𝑅𝜃𝑔(𝜔)|𝑑𝜔𝑑𝜃 ≤

≤ 1

2(2𝜋)2

∫︁
𝑆1

(︂ +∞∫︁
−∞

|𝜔|2𝑒−𝛼2𝜔2

2 𝑑𝜔

)︂ 1
2
(︂ +∞∫︁
−∞

𝑒−
𝛼2𝜔2

2 |̂︂𝑅𝜃𝑓(𝜔) − ̂︂𝑅𝜃𝑔(𝜔)|2𝑑𝜔
)︂ 1

2

𝑑𝜃.

Положим

𝐼(𝜃) =

+∞∫︁
−∞

𝑒−
𝛼2𝜔2

2 |̂︂𝑅𝜃𝑓(𝜔) − ̂︂𝑅𝜃𝑔(𝜔)|2𝑑𝜔.

Пусть 𝑖 такое, что 𝜃𝑖 ≤ 𝜃 < 𝜃𝑖+1. Тогда

|𝐼(𝜃𝑖)| ≤
+∞∫︁

−∞

|𝑅𝜃𝑖𝑓(𝜔) −𝑅𝜃𝑖𝑔(𝜔)|2𝑑𝜔 ≤ 𝜖(𝑁),

|𝐼(𝜃)| ≤ |𝐼(𝜃𝑖)| + |𝐼(𝜃) − 𝐼(𝜃𝑖)|.

Поскольку ̂︂𝑅𝜃𝑓(𝜔) = (2𝜋)
𝑑−1
2 𝑓(𝜔𝜃), имеем

𝐼(𝜃) =
√

2𝜋

+∞∫︁
−∞

𝑒−
𝛼2𝜔2

2 |𝑓(𝜔𝜃) − 𝑔(𝜔𝜃)|2𝑑𝜔.

Учитывая, что 𝜃 = 𝜃(𝜑) = (cos𝜑, sin𝜑), и обозначая 𝐼(𝜑) = 𝐼(𝜃(𝜑)), имеем

|𝐼(𝜃) − 𝐼(𝜃𝑖)| = |𝐼(𝜑) − 𝐼(𝜑𝑖)| ≤ |𝜑− 𝜑𝑖||𝐼 ′(𝜑)|, 𝜑 ∈ [𝜑𝑖, 𝜑],

|𝜑− 𝜑𝑖| ≤ |𝜑𝑖+1 − 𝜑𝑖| =
𝜋

𝑀
.

Далее

𝐼 ′(𝜑) = 2
√

2𝜋

+∞∫︁
−∞

𝑒−
𝛼2𝜔2

2 (𝑓(𝜔 cos𝜑, 𝜔 sin𝜑) − 𝑔(𝜔 cos𝜑, 𝜔 sin𝜑))×

×(𝑓(𝜔 cos𝜑, 𝜔 sin𝜑) − 𝑔(𝜔 cos𝜑, 𝜔 sin𝜑))′𝜑𝑑𝜔.

По условию теоремы существует такая константа 𝑐1 > 0, что

|(𝑓(𝜔 cos𝜑, 𝜔 sin𝜑) − 𝑔(𝜔 cos𝜑, 𝜔 sin𝜑))′𝜑| ≤

≤
∫︁
R2

|𝑥1𝜔 sin𝜑− 𝑥2𝜔 cos𝜑||𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)|𝑑𝑥 ≤ |𝜔|
∫︁
R2

|𝑥|(|𝑓(𝑥)| + |𝑔(𝑥)|)𝑑𝑥 ≤ 𝑐1|𝜔|,
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а поскольку 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿1(R2), найдется такая константа 𝑐𝑓𝑔 > 0, что

|𝑓(𝜔 cos𝜑, 𝜔 sin𝜑)−𝑔(𝜔 cos𝜑, 𝜔 sin𝜑)| ≤ |𝑓(𝜔 cos𝜑, 𝜔 sin𝜑)|+|𝑔(𝜔 cos𝜑, 𝜔 sin𝜑)| ≤ 𝑐𝑓𝑔.

В итоге имеем

|𝐼 ′(𝜑)| ≤ 𝑐1𝑐𝑓𝑔2
√

2𝜋

+∞∫︁
−∞

|𝜔|𝑒−𝛼2𝜔2

2 𝑑𝜔 ≤ 𝑐𝑓,𝑔,𝛼,

где положительная константа 𝑐𝑓,𝑔,𝛼 зависит от 𝑓 , 𝑔 и 𝛼. Таким образом,

|𝐼(𝜃)| ≤ 𝜖(𝑁) +
𝜋𝑐𝑓,𝑔,𝛼
𝑀

и существуют такие положительные константы 𝑐𝛼 и 𝑐𝑓,𝑔,𝛼, что

sup
𝑥∈R2

|𝑓𝛼(𝑥) − 𝑔𝛼(𝑥)| ≤ 𝑐𝛼

√︂
𝜖(𝑁) +

𝑐𝑓,𝑔,𝛼
𝑀

.

Очевидно, правая часть оценки (3) стремится к нулю при 𝑁 → ∞, 𝑀 → ∞.

Заключение

Метод оценивания многомерных плотностей вероятности с помощью вейвлет-
оценок одномерных проекций может быть использован наряду с другими извест-
ными методами оценивания плотностей вероятности. Для сходимости метода не
требуется серьезных ограничений на структуру неизвестной плотности, что важ-
но при непараметрическом оценивании. Более того, на практике оказывается, что
вейвлет-оценки могут лучше адаптироваться к локальным особенностям искомой
плотности (таким, как, например, негладкие участки и разрывы).
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The paper considers the problem of non-parametric estimation of a
multidimensional probability density. The method of solving this problem
is based on the construction of wavelet estimates for one-dimensional
projections of the original random vector onto different directions and
inversion of the Radon transform. This method of constructing estimates
can serve as an alternative to the calculation of kernel density estimates
and multivariate wavelet estimates. Wavelet estimates are sensitive to local
features of the function being evaluated and therefore are well suited
for solving this problem in a situation where the density has a different
degree of regularity at different regions. Another important advantage of
the considered method is its parallel structure, which makes it possible
to significantly accelerate the construction of estimates on computational
systems supporting parallel computations. The paper briefly describes the
essence of the method and proves statements on the rate of the error
decay (in terms of the uniform distance between the estimate and the
estimated density function) in the case when the estimated probability
density function does not have a compact support.

Keywords: wavelets, Radon transform, non-parametric estimation,
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