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В работе показано, что в теории дискретного линейного порядка с од-
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Введение

Исследование разрешимости математических теорий, равно как и сложности
разрешающих процедур, является одной из центральных проблем математической
логики и теории алгоритмов. Например, если в теории и сложение, и умножение
могут быть представлены полностью, то такая теория оказывается неразрешимой
(см., например, [1]).

Как известно из работ Рабина и Фишера [6] возможность представления ариф-
метических операций над натуральными числами в теории имеет прямое отно-
шение к сложности разрешающих процедур для этой теории. Вычислительная
сложность оказывается напрямую зависящей от того, насколько короткими бу-
дут представляющие формулы или, что эквивалентно, насколько длинными будут
фрагменты, на которых представимы арифметические операции. Так, например,
для аддитивной теории действительных чисел для длин этих фрагментов полу-
чена оценка 𝑂(2𝑛), а для аддитивной теории натуральных — 𝑂(22

𝑛

) для формул
длины 𝑛.

В нашей работе мы исследуем возможность представления арифметических
действий в теории дискретного порядка, обогащенной одноместным оператором
транзитивного замыкания. Как показано в [2] такая теория разрешима. Вместе с
тем при наличии сложения либо умножения становится выразимой и вторая из
этих операций, что ведет к неразрешимости (см. [3]). Следовательно, можно сде-
лать вывод, что каждая из арифметических операций может быть представлена
лишь для ограниченных фрагментов. Нашей целью является поиск длин таких
фрагментов.
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Мы демонстрируем, что введение в теорию дискретного линейного порядка
унарного оператора транзитивного замыкания делает возможным представить
арифметические действия: сложение, умножения и экспоненту (по основанию 2)
в весьма компактной форме. При помощи формул длины 𝑂(𝑛) мы получаем воз-
можность определить эти операции вплоть до границы

𝐻2(𝑛) = 22
...2⏟  ⏞  

𝑛 раз

.

Таким образом, унарный оператор транзитивного замыкания существенно уве-
личивает выразительные возможности языка классической логики для дискретно
упорядоченных систем.

1. Определения

Мы рассматриваем теорию дискретного линейного порядка без последнего эле-
мента. Наличие первого элемента для нас несущественно, мы будем считать, что
некоторый элемент в качестве такого зафиксирован и обозначен константой 0.
Элементы меньшие 0 нам никогда не понадобятся, поэтому мы будем считать, что
универсум, с которым мы работаем — это множество натуральных чисел (𝜔, 0,≤).
Как обычно, мы будем применять знаки для строгого < и нестрогого ≤ поряд-
ка, вместо того, чтобы определять один через другой с помощью равенства. Так-
же отметим, что в такой теории определима функция следования 𝑠(𝑥) значением
который является наименьший элемент, больший 𝑥. Для удобства полагаем, что
элементы 𝑠(0) и 𝑠(𝑠(0)) тоже обозначены константами 1 и 2 соответственно.

Введем следующие сокращения:

– constΔ(𝑥) — формула, представляющая константу ∆:

constΔ(𝑥) ≡ [𝑥 = ∆];

– sumΔ(𝑥, 𝑦, 𝑧) — формула, представляющая сложение натуральных чисел для
всех 𝑦 ≤ ∆ и всех 𝑥, 𝑧:

sumΔ(𝑥, 𝑦, 𝑧) ≡ [𝑥+ 𝑦 = 𝑧 ∧ 𝑦 ≤ ∆];

– sqrΔ(𝑥, 𝑦) — формула, представляющая возведение в квадрат натуральных
чисел для всех 𝑥, 𝑦 ≤ ∆:

sqrΔ(𝑥, 𝑦) ≡ [𝑥2 = 𝑦 ∧ (𝑥, 𝑦 ≤ ∆)];

– multΔ(𝑥, 𝑦, 𝑧) — формула, представляющая умножение натуральных чисел
для всех 𝑥, 𝑦, 𝑧 ≤ ∆:

multΔ(𝑥, 𝑦, 𝑧) ≡ [𝑥× 𝑦 = 𝑧 ∧ (𝑥, 𝑦, 𝑧 ≤ ∆)];

– powΔ(𝑥, 𝑦) — формула, представляющая возведение двойки в степень для
всех 𝑥, 𝑦 ≤ ∆:

powΔ(𝑥, 𝑦) ≡ [2𝑥 = 𝑦 ∧ (𝑥, 𝑦 ≤ ∆)];
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– divΔ(𝑥, 𝑦) —формула, представляющая отношение делимости для всех 𝑥 ≤ ∆
и всех 𝑦:

divΔ(𝑥, 𝑦) ≡ [𝑥 | 𝑦 ∧ 𝑥 ≤ ∆];

– modΔ(𝑥, 𝑦, 𝑧) — формула, представляющая функцию нахождения остатка от
деления для всех 𝑦 ≤ ∆ и всех 𝑥, 𝑧:

modΔ(𝑥, 𝑦) ≡ [𝑥 mod 𝑦 = 𝑧 ∧ 𝑦 ≤ ∆];

– НОКΔ(𝑥, 𝑦) — формула, представляющая наименьшее общее кратное всех
чисел от 1 до 𝑥 для 𝑥 ≤ ∆ и всех 𝑦:

НОКΔ(𝑥, 𝑦) ≡ [𝑥 ≤ ∆ ∧ 𝑦 = min{𝑧 > 0 : 𝑢 | 𝑧 для всех 𝑢 = 1, . . . , 𝑥}].

С помощью |𝜑| как обычно обозначаем длину формулы 𝜑.
При построении формул кроме возможностей классической логики первого по-

рядка мы будем использовать одноместный оператор транзитивного замыкания.

Определение 1 (см., например, [5]). Если 𝜓(𝑥, 𝑦, 𝑧) — формула со свободными
переменными 𝑥, 𝑦, 𝑧, то T𝑥,𝑦 𝜓 — также формула со свободными переменными
𝑥, 𝑦, 𝑧. Формула (T𝑥,𝑦 𝜓)(𝑥, 𝑦, 𝑧) истинна, если существует конечная последова-
тельность элементов предметной области 𝑎0 = 𝑥, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 = 𝑦 такая, что
выполнены все формулы 𝜓(𝑎𝑖, 𝑎𝑖+1, 𝑧) для всех 𝑖 = 0, . . . , 𝑛− 1.

2. Представление сложения

Далее мы докажем ряд однотипных лемм, которые позволяют по одним фор-
мулам строить другие с увеличением длины в заранее известную константу раз.

Лемма 1. Существует такая константа 𝑐1, что для любой формулы
sumΔ(𝑥, 𝑦, 𝑧) найдется формула divΔ(𝑥, 𝑦). При этом |divΔ | ≤ 𝑐1| sumΔ |.

Доказательство. Рассмотрим формулу:

𝜑(𝑢, 𝑥, 𝑣) ≡ [T𝑢,𝑣(sumΔ(𝑢, 𝑥, 𝑣))],

которая истинна тогда и только тогда, когда 𝑥 делит 𝑣−𝑢. Тогда можно положить
divΔ(𝑥, 𝑦) ≡ 𝜑(0, 𝑥, 𝑦).

Лемма 2. Существует такая константа 𝑐2, что для любой формулы
sumΔ(𝑥, 𝑦, 𝑧) найдется формула modΔ(𝑥, 𝑦, 𝑧). При этом |modΔ | ≤ 𝑐2| sumΔ |.

Доказательство. Формула легко строится с помощью sumΔ и divΔ:

modΔ(𝑥, 𝑦, 𝑧) ≡ [(∃𝑥′)(sumΔ(𝑥′, 𝑧, 𝑥) ∧ divΔ(𝑦, 𝑥′) ∧ 𝑧 < 𝑦)]

Длина этой формулы удовлетворяет требуемым условиям из-за леммы 1.

Лемма 3. Существует такая константа 𝑐3, что для любой формулы
sumΔ(𝑥, 𝑦, 𝑧) найдется формула sum2Δ(𝑥, 𝑦). При этом | sum2Δ | ≤ 𝑐3| sumΔ |.
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Доказательство. Число 𝑦 в формуле sum2Δ(𝑥, 𝑦, 𝑧) может быть четным или
нечетным. Напишем две формулы для каждого из этих случаев:

sum′
2Δ(𝑥, 𝑦, 𝑧) ≡

≡ [(∃𝑦′)(∃𝑧′)(sumΔ(𝑦′, 𝑦′, 𝑦) ∧ sumΔ(𝑥, 𝑦′, 𝑧′) ∧ sumΔ(𝑧′, 𝑦′, 𝑧))],

sum′′
2Δ(𝑥, 𝑦, 𝑧) ≡

≡ [(∃𝑦′)(∃𝑧′)(sumΔ(𝑠(𝑦′), 𝑦′, 𝑦) ∧ sumΔ(𝑠(𝑥), 𝑦′, 𝑧′) ∧ sumΔ(𝑧′, 𝑦′, 𝑧))].

После чего достаточно их скомбинировать:

sum2Δ(𝑥, 𝑦, 𝑧) ≡ [sum′
2Δ(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∨ sum′′

2Δ(𝑥, 𝑦, 𝑧)].

Лемма 4. Существует такая константа 𝑐4, что для любой формулы
sumΔ(𝑥, 𝑦, 𝑧) найдется формула НОКΔ(𝑥, 𝑦). При этом |НОКΔ | ≤ 𝑐4| sumΔ |.

Доказательство. Строим с помощью divΔ:

НОКΔ(𝑥, 𝑦) ≡ [0 < 𝑦 ∧ (∀𝑢)(1 ≤ 𝑢 ∧ 𝑢 ≤ 𝑥→
→ divΔ(𝑢, 𝑦)) ∧ (∀𝑧)(0 < 𝑧 ∧ 𝑧 < 𝑦 →

→ (∃𝑢)(∃𝑣)(∃𝑤)(1 ≤ 𝑣 ∧ 𝑣 < 𝑢 ∧ 𝑢 ≤ 𝑥 ∧ sumΔ(𝑤, 𝑣, 𝑧) ∧ divΔ(𝑤, 𝑢)))].

Лемма 5. Существует такая константа 𝑐5, что для достаточно больших ∆
для любой формулы sumΔ(𝑥, 𝑦, 𝑧) найдутся формулы const𝛿(𝑥) и sum𝛿(𝑥, 𝑦, 𝑧) для
некоторого 𝛿 ≥ 2Δ. При этом | sum𝛿 |, | const𝛿 | ≤ 𝑐5| sumΔ |.

Доказательство. Как известно,

НОК{1, . . . , 𝑛} = 𝑒Ψ(𝑛) = 2Ψ(𝑛) log2 𝑒,

где Ψ(𝑛) — функция Чебышева, для которой имеет место асимптотическая оцен-

ка Ψ(𝑛) = 𝑛 + 𝑂(𝑛𝑒−𝑐
√
ln𝑛) для некоторой константы 𝑐 > 0 (см., например, [4]).

Следовательно,

Ψ(𝑛) log2 𝑒 = 𝑛 log2 𝑒+𝑂(𝑛𝑒−𝑐
√
ln𝑛 log2 𝑒),

что асимптотически больше 𝑛. Следовательно, НОК{1, . . . , 𝑛} ≥ 2𝑛 асимптоти-
чески, пусть, например, это выполнено для всех ∆ > ∆0. Поэтому в качестве 𝛿
можно взять наименьшее общее кратное всех чисел от 1 до ∆:

const𝛿(𝑥) ≡ [(∃𝑑)(constΔ(𝑑) ∧НОКΔ(𝑑, 𝑥))].

Теперь можно построить формулу sum𝛿. Сначала определим сложение по мо-
дулю 𝛿:

sum′
𝛿(𝑥, 𝑦, 𝑧) ≡ [(∃𝑑)(constΔ(𝑑) ∧ (∀𝑢)(1 < 𝑢 ∧ 𝑢 ≤ 𝑑→

→ (∃𝑥′, 𝑦′, 𝑧′, 𝑧′′)(modΔ(𝑥, 𝑢, 𝑥′) ∧modΔ(𝑦, 𝑢, 𝑦′)∧
∧ sum2Δ(𝑥′, 𝑦′, 𝑧′′) ∧modΔ(𝑧′′, 𝑢, 𝑧′) ∧modΔ(𝑧, 𝑢, 𝑧′))))].
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Сразу отметим (это нам понадобится в дальнейшем), что отрицание последней
формулы можно представить так:

¬ sum′
𝛿(𝑥, 𝑦, 𝑧) ≡ [(∃𝑑)(∃𝑢)(1 < 𝑢 ∧ constΔ(𝑑) ∧ 𝑢 ≤ 𝑑∧

∧ (∃𝑥′, 𝑦′, 𝑧′, 𝑧′′, 𝑧′′′)(modΔ(𝑥, 𝑢, 𝑥′) ∧modΔ(𝑦, 𝑢, 𝑦′)∧
∧ sum2Δ(𝑥′, 𝑦′, 𝑧′′) ∧modΔ(𝑧′′, 𝑢, 𝑧′′′) ∧modΔ(𝑧, 𝑢, 𝑧′) ∧ 𝑧′′′ ̸= 𝑧′))]. (1)

Теперь возьмем наименьшее подходящее:

sum𝛿(𝑥, 𝑦, 𝑧) ≡ [𝑥 ≤ 𝑧 ∧ sum′
𝛿(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∧ (∀𝑢)(sum′

𝛿(𝑥, 𝑦, 𝑢)→ 𝑧 ≤ 𝑢 ∨ 𝑢 < 𝑥)]. (2)

Корректность метода прямо следует из китайской теоремы об остатках. При
разложении на простые множители 𝛿 будет представлено произведением чисел
вида 𝑝𝑛, где 𝑝 — простое число и 𝑝𝑛 ≤ ∆. Поскольку такие числа попарно взаимно
просты, то каждое число от 0 до 𝛿 − 1 имеет уникальный набор остатков при
делении на 𝑝𝑛.

Теперь, используя доказанные выше леммы, продемонстрируем, как можно в
формулах sumΔ экспоненциально увеличивать константу ∆ всего лишь при кон-
стантном увеличении длины всей формулы.

Теорема 1. Существует такая константа 𝑐6, что для любого ∆ ≥ ∆0 (см.
доказательство леммы 5) и для любой формулы sumΔ(𝑥, 𝑦, 𝑧) найдется формула
sum𝛿(𝑥, 𝑦, 𝑧) для некоторого 𝛿 ≥ 2Δ. При этом | sum𝛿 | ≤ | sumΔ |+ 𝑐6.

Доказательство. Заметим, что оператор транзитивного замыкания в предыду-
щих леммах использовался лишь однажды — при построении формулы divΔ. По-
этому формула sum𝛿, построенная в лемме 5, устроена так: мы в некоторую фик-
сированную формулу первого порядка 𝜑(𝑄,𝑃, 𝑥, 𝑦, 𝑧) подставили вместо всякой
подформулы 𝑄(𝑢, 𝑣, 𝑤) подформулу sumΔ(𝑢, 𝑣, 𝑤), а вместо всякой подформулы
𝑃 (𝑢, 𝑣) подформулу divΔ(𝑢, 𝑣).

Без ограничения общности можно считать, что формула 𝜑 находится в пред-
варенном виде, а ее матрица — в дизъюнктивной нормальной форме.

Из вида формул, которые построены в леммах, можно сразу видеть, что 𝜑
можно считать положительной по 𝑃 и 𝑄. В самом деле, единственное место, где
перед ними появляется отрицание — это левая часть sum′

𝛿(𝑥, 𝑦, 𝑢) импликации в
формуле (2). Но ее можно переписать без отрицания с помощью (1).

Далее, нетрудно показать, что в каждой элементарной конъюнкции можно
ограничиться только одним вхождением sumΔ(𝑢, 𝑣, 𝑤):

𝐶 ∧ sumΔ(𝑢, 𝑣, 𝑤) ∧ sumΔ(𝑢′, 𝑣′, 𝑤′) ≡
≡ (∀𝑡)(𝑡 = 0 ∧ 𝐶 ∧ sumΔ(𝑢, 𝑣, 𝑤) ∨ 𝑡 ̸= 0 ∧ 𝐶 ∧ sumΔ(𝑢′, 𝑣′, 𝑤′)),

где 𝑡 — новая переменная, не входящая свободно в sumΔ и 𝐶. Точно так же пока-
зывается, что и формула divΔ входит в каждую из элементарных конъюнкций не
более одного раза. Заметим, можно полагать, что каждая из формул sumΔ и divΔ

входит в каждую элементарную конъюнкцию в точности один раз, так как к любой
конъюнкции всегда можно добавить фиктивные истинные формулы sumΔ(0, 0, 0)
или divΔ(1, 1).
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После выполнения перечисленных выше преобразований снова приведем фор-
мулу к ДНФ.

Далее можно вынести все вхождения формул sumΔ(𝑢, 𝑣, 𝑤) и divΔ(𝑟, 𝑡) в ДНФ
в одно место:⋁︁

𝑖

(︀
𝐷𝑖 ∧ sumΔ(𝑢𝑖, 𝑣𝑖, 𝑤𝑖) ∧ divΔ(𝑟𝑖, 𝑡𝑖)

)︀
≡

≡ (∃𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝑟, 𝑡)
(︁

sumΔ(𝑢, 𝑣, 𝑤) ∧ divΔ(𝑟, 𝑡)∧

∧
⋁︁
𝑖

(︀
𝐷𝑖 ∧ 𝑢 = 𝑢𝑖 ∧ 𝑣 = 𝑣𝑖 ∧ 𝑤 = 𝑤𝑖 ∧ 𝑟 = 𝑟𝑖 ∧ 𝑡 = 𝑡𝑖

)︀)︁
,

где 𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝑟, 𝑡 — переменные, не входящие свободно в sumΔ, divΔ и 𝐶.
Теперь наша формула приобрела такой вид:

𝐾(sumΔ(𝑢, 𝑣, 𝑤) ∧ divΔ(𝑟, 𝑡) ∧ 𝜑′), (3)

где 𝐾 — кванторная приставка, а формула первого порядка 𝜑′ заранее фиксиро-
вана.

Чтобы сделать последний шаг и «склеить» sumΔ(𝑢, 𝑣, 𝑤) и divΔ(𝑟, 𝑡) в одну
формулу, рассмотрим следующую формулу 𝜓′(𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝑞, 𝑟, 𝑡):

T𝑞,𝑡((∀𝑎, 𝑏, 𝑐)((𝑎 = 𝑢 ∧ 𝑏 = 𝑣 ∧ 𝑐 = 𝑤) ∨ (𝑎 = 𝑞 ∧ 𝑏 = 𝑟 ∧ 𝑐 = 𝑡)→ sumΔ(𝑎, 𝑏, 𝑐))).

Формула под оператором транзитивного замыкания эквивалентна
sumΔ(𝑢, 𝑣, 𝑤) ∧ sumΔ(𝑞, 𝑟, 𝑡), поэтому 𝜓′(𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝑞, 𝑟, 𝑡) истинна тогда и толь-
ко тогда, когда 𝑢 + 𝑣 = 𝑤 и 𝑟 делит 𝑡 − 𝑞. Следовательно, формула
𝜓(𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝑟, 𝑡) ≡ 𝜓′(𝑢, 𝑣, 𝑤, 0, 𝑟, 𝑡) эквивалентна sumΔ(𝑢, 𝑣, 𝑤) ∧ divΔ(𝑟, 𝑡).

Теперь можно сделать последний шаг и преобразовать (3) к виду:

𝐾(𝜓(𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝑟, 𝑡) ∧ 𝜑′).

Последняя формула содержит всего одно вхождение sumΔ, а остальная часть ее
фиксирована. Следовательно, ее длина равняется | sumΔ |+ 𝑐6 для некоторой кон-
станты 𝑐6.

Теорема 2. Для любого 𝑛 существует формула sum𝛿 длины 𝑂(𝑛), где 𝛿 ≥ 𝐻2(𝑛).

Доказательство. Используем индукцию по 𝑛. При 𝑛 = ∆0 (см. доказательство
леммы 5) строим формулу тем или иным известным способом.

Индукционный шаг для 𝑛 > ∆0 получается тривиально с помощью теоремы 1.

3. Умножение и возведение в степень

Умножение легко представить с помощью возведения в квадрат, а его — с
помощью divΔ.
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Теорема 3. Существует такая константа 𝑐8, что для любой форму-
лы sumΔ(𝑥, 𝑦, 𝑧) найдутся формулы sqrΔ(𝑥, 𝑦) и multΔ(𝑥, 𝑦, 𝑧). При этом
| sqrΔ |, |multΔ | ≤ 𝑐8| sumΔ |.

Доказательство. Прежде всего построим с помощью лемм 5 и 1 формулы sum𝛿

и div𝛿 для 𝛿 ≥ 2Δ ≥ ∆2. Длины этих формул возрастут не более чем в константу
раз по сравнению с исходной. Теперь запишем формулу sqrΔ(𝑥, 𝑦):

sqrΔ(𝑥, 𝑦) ≡ [(∃𝑑)(constΔ(𝑑) ∧ 𝑦 ≤ 𝑑)∧
∧ (∃𝑧)(sum𝛿(𝑦, 𝑥, 𝑧) ∧ div𝛿(𝑥, 𝑧) ∧ div𝛿(𝑠(𝑥), 𝑧)∧

∧ (∀𝑢)(0 < 𝑢 ∧ div𝛿(𝑥, 𝑢) ∧ div𝛿(𝑠(𝑥), 𝑢)→ 𝑧 ≤ 𝑢))].

Здесь мы воспользовались тем фактом, что

𝑥2 = 𝑥(𝑥+ 1)− 𝑥 = НОК(𝑥, 𝑥+ 1)− 𝑥.

Теперь легко представить умножение, используя тождество
(𝑥+ 𝑦)2 = 𝑥2 + 2𝑥𝑦 + 𝑦2:

multΔ(𝑥, 𝑦, 𝑧) ≡ (∃𝑥′, 𝑦′, 𝑧′, 𝑢′, 𝑣′, 𝑤, 𝑤′)(sqrΔ(𝑥, 𝑥′)∧
∧ sqrΔ(𝑦, 𝑦′) ∧ sum𝛿(𝑥, 𝑦, 𝑤) ∧ sqrΔ(𝑤,𝑤′)∧

∧ sum𝛿(𝑥′, 𝑦′, 𝑢′) ∧ sum𝛿(𝑧, 𝑧, 𝑣′) ∧ sum𝛿(𝑢′, 𝑣′, 𝑤′)).

Оценка длины формул получается из лемм 1 и 5.

Теорема 4. Существует такая константа 𝑐9, что для любой формулы
sumΔ(𝑥, 𝑦, 𝑧) найдется формула powΔ(𝑥, 𝑦). При этом |powΔ | ≤ 𝑐9| sumΔ |.

Доказательство. Сначала построим отношение 𝑃 (𝑥), выделяющее степени двой-
ки:

𝑃 (𝑥) ≡ [(∀𝑦)(divΔ(𝑦, 𝑥)→ 𝑦 = 1 ∨ divΔ(2, 𝑦))].

Далее будем рассматривать числа вида 2𝑥 + 𝑥. Построим формулу 𝑄(𝑥, 𝑦) свя-
зывающую два последовательных числа такого вида:

𝑄(𝑥, 𝑦) ≡ [(∃𝑧)(𝑃 (𝑧) ∧ 𝑧 ≤ 𝑥 ∧ ¬(∃𝑢)(𝑃 (𝑢) ∧ 𝑧 < 𝑢 ∧ 𝑢 ≤ 𝑥) ∧ sumΔ(𝑥, 𝑠(𝑧), 𝑦))].

Далее построим транзитивное замыкание отношения 𝑄:

𝑄*(𝑥, 𝑦) ≡ [T𝑥,𝑦 𝑄(𝑥, 𝑦)].

Поскольку наименьшим числом вида 2𝑥 + 𝑥 является единица (при 𝑥 = 0), то
множество чисел 𝑧 такого вида можно выделить с помощью формулы 𝑄*(1, 𝑧).

Теперь отношение powΔ можно представить так:

powΔ(𝑥, 𝑦) ≡ [(∃𝑧)(𝑄*(1, 𝑧) ∧ sumΔ(𝑦, 𝑥, 𝑧)].

Верхнюю границу длины формулы получаем из леммы 1.

Комбинируя предыдущие теоремы можно получить следующую:
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Теорема 5. Для любого 𝑛 существуют формулы mult𝛿 и pow𝛿 длины 𝑂(𝑛), где
𝛿 ≥ 𝐻2(𝑛).

Доказательство. Следует из теорем 2, 3 и 4.

Заключение

Мы продемонстрировали, что при наличии одноместного оператора транзитив-
ного замыкания для теории дискретного порядка появляется возможность выра-
жать арифметические операции вплоть до чисел порядка𝐻2(𝑛), используя форму-
лы длины 𝑂(𝑛). В дальнейшем эти результаты могут быть применены для оценки
сложности разрешения такой теории.
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