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Введение

Мы продолжаем исследование, начатое в [6], посвященное безопасному приме-
нению оператора инфляционной фиксированной точки [9]. Данный оператор ана-
логичен понятию рекурсивного запроса в языке SQL, в то время как «обычный»
SQL представляет собой аналог логики первого порядка. Традиция использова-
ния языка первого порядка восходит к Кодду [4,5], но его возможности ограниче-
ны [1,3], например, транзитивное замыкание графа невыразимо.

Но SQL позволяет использовать не только элементы базы данных, но и опера-
ции и отношения предметной области (универсума), что соответствует вложению
конечной алгебраической системы в бесконечный универсум и использованию в
формулах логики как отношений базы данных, так и универсума [10]. Однако
такая операция если и увеличивает выразительные возможности языка первого
порядка, то лишь незначительно [2, 8].

Таким образом, современные реализации языка SQL соответствуют логике с
оператором инфляционной фиксированной точки, когда база данных вложена в
универсум. Это сочетание часто позволяет промоделировать работу произвольно-
го алгоритма, что приводит к неразрешимости, то есть невозможности в общем
случае получить результат за конечное время. Например, простой функции сле-
дования достаточно, чтобы построить моделирующую формулу.

В данной работе мы продолжаем поиск условий, когда такая ситуация может
возникнуть. Системы и их теории, в которых каждый IFP-запрос выполняется за
конечное время, называются IFP-безопасными.

В [6] продемонстрировано, что для IFP-безопасности системы (и ее теории) до-
статочно потребовать безопасности для формул первого порядка. Там же доказана
IFP-безопасность счетно-категоричных теорий.

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, гранты 13-01-00382 и 13-01-00643.
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В [7] приведен пример теории IFP-безопасной, но не являющейся счетно-
категоричной, и получены необходимые и достаточные условия IFP-безопасности.
В заключении сформулирован вопрос о конечно аксиоматизируемых полных тео-
риях: является ли для таких теорий счетная категоричность необходимым усло-
вием IFP-безопасности.

Результат настоящей работы дает частичный ответ на этот вопрос. Мы показы-
ваем, что полные конечно аксиоматизируемые сильно минимальные теории IFP-
безопасными не являются. Такие теории категоричны в несчетных мощностях, а
как известно из работ Зильбера [12], конечно аксиоматизируемые полные несчетно
категоричные теории не могут быть счетно категоричными.

1. Определения

Мы используем обычные определения формулы логики первого порядка и ее
значения (см., например, [11]). Строка 𝜙(�̄�) означает, что формула 𝜙 не содержит
никаких свободных переменных, кроме, может быть, �̄�. В этом случае строка 𝜙(𝑡)
означает результат замены переменных �̄� термами 𝑡 соответственно. Если A —
алгебраическая система, а �̄� ∈ A — набор элементов ее носителя, то 𝜙(�̄�) — это
значение формулы 𝜙, когда значения переменных �̄� равны �̄� соответственно.

Мы рассматриваем обогащение языка логики первого порядка оператором ин-
фляционной фиксированной точки.

Определение 1 (см. [9]). Формулой IFP-логики называется формула, постро-
енная по правилам логики первого порядка, а также с помощью оператора ин-
фляционной фиксированной точки IFP: если 𝜙(�̄�, 𝑦) — формула со свободными
переменными �̄� и 𝑦, содержащая несигнатурный предикатный символ 𝑄, то
IFP𝑄(𝑦)(𝜙) — формула исходной сигнатуры со свободными переменными �̄� и 𝑦.
При этом местность символа 𝑄 должна быть равна длине набора 𝑦.

Семантика атомных формул, булевых связок и кванторов определяется как в
логике первого порядка.

Определение 2 (см. [9]). Пусть A — это алгебраическая система, 𝜙(�̄�, 𝑦) —
формула, с новым предикатным символом 𝑄, 𝑚 — количество элементов набора
𝑦. Зафиксируем значение переменных �̄� — �̄� ∈ A. Инфляционной фиксированной
точкой IFP𝑄(𝑦)(𝜙)(�̄�) называется множество 𝑄�̄�* построенное следующим обра-
зом. Пусть

𝑄�̄�0 = ∅; 𝑄�̄�𝑖+1 = 𝑄�̄�𝑖 ∪ {𝑦 ∈ A : (A, 𝑄�̄�𝑖 ) |= 𝜙(�̄�, 𝑦)},

для 𝑖 ∈ 𝜔.

Если 𝑄�̄�𝑛 = 𝑄�̄�𝑛+1 для некоторого 𝑛 ∈ 𝜔, то полагаем 𝑄�̄�* = 𝑄�̄�𝑛. В этом случае
считаем формулу IFP𝑄(𝑦)(𝜙)(�̄�, 𝑦) истинной, если 𝑦 ∈ 𝑄�̄�*, и ложной, при 𝑦 /∈ 𝑄�̄�*.

Если указанного числа 𝑛 не существует, то считаем, что значение операто-
ра IFP𝑄(𝑦)(𝜙)(�̄�) (и формулы IFP𝑄(𝑦)(𝜙)(�̄�, 𝑦)) не определено.

Будем говорить, что алгебраическая система A является IFP-безопасной, ес-
ли любой IFP-оператор в ней определен.
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В [6] показано, что если система A является IFP-безопасной, то и любая эле-
ментарно эквивалентная ей тоже является IFP-безопасной, то есть безопасность
является свойством полных теорий.

Определение 3 (см. [11]). Теория 𝑇 называется сильно минимальной, если для
любой ее модели A, любой формулы 𝜙(�̄�, 𝑦) и любого набора �̄� ∈ A множество

{𝑏 ∈ A : A |= 𝜙(�̄�, 𝑏)}

либо конечно, либо кофинитно. Здесь набор �̄� может иметь произвольную длину,
а 𝑦 — в точности одна переменная.

Кофинитным называется множество, дополнение которого конечно. Классиче-
ским примером сильно минимальной теории является теория алгебраически за-
мкнутых полей фиксированной характеристики.

2. Основные результаты

Лемма 1. Если определимое расширение теории 𝑇 IFP-небезопасно, то и теория
𝑇 IFP-небезопасна.

Доказательство. В определимом расширении каждый новый символ может быть
заменен некоторой формулой старой сигнатуры.

Теорема 1. Пусть теория 𝑇 полна, конечно аксиоматизируема, сильно мини-
мальна и имеет бесконечную модель. Тогда теория 𝑇 не является IFP-безопас-
ной.

Доказательство. Объединив аксиомы конъюнкцией, можно считать, что аксиома
Φ всего одна. Дальше применим ограниченное морлиевское обогащение, чтобы
получить ∀∃-аксиоматизируемую теорию 𝑇 ′ — определимое расширение теории 𝑇 .
Для этого на каждом шаге выбираем в Φ экзистенциальную подформулу вида
(∃𝑢)𝜃(𝑢, 𝑣), где формула 𝜃 — бескванторная, вводим новый предикатный символ
𝑃𝜃(𝑣), заменяем в Φ подформулу (∃𝑢)𝜃(𝑢, 𝑣) на 𝑃𝜃(𝑣) и добавляем к множеству
аксиом определяющую 𝑃𝜃(𝑣) эквивалентность:

(∀𝑣)(𝑃𝜃(𝑣) ↔ (∃𝑢)𝜃(𝑢, 𝑣)).

Последняя очевидным образом эквивалентна

(∀𝑣)((∀𝑢)(𝜃(𝑢, 𝑣) → 𝑃𝜃(𝑣)) ∧ (∃𝑢)(𝑃𝜃(𝑣) → 𝜃(𝑢, 𝑣))),

то есть ∀∃-формуле с одним квантором существования. Поскольку на каждом ша-
ге количество кванторов в формуле Φ будет уменьшаться, то рано или поздно
мы получим конечное множество ∀∃-формул, причем в каждой из них кванторов
всеобщности может быть несколько, а квантор существования в точности один.

Итак, можно считать, что теория 𝑇 ′ задается конечным множеством ∀∃-аксиом:

(∀�̄�)(∃𝑦)𝜙𝑖(�̄�, 𝑦), 𝑖 = 1, . . . , 𝑘.
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Рассмотрим любую модель A′ теории 𝑇 ′. Отметим, что определимое расшире-
ние сильно минимальной теории снова будет сильно минимальным. Следователь-
но, для каждого 𝑖 = 1, . . . , 𝑘 и для каждого �̄� ∈ A′ найдется конечно или кофи-
нитно много 𝑏 ∈ A′, для которых выполнено 𝜙𝑖(�̄�, 𝑏). Заметим, что это количество
(или его дополнение) не просто конечно, а ограничено некоторой натуральной
константой 𝑁𝑖, не зависящей от A′ и �̄�. В противном случае с помощью теоремы
компактности легко построить модель B′ теории 𝑇 ′ и набор 𝑐 ∈ B′ такие, что оба
множества

{𝑏 ∈ B′ : B′ |= 𝜙𝑖(𝑐, 𝑏)} и {𝑏 ∈ B′ : B′ |= ¬𝜙𝑖(𝑐, 𝑏)}

будут бесконечными. Пусть

𝑁 = max{𝑁1, . . . , 𝑁𝑘} + 1. (1)

В силу полноты и наличия бесконечных моделей у теории 𝑇 можно сделать
вывод, что и теория 𝑇 ′ полна и имеет бесконечные модели. Поэтому никакое ко-
нечное подмножество 𝑋 ⊆ A′ не является носителем модели 𝑇 ′, так как конечных
моделей у 𝑇 ′ быть не может. Следовательно, если некоторая формула 𝜓(𝑥) с од-
ной свободной переменной выделяет в A′ конечное множество 𝑋𝜓 мощности 𝑛,
то хотя бы одна из 𝑋𝜓-релятивизированных формул (∀�̄� ∈ 𝑋𝜓)(∃𝑦 ∈ 𝑋𝜓)𝜙𝑖(�̄�, 𝑦),
𝑖 = 1, . . . , 𝑘, будет ложной. Это означает, что найдется такой набор �̄� ∈ 𝑋𝜓, что
никакой 𝑏 ∈ 𝑋𝜓 не делает соответствующую формулу 𝜙𝑖(�̄�, 𝑏) истинной в A′. С
другой стороны, в силу

A′ |= (∀�̄�)(∃𝑦)𝜙𝑖(�̄�, 𝑦)

найдется такой 𝑏 ∈ A′, для которого A′ |= 𝜙𝑖(�̄�, 𝑏) , следовательно, такой 𝑏 не может
быть элементом 𝑋𝜓.

Предположим, что 𝑛 ≥ 𝑁 . Рассмотрим множество

𝑌�̄� = {𝑏 ∈ A′ : A′ |= 𝜙𝑖(�̄�, 𝑏)}.

Допустим, что это множество кофинитно. Согласно (1), количество 𝑏 ∈ A′, не
попавших в 𝑌�̄�, будет меньше 𝑁 . Но 𝑋𝜓 содержит не меньше 𝑁 элементов, сле-
довательно, хотя бы один из них попадет в 𝑌�̄�, то есть A′ |= 𝜙𝑖(�̄�, 𝑏) для некото-
рого 𝑏 ∈ 𝑋𝜓. Это противоречит ранее доказанному. Таким образом, множество 𝑌�̄�
должно быть конечным. Кроме того, исходя из тех же соображений, это множество
должно быть непустым и не должно пересекаться с 𝑋𝜓.

Подведем итог этих рассуждений. При 𝑛 ≥ 𝑁 найдутся такие 𝑖 = 1, . . . , 𝑘 и
набор �̄� ∈ 𝑋𝜓, что не выполнено (∃𝑦 ∈ 𝑋𝜓)𝜙𝑖(�̄�, 𝑦), и для любых таких 𝑖 и �̄� ∈ 𝑋𝜓

множество 𝑌�̄� является непустым, конечным и не пересекающимся с 𝑋𝜓.
Исходя из этого, мы можем легко построить неопределенный в системе A′ IFP-

оператор. Выберем в качестве «начального» множества 𝑄 произвольные попар-
но различные элементы 𝑎1, . . . , 𝑎𝑁 . Теперь на каждом шаге построения 𝑄 будем
искать в «старом» 𝑄 определенный выше номера 𝑖 и наборы �̄� и добавлять к «но-
вому» 𝑄 элементы соответствующих множеств 𝑌�̄�, которых конечно много:

IFP𝑄(𝑧)

(︂ 𝑁⋁︁
𝑖=1

𝑧 = 𝑎𝑖 ∨
𝑘⋁︁
𝑖=1

(∃�̄� ∈ 𝑄)
(︁
¬(∃𝑦 ∈ 𝑄)𝜙𝑖(�̄�, 𝑦) ∧ 𝜙𝑖(�̄�, 𝑧)

)︁)︂
.
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Поскольку на каждом шаге множество 𝑄𝑖 будет конечным, содержащим не менее
𝑁 элементов, то каждый следующий шаг будет расширять 𝑄, то есть 𝑄𝑖 ̸= 𝑄𝑖+1.
Следовательно, указанный IFP-оператор не определен, теория 𝑇 ′ не является IFP-
безопасной, а, значит, и теория 𝑇 тоже.

3. Обобщение

Заметим, что в доказательстве теоремы 1 на самом деле используются более
слабые условия, чем полнота и сильная минимальность. Поэтому можно доказать
более сильное утверждение:

Теорема 2. Пусть теория 𝑇

1) конечно аксиоматизируема с помощью ∀∃-формул (∀�̄�)(∃𝑦)𝜙𝑖(�̄�, 𝑦), 𝑖 = 1, . . . , 𝑘;

2) не имеет конечных моделей;

3) в каждой модели A теории 𝑇 каждая атомная формула вида 𝜙𝑖(�̄�, 𝑦), где
�̄� ∈ A, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘, выделяет конечное или кофинитное множество.

Тогда любая модель теории 𝑇 не является IFP-безопасной.

Доказательство. В основном повторяет доказательство теоремы 1. Единственное
изменение — непосредственно при построении IFP-формулы нужно перебирать все
элементы наборов 𝑦:

IFP𝑄(𝑧)

(︂ 𝑁⋁︁
𝑖=1

𝑧 = 𝑎𝑖 ∨
𝑘⋁︁
𝑖=1

(∃�̄� ∈ 𝑄)

(︁
¬(∃𝑦 ∈ 𝑄)𝜙𝑖(�̄�, 𝑦) ∧ (∃𝑦)(𝜙𝑖(�̄�, 𝑦) ∧

𝑚⋁︁
𝑗=1

𝑧 = 𝑦𝑗)
)︁)︂

.

Здесь мы считаем, что длина набора 𝑦 равна 𝑚: 𝑦 = (𝑦1, . . . , 𝑦𝑚).

Используя этот, усиленный, вариант теоремы можно доказать IFP-небезопас-
ность некоторых теорий, которые не являются ни полными, ни сильно минималь-
ными.

Пример 1. Рассмотрим сигнатуру, состоящую из одного двухместного предикат-
ного символа 𝐸, и произвольное натуральное число 𝑁 . Пусть теория 𝑇 на графах
задана аксиомами, утверждающими, что

1) степень каждой вершины не превосходит 𝑁 ;

2) степень исхода каждой вершины превосходит степень входа.

Тогда эта теория удовлетворяет условиям теоремы 2, и, следовательно, никакой
такой граф не является IFP-безопасным.
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Заключение

Результаты данной работы являются частичным ответом на вопрос, сформу-
лированный в [7]:

Вопрос 1. Существуют ли полные, конечно аксиоматизируемые, IFP-безопасные
теории, которые не являются счетно категоричными.

Можно утверждать, что среди сильно минимальных теорий таких нет.
Тем не менее, окончательный ответ на вопрос 1 так и не получен, поэтому

представляют интерес дальнейшие результаты в этом направлении. Например:

Вопрос 2. Можно ли в теореме 1 ослабить условие сильной минимальности до
𝜔-стабильности или хотя бы до несчетной категоричности?
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We continue to investigate an IFP-safety of theories. It is proved that
complete finitely axiomatizable strongly minimal theories are IFP-unsafe.
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