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В работе [2] показано, что всякая равновесная функция голоморф-
ного отображения расширенной комплексной плоскости в себя равна
константе на области притяжения параболической неподвижной точ-
ки. В настоящей заметке приведен пример равновесной функции голо-
морфного отображения отличной от константы вне области притяже-
ния.
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Введение

В работах [1-3] получены некоторые факты, связывающие локальное динами-
ческое поведение голоморфной функции в окрестности неподвижной точки с поня-
тием равновесной функции, а также рассмотрены примеры равновесных функций.
В частности, в [2] было показано, что всякая равновесная функция голоморфно-

го отображения 𝑓 : Ĉ → Ĉ, имеющего параболическую неподвижную точку 𝑧0,
принимает постоянное значение на области притяжения этой неподвижной точ-
ки. Там же приведен пример голоморфного отображения, для которого некоторая
равновесная функция равна константе на множестве, содержащем область при-
тяжения параболической неподвижной точки, и отлична от константы вне этого
множества. В настоящей работе приведен пример голоморфного отображения и
равновесной функции этого отображения, отличной от константы вне замыкания
области притяжения параболической неподвижной точки.

Мы будем использовать следующие обозначения.
Для 𝑟 > 0 и 𝑧0 ∈ C

𝑂𝑧0,𝑟 = {𝑧 ∈ C : |𝑧 − 𝑧0| < 𝑟},
𝑆𝑧0,𝑟 = {𝑧 ∈ C : |𝑧 − 𝑧0| = 𝑟}.

Для 𝐴 ⊂ C и 𝑧0 ∈ C∖𝐴

𝜌(𝑧0, 𝐴) = inf{|𝑧 − 𝑧0| : 𝑧 ∈ 𝐴},
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𝑀𝐴,𝑧 = {𝑢 ∈ 𝐴 : 𝜌(𝑢, 𝑧) = 𝜌(𝑧,𝐴)}.

Для функции 𝑓 : Ĉ → Ĉ по определению полагаем

𝑓∘0 – тождественное отображение,

𝑓∘(𝑛+1) = 𝑓 ∘ 𝑓∘𝑛.

Функции 𝑓∘𝑛 называют итерациями функции 𝑓 .
Множество 𝐴 ⊂ Ĉ называется вполне инвариантным для функции 𝑓 : Ĉ → Ĉ,

если

𝑓(𝐴) ⊂ 𝐴 и 𝑓−1(𝐴) ⊂ 𝐴.

Если 𝑧0 ∈ Ĉ – неподвижная точка функции 𝑓 , то множество

𝐴𝑓,𝑧0 = {𝑧 ∈ Ĉ∖{𝑧0} : lim
𝑛→∞

𝑓∘𝑛(𝑧) = 𝑧0}

называется областью притяжения точки 𝑧0.
Область притяжения неподвижной точки является открытым множеством.
Неподвижная точка 𝑧0 ∈ Ĉ называется параболической неподвижной точкой

функции 𝑓 , если никакая итерация функции 𝑓 не является тождественным отоб-
ражением и для некоторого натурального числа 𝑝 имеет место равенство

(𝑓 ′(𝑧0))𝑝 = 1.

В представленной заметке мы рассматриваем только полиномиальные отобра-
жения. В этом случае множество Жюлиа 𝐽𝑓 полинома 𝑓 : Ĉ → Ĉ совпадает с

топологической границей множества тех 𝑧 ∈ Ĉ, для которых последовательности
{𝑓∘𝑛(𝑧)} ограничены [4].

1. Пример равновесной функции

Рассмотрим функцию
𝑓(𝑧) = 𝑧(1 − 𝑧). (1)

Tочка 𝑧0 = 0 является параболической неподвижной точкой этой функции.
Область притяжения 𝐴𝑓,0 этой точки показана на Рис. 1. Граница этой области
является жордановой кривой и совпадает со множествомЖюлиа функции 𝑓 . Мно-
жество 𝐴𝑓,0, множествоЖюлиа и множество 𝐴𝑓,0 вполне инвариантны. Последние
два из них компактны. Кроме того область 𝐴𝑓,0 содержит круг

𝑂 1
2 ,

1
2

=

{︂
𝑧 ∈ C :

⃒⃒⃒⃒
𝑧 − 1

2

⃒⃒⃒⃒
<

1

2

}︂
.

Рассмотрим непрерывную функцию ℎ : C → R, определенную равенством

ℎ(𝑧) =

{︃
−𝜌(𝑧, 𝐽𝑓 ), 𝑧 ∈ C∖𝐴𝑓,0,
0, 𝑧 ∈ 𝐴𝑓,0.

(2)

Мы покажем, что эта функция является равновесной для 𝑓 , то есть ℎ(𝑓(𝑧)) 6
ℎ(𝑧) для любого 𝑧 ∈ C. Поскольку множество 𝐴𝑓,0 вполне инвариантно, то ℎ(𝑧) =
ℎ(𝑓(𝑧)) = 0 для 𝑧 ∈ 𝐴𝑓,0.

Пусть теперь 𝑧 ∈ C∖𝐴𝑓,0. Покажем, что
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Рис. 1: Область притяжения 𝐴𝑓,0

𝜌(𝑓(𝑧), 𝐽𝑓 ) > 𝜌(𝑧, 𝐽𝑓 ), для 𝑧 ∈ C∖𝐴𝑓,0 .

Так как компактное множество 𝐽𝑓 и множество C∖𝐴𝑓,0 вполне инвариантны,
то

𝑀𝐽𝑓 ,𝑧 ∩ 𝑆𝑧,𝜌(𝑧,𝐽𝑓 ) ̸= ∅, 𝑂𝑧,𝜌(𝑧,𝐽𝑓 ) ⊂ C∖𝐴𝑓,0, 𝑓(𝑂𝑧,𝜌(𝑧,𝐽𝑓 )) ⊂ C∖𝐴𝑓,0.

Непосредственно проверяется, что для любых 𝑧, 𝑢 ∈ C имеет место равенство

|𝑓(𝑧) − 𝑓(𝑢)| = |𝑧 − 𝑢| · |1 − 𝑧 − 𝑢|. (3)

Пусть �̃� ∈ 𝑀𝐽𝑓 ,𝑧, 𝑟0 = |𝑧 − 1
2 |, 𝑟 = |𝑧 − �̃�|, 𝑢 ∈ 𝑆𝑧,𝑟. Поскольку 𝑧 ∈ C∖𝐴𝑓,0 и

𝑂𝑧,𝑟 ⊂ C∖𝐴𝑓,0, то 𝑟0 > 1
2 . Так как𝑂 1

2 ,
1
2
⊂ 𝐴𝑓,0, то |𝑟0−𝑟| > 1

2 . Полагая 𝑧 = 1
2+𝑟0·𝑒𝑖𝜙,

𝑢 = 𝑧 + 𝑟 · 𝑒𝑖𝜓, равенство (2) перепишем в виде

|𝑓(𝑧) − 𝑓(𝑢)| = 𝑟 ·
⃒⃒⃒⃒
1 − 1

2
− 𝑟0 · 𝑒𝑖𝜙 − 1

2
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⃒⃒⃒⃒
=
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⃒⃒
2𝑟0 · 𝑒𝑖𝜙 − 𝑟 · 𝑒𝑖𝜓

⃒⃒
> 𝑟(2𝑟0 − 𝑟) = 𝑟(𝑟0 + 𝑟0 − 𝑟) > 𝑟

(︂
1

2
+

1

2

)︂
= 𝑟.

Это неравенство верно для любого 𝑢 ∈ 𝑆𝑧,𝜌(𝑧,𝐽𝑓 ) и поэтому

𝑆𝑓(𝑧),𝑟 ⊂ 𝑓(𝑆𝑧,𝑟) ⊂ C∖𝐴𝑓,0.

Отсюда следует, что
𝜌(𝑓(𝑧), 𝐽𝑓 ) > 𝑟 = 𝜌(𝑧, 𝐽𝑓 ). (4)

Геометрическая интерпретация оценки (4) приведена на Рис. 2. На Рис. 3 приведен
график функции ℎ.
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Рис. 2: Геометрическая интерпретация оценки (4)

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

Рис. 3: График функции ℎ
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Заключение

Конструктивное построение равновесных функций даже для отдельных голо-
морфных отображений является весьма непростой задачей. Квадратичная функ-
ция 𝑓(𝑧) = 𝑧(1 − 𝑧) (а также функция 𝑓(𝑧) = 𝑧(1 + 𝑧)) является уникальной в
классе комплексных полиномов с точки зрения голоморфной динамики тем, что
имеет ровно одну неподвижную точку, параболического типа, не имеет параболи-
ческих циклов, а область притяжения неподвижной точки содержит круг 𝑂 1

2 ,
1
2
.

Кроме того, множество Жюлиа этой функции связно, является Жорданой кривой
и не обладает ярко выраженной фрактальной структурой. Именно это позволило
построить для 𝑓 пример равновесной функции. Вычислительные эксперименты,
проведенные авторами, показали, что функции семейства 𝑓(𝑧) = 𝜆𝑧(1 − 𝑧), 𝜆 ∈ C,
при 𝜆 = 3, 𝜆 = ±𝑖, 𝜆 = 2 ± 𝑖 и многие другие имеют ровно одну параболическую
неподвижную точку, но функция (2) не является равновесной для этих отобра-
жений. Для значений 𝑧, достаточно близких к множеству Жюлия, неравенство
ℎ(𝑓(𝑧)) 6 ℎ(𝑧) может не выполняться. Отметим, что все последние отображения
имеют более ярко выраженную фрактальную структуру по сравнению с отобра-
жением 𝑓(𝑧) = 𝑧(1 − 𝑧).
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In Ref. [2] it is shown that every equilibrium function of holomorphic
mapping of the extended complex plane into itself is a constant on the
attraction domain of the parabolic fixed point. The example of the equilib-
rium function of the holomorphic mapping that is not a constant on the
complement to the attraction domain of the of the parabolic fixed point is
constructed in the present note.
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