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Работа посвящена исследованию разрешимости обратной краевой зада-
чи с неизвестным коэффициентом, зависящим от времени для одного
уравнения третьего порядка, описывающего распространение продоль-
ных волн в диспергирующей среде с интегральным условием. Сначала
исходная задача сводится к эквивалентной в определенном смысле за-
даче. С помощью метода Фурье эквивалентная задача сводится к ре-
шению системы интегральных уравнений. С помощью метода сжатых
отображений доказываются существование и единственность решения
системы интегральных уравнений, которое также является единствен-
ным решением эквивалентной задачи. Пользуясь эквивалентностью,
доказывается существование и единственность классического решения
исходной задачи.
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Введение

Теория обратных задач для дифференциальных уравнений является динамич-
но развивающимся разделом современной науки. В последнее время обратные за-
дачи возникают в самых различных областях человеческой деятельности, таких,
как сейсмология, разведка полезных ископаемых, биология, медицина, контроль
качества промышленных изделий и т. д., что ставит их в ряд актуальных про-
блем современной математики. Различные обратные задачи для отдельных типов
дифференциальных уравнений в частных производных изучались во многих ра-
ботах. Отметим здесь прежде всего работы А.Н. Тихонова [1], М.М. Лаврентьева
[2, 3], В.К. Иванова [4] и их учеников. Более подробно об этом можно прочитать
в монографии А.М. Денисова [5].
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Современные проблемы естествознания приводят к необходимости постанов-
ки и исследования качественно новых задач, ярким примером которых является
класс нелокальных задач для дифференциальных уравнений в частных произ-
водных. Исследование таких задач вызвано как теоретическим интересом, так и
практической необходимостью. Среди нелокальных задач можно выделить класс
задач с интегральными условиями. Условия такого вида появляются при матема-
тическом моделировании явлений, связанных с физикой плазмы [6], распростра-
нением тепла [7, 8], процессом влагопереноса в капиллярно-пористых средах [9],
вопросами демографии и математической биологии.

Целью данной работы является доказательство существования и единственно-
сти решений обратной краевой задачи для уравнения третьего порядка, описываю-
щего распространение продольных волн в диспергирующей среде с интегральным
условием.

1. Постановка задачи и ее сведение к эквивалентной задаче

В прямоугольнике 𝐷𝑇 = {(𝑥, 𝑡) : 0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇} рассмотрим следую-
щую обратную краевую задачу: найти пару {𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑎(𝑡)} функций 𝑢(𝑥, 𝑡) и 𝑎(𝑡),
удовлетворяющих уравнению [10]

𝑢𝑡𝑡𝑡(𝑥, 𝑡) − 𝑢𝑡𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) + 𝑢𝑡𝑡(𝑥, 𝑡) − 𝛼𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) = 𝑎(𝑡)𝑢(𝑥, 𝑡) + 𝑓(𝑥, 𝑡), (1)

начальным условиям

𝑢(𝑥, 0) = 𝜙0(𝑥), 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝜙1(𝑥), 𝑢𝑡𝑡(𝑥, 0) = 𝜙2(𝑥), (0 ≤ 𝑥 ≤ 1), (2)

периодическому условию

𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(1, 𝑡) (0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 ) , (3)

интегральному условию ∫︁ 1

0

𝑢(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥 = 0 (0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 ) (4)

и условию переопределения

𝑢(𝑥0, 𝑡) = ℎ(𝑡) (0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 ), (5)

где 𝛼 (0 < 𝛼 < 1),𝑥0 ∈ (0, 1) — заданные числа, 𝑓(𝑥, 𝑡), 𝜙𝑖(𝑥)(𝑖 = 0, 2), ℎ(𝑡) —
заданные функции, а 𝑢(𝑥, 𝑡) и 𝑎(𝑡) — искомые функции.

Определение 1. Классическим решением задачи (1)–(5) назовем пару функций
{𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑎(𝑡)}, обладающих следующими свойствами:

1. функция 𝑢(𝑥, 𝑡) и ее производные 𝑢𝑡(𝑥, 𝑡), 𝑢𝑡𝑡(𝑥, 𝑡),𝑢𝑡𝑡𝑡(𝑥, 𝑡),𝑢𝑥(𝑥, 𝑡),𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝑡),
𝑢𝑡𝑥(𝑥, 𝑡),𝑢𝑡𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) непрерывны в 𝐷𝑇 ;

2. функция 𝑎(𝑡) непрерывна на [0, 𝑇 ];

3. уравнения (1) и условия (2)–(5) удовлетворяются в обычном смысле.
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Справедлива следующая

Теорема 1. Пусть 𝑓(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶(𝐷𝑇 ),
∫︀ 1

0
𝑓(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥 = 0 (0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 ), 𝜙0(𝑥) ∈ 𝐶1[0, 1],

𝜙′
0(0) = 𝜙′

0(1), 𝜙𝑖(𝑥) ∈ 𝐶[0, 1] (𝑖 = 1, 2), ℎ(𝑡) ∈ 𝐶3[0, 𝑇 ], ℎ(𝑡) ̸= 0 (0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 ) и
выполняются условия согласования∫︁ 1

0

𝜙𝑖(𝑥)𝑑𝑥 = 0 (𝑖 = 0, 2), (6)

𝜙0(𝑥0) = ℎ(0), 𝜙1(𝑥0) = ℎ′(0), 𝜙2(𝑥0) = ℎ′′(0). (7)

Тогда задача нахождения классического решения задачи (1)–(5) эквивалентна за-
даче определения функций 𝑢(𝑥, 𝑡) и 𝑎(𝑡), обладающих свойствами 1) и 2) опреде-
ления классического решения задачи (1)–(5), из соотношений (1)–(3),

𝑢𝑥(0, 𝑡) = 𝑢𝑥(1, 𝑡) (0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 ), (8)

ℎ′′′(𝑡) + ℎ′′(𝑡) − 𝑢𝑡𝑥𝑥(𝑥0, 𝑡) − 𝛼𝑢𝑥𝑥(𝑥0, 𝑡) = 𝑎(𝑡)ℎ(𝑡) + 𝑓(𝑥0, 𝑡) (0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 ). (9)

Доказательство. Предположим, что {𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑎(𝑡)} является классическим реше-
нием задачи (1)–(5). Интегрируя уравнение (1) по 𝑥 от 0 до 1, получим:

𝑑3

𝑑𝑡3

1∫︁
0

𝑢(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥− 𝑢𝑡𝑥(1, 𝑡) + 𝑢𝑡𝑥(0, 𝑡) +
𝑑2

𝑑𝑡2

1∫︁
0

𝑢(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥−

− 𝛼(𝑢𝑥(1, 𝑡) − 𝑢𝑥(0, 𝑡)) = 𝑎(𝑡)

1∫︁
0

𝑢(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥+

1∫︁
0

𝑓(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 (0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 ). (10)

Учитывая, что выполняются условия теоремы
1∫︀
0

𝑓(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 = 0 (0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 ) и

𝜙′
0(1) = 0, с учетом (4) находим:{︂

𝑢𝑡𝑥(1, 𝑡) − 𝑢𝑡𝑥(0, 𝑡) + 𝛼(𝑢𝑥(1, 𝑡) − 𝑢𝑥(0, 𝑡)) = 0 (0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 ),
𝑢𝑥(1, 0) − 𝑢𝑥(0, 0) = 𝜙′

0(1) − 𝜙′
0(0) = 0.

Отсюда легко приходим к выполнению (8).
Далее, считая ℎ(𝑡) ∈ 𝐶3[0, 𝑇 ] и дифференцируя три раза (5), получаем:

𝑢𝑡(𝑥0, 𝑡) = ℎ′(𝑡), 𝑢𝑡𝑡(𝑥0, 𝑡) = ℎ′′(𝑡), 𝑢𝑡𝑡𝑡(𝑥0, 𝑡) = ℎ′′′(𝑡) (0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 ). (11)

Подставляя 𝑥 = 𝑥0 в уравнение (1), находим:

𝑢𝑡𝑡𝑡(𝑥0, 𝑡) − 𝑢𝑡𝑥𝑥(𝑥0, 𝑡) + 𝑢𝑡𝑡(𝑥0, 𝑡) − 𝛼𝑢𝑥𝑥(𝑥0, 𝑡) =

= 𝑎(𝑡)𝑢(𝑥0, 𝑡) + 𝑓(𝑥0, 𝑡) (0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 ). (12)

А отсюда с учетом (5) и (11) следует выполнение (9).
Пусть теперь {𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑎(𝑡)} является решением задачи (1)–(3), (8), (9). Тогда из

(8) и (10) получаем:
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𝑑3

𝑑𝑡3

1∫︁
0

𝑢(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥+
𝑑2

𝑑𝑡2

1∫︁
0

𝑢(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 = 𝑎(𝑡)

1∫︁
0

𝑢(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 (0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 ). (13)

В силу (2) и (6) очевидно, что⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1∫︀
0

𝑢(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 =
∫︀ 1

0
𝜙0(𝑥)𝑑𝑥 = 0,

𝑑
𝑑𝑡

1∫︀
0

𝑢(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 =
∫︀ 1

0
𝜙1(𝑥)𝑑𝑥 = 0,

𝑑2

𝑑𝑡2

1∫︀
0

𝑢(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 =
∫︀ 1

0
𝜙2(𝑥)𝑑𝑥 = 0.

(14)

Из (13) с учетом (14) легко приходим к выполнению (4).
Далее, из (9) и (12), получаем:

𝑑3

𝑑𝑡3
(𝑢(𝑥0, 𝑡) − ℎ(𝑡)) +

𝑑2

𝑑𝑡2
(𝑢(𝑥0, 𝑡) − ℎ(𝑡)) = 𝑎(𝑡)(𝑢(𝑥0, 𝑡) − ℎ(𝑡)) (0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 ). (15)

Так как 𝜙0(𝑥0) = ℎ(0), 𝜙1(𝑥0) = ℎ′(0), 𝜙2(𝑥0) = ℎ′′(0), имеем:⎧⎨⎩ 𝑢(𝑥0, 0) − ℎ(0) = 𝜙0(𝑥0) − ℎ(0) = 0,
𝑢𝑡(𝑥0, 0) − ℎ′(0) = 𝜙1(𝑥0) − ℎ′(0) = 0,
𝑢𝑡𝑡(𝑥0, 0) − ℎ′′(0) = 𝜙2(𝑥0) − ℎ′′(0) = 0.

(16)

Из (15) и (16) заключаем, что выполняется условие (5). Теорема 1 доказана.

2. Разрешимость обратной краевой задачи

Известно [11], что система

1, cos𝜆1𝑥, sin𝜆1𝑥, ..., cos𝜆𝑘𝑥, sin𝜆𝑘𝑥, ... (17)

образует базис в 𝐿2(0, 1), где 𝜆𝑘 = 2𝑘𝜋 (𝑘 = 1, 2, ...).
Так как система (17) образует базис в 𝐿2(0, 1), то очевидно, что для каждого

решения {𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑎(𝑡)} задачи (1)–(3), (8), (9) его первая компонента 𝑢(𝑥, 𝑡) имеет
вид:

𝑢(𝑥, 𝑡) =

∞∑︁
𝑘=0

𝑢1𝑘(𝑡) cos𝜆𝑘𝑥+

∞∑︁
𝑘=1

𝑢2𝑘(𝑡) sin𝜆𝑘𝑥 (𝜆𝑘 = 2𝜋𝑘), (18)

где

𝑢10(𝑡) =

1∫︁
0

𝑢(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥,
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𝑢1𝑘(𝑡) = 2

1∫︁
0

𝑢(𝑥, 𝑡) cos𝜆𝑘𝑥𝑑𝑥, 𝑢2𝑘(𝑡) = 2

1∫︁
0

𝑢(𝑥, 𝑡) sin𝜆𝑘𝑥𝑑𝑥 (𝑘 = 1, 2, ...).

Применяя формальную схему метода Фурье для определения искомых коэф-
фициентов 𝑢1𝑘(𝑡)(𝑘 = 0, 1, ...) и 𝑢2𝑘(𝑡)(𝑘 = 1, 2, ...) функции 𝑢(𝑥, 𝑡) из (1) и (2),
получаем:

𝑢′′′10 (𝑡) + 𝑢′′10 (𝑡) = 𝐹10(𝑡;𝑢, 𝑎, 𝑏) (0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 ), (19)

𝑢′′′𝑖𝑘 (𝑡) + 𝑢′′𝑖𝑘 (𝑡) + 𝜆2𝑘𝑢
′
𝑖𝑘 (𝑡) + 𝛼𝜆2𝑘𝑢𝑖𝑘 (𝑡) = 𝐹𝑖𝑘 (𝑡;𝑢, 𝑎) (𝑖 = 1, 2; 𝑘 = 1, 2, ...), (20)

𝑢10(0) = 𝜙0,10, 𝑢
′
10(0) = 𝜙1,10, 𝑢

′′
10(0) = 𝜙2,10, (21)

𝑢𝑖𝑘(0) = 𝜙0,𝑖𝑘, 𝑢
′
𝑖𝑘(0) = 𝜙1,𝑖𝑘, 𝑢

′′
𝑖𝑘(0) = 𝜙2,𝑖𝑘 (𝑖 = 1, 2; 𝑘 = 1, 2, ...), (22)

где

𝐹1𝑘(𝑡) = 𝑎(𝑡)𝑢1𝑘(𝑡) + 𝑓1𝑘(𝑡) (𝑘 = 0, 1, ...), 𝑓10(𝑡) =

1∫︁
0

𝑓(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥,

𝑓1𝑘(𝑡) = 2

1∫︁
0

𝑓(𝑥, 𝑡) cos𝜆𝑘𝑥𝑑𝑥 (𝑘 = 1, 2, ...),

𝜙0,10 =

1∫︁
0

𝜙0(𝑥)𝑑𝑥, 𝜙1,10 =

1∫︁
0

𝜙1(𝑥)𝑑𝑥, 𝜙2,10 =

1∫︁
0

𝜙2(𝑥)𝑑𝑥,

𝜙0,1𝑘 = 2

1∫︁
0

𝜙0(𝑥) cos𝜆𝑘𝑥𝑑𝑥, 𝜙1,1𝑘 = 2

1∫︁
0

𝜙1(𝑥) cos𝜆𝑘𝑥𝑑𝑥, (𝑘 = 1, 2, ...),

𝜙2,1𝑘 = 2

1∫︁
0

𝜙2(𝑥) cos𝜆𝑘𝑥𝑑𝑥, 𝐹2𝑘(𝑡) = 𝑎(𝑡)𝑢2𝑘(𝑡) + 𝑓2𝑘(𝑡) (𝑘 = 1, 2, ...),

𝑓2𝑘(𝑡) = 2

1∫︁
0

𝑓(𝑥, 𝑡) sin𝜆𝑘𝑥𝑑𝑥, 𝜙0,2𝑘 = 2

1∫︁
0

𝜙0(𝑥) sin𝜆𝑘𝑥𝑑𝑥, (𝑘 = 1, 2, ...),

𝜙1,2𝑘 = 2

1∫︁
0

𝜙1(𝑥) sin𝜆𝑘𝑥𝑑𝑥, 𝜙2,2𝑘 = 2

1∫︁
0

𝜙2(𝑥) sin𝜆𝑘𝑥𝑑𝑥, (𝑘 = 1, 2, ...).

Решая задачу (19)–(22), находим:

𝑢10(𝑡) = 𝜙0,10 + 𝑡𝜙1,10 +(𝑡−1+𝑒−𝑡)𝜙2,10 +

𝑡∫︁
0

𝐹10(𝜏 ;𝑢, 𝑎)(𝑒−(𝑡−𝜏) + 𝑡− 𝜏 −1)𝑑𝜏, (23)
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𝑢𝑖𝑘(𝑡) =
1

𝑏𝑘

{︀[︀(︀
𝛾2𝑘 + 𝛽2

𝑘

)︀
𝑒𝛼𝑘𝑡 + 𝛼𝑘𝑒

𝛾𝑘𝑡 [(𝛼𝑘 − 2𝛾𝑘) cos𝛽𝑘𝑡+

+
1

𝛽𝑘

(︀
𝛾2𝑘 − 𝛽2

𝑘 − 𝛼𝑘𝛾𝑘
)︀

sin𝛽𝑘𝑡

]︂]︂
𝜙0,𝑖𝑘+

+

[︂
−2𝛾𝑘𝑒

𝛼𝑘𝑡 + 𝑒𝛾𝑘𝑡

[︂
2𝛾𝑘 cos𝛽𝑘𝑡+

1

𝛽𝑘

(︀
𝛼2
𝑘 + 𝛽2

𝑘 − 𝛾2𝑘
)︀

sin𝛽𝑘𝑡

]︂]︂
𝜙1,𝑖𝑘+

+

[︂
𝑒𝛼𝑘𝑡 + 𝑒𝛾𝑘𝑡

[︂
− cos𝛽𝑘𝑡+

1

𝛽𝑘
(𝛾𝑘 − 𝛼𝑘) sin𝛽𝑘𝑡

]︂]︂
𝜙2,𝑖𝑘+

+

𝑡∫︁
0

𝐹𝑖𝑘(𝜏 ;𝑢, 𝑎)
[︁
𝑒𝛼𝑘(𝑡−𝜏)+

+ 𝑒𝛾𝑘(𝑡−𝜏)

[︂
𝛾𝑘 − 𝛼𝑘

𝛽𝑘
sin𝛽𝑘 (𝑡− 𝜏) − cos𝛽𝑘 (𝑡− 𝜏)

]︂]︂
𝑑𝜏

}︂
(𝑖 = 1, 2; 𝑘 = 1, 2, ...), (24)

где

𝛼𝑘 = 𝛼1𝑘 + 𝛽1𝑘 − 1

3
, 𝛽𝑘 =

√
3

2
(𝛼1𝑘 − 𝛽1𝑘) ,

𝛾𝑘 = −1

3
− 1

2
(𝛼1𝑘 + 𝛽1𝑘) , 𝑏𝑘 = 𝛼2

𝑘 + 𝛽2
𝑘 + 𝛾2𝑘 − 2𝛼𝑘𝛾𝑘,

причем

𝛼1𝑘 =
{︀
− 1

2

(︀(︀
𝛼− 1

3

)︀
𝜆2𝑘 + 2

27

)︀
+

+
[︁
1
4

(︀(︀
𝛼− 1

3

)︀
𝜆2𝑘 + 2

27

)︀2
+ 1

27

(︀
𝜆2𝑘 − 1

3

)︀3]︁ 1
2

}︂ 1
3

,
(25)

𝛽1𝑘 = −
{︀

1
2

(︀(︀
𝛼− 1

3

)︀
𝜆2𝑘 + 2

27

)︀
+

+
[︁
1
4

(︀(︀
𝛼− 1

3

)︀
𝜆2𝑘 + 2

27

)︀2
+ 1

27

(︀
𝜆2𝑘 − 1

3

)︀3]︁ 1
2

}︂ 1
3

.
(26)

После подстановки выражений 𝑢1𝑘(𝑡) (𝑘 = 0, 1, ...), 𝑢2𝑘(𝑡) (𝑘 = 1, 2, ...) в (18)
для определения компоненты 𝑢(𝑥, 𝑡) решения задачи (1)–(3), (8), (9), получаем:

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝜙0,10 + 𝑡𝜙1,10 + (𝑡− 1 + 𝑒−𝑡)𝜙2,10 +

𝑡∫︁
0

𝐹0(𝜏 ;𝑢, 𝑎)(𝑒−(𝑡−𝜏) + 𝑡− 𝜏 − 1)𝑑𝜏+

+

∞∑︁
𝑘=1

{︂
1

𝑏𝑘

{︀[︀(︀
𝛾2𝑘 + 𝛽2

𝑘

)︀
𝑒𝛼𝑘𝑡 + 𝛼𝑘𝑒

𝛾𝑘𝑡 [(𝛼𝑘 − 2𝛾𝑘) cos𝛽𝑘𝑡+

+
1

𝛽𝑘

(︀
𝛾2𝑘 − 𝛽2

𝑘 − 𝛼𝑘𝛾𝑘
)︀

sin𝛽𝑘𝑡

]︂]︂
𝜙0,1𝑘+

+

[︂
−2𝛾𝑘𝑒

𝛼𝑘𝑡 + 𝑒𝛾𝑘𝑡

[︂
2𝛾𝑘 cos𝛽𝑘𝑡+

1

𝛽𝑘

(︀
𝛼2
𝑘 + 𝛽2

𝑘 − 𝛾2𝑘
)︀

sin𝛽𝑘𝑡

]︂]︂
𝜙1,1𝑘+
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+

[︂
𝑒𝛼𝑘𝑡 + 𝑒𝛾𝑘𝑡

[︂
− cos𝛽𝑘𝑡+

1

𝛽𝑘
(𝛾𝑘 − 𝛼𝑘) sin𝛽𝑘𝑡

]︂]︂
𝜙2,1𝑘+

+

𝑡∫︁
0

𝐹1𝑘(𝜏 ;𝑢, 𝑎)
[︁
𝑒𝛼𝑘(𝑡−𝜏)+

+𝑒𝛾𝑘(𝑡−𝜏)

[︂
𝛾𝑘 − 𝛼𝑘

𝛽𝑘
sin𝛽𝑘 (𝑡− 𝜏) − cos𝛽𝑘 (𝑡− 𝜏)

]︂]︂
𝑑𝜏

}︂}︂
cos𝜆𝑘𝑥+

+

∞∑︁
𝑘=1

{︂
1

𝑏𝑘

{︀[︀(︀
𝛾2𝑘 + 𝛽2

𝑘

)︀
𝑒𝛼𝑘𝑡 + 𝛼𝑘𝑒

𝛾𝑘𝑡 [(𝛼𝑘 − 2𝛾𝑘) cos𝛽𝑘𝑡+

+
1

𝛽𝑘

(︀
𝛾2𝑘 − 𝛽2

𝑘 − 𝛼𝑘𝛾𝑘
)︀

sin𝛽𝑘𝑡

]︂]︂
𝜙0,2𝑘+

+

[︂
−2𝛾𝑘𝑒

𝛼𝑘𝑡 + 𝑒𝛾𝑘𝑡

[︂
2𝛾𝑘 cos𝛽𝑘𝑡+

1

𝛽𝑘

(︀
𝛼2
𝑘 + 𝛽2

𝑘 − 𝛾2𝑘
)︀

sin𝛽𝑘𝑡

]︂]︂
𝜙1,2𝑘+

+

[︂
𝑒𝛼𝑘𝑡 + 𝑒𝛾𝑘𝑡

[︂
− cos𝛽𝑘𝑡+

1

𝛽𝑘
(𝛾𝑘 − 𝛼𝑘) sin𝛽𝑘𝑡

]︂]︂
𝜙2,2𝑘+

+

𝑡∫︁
0

𝐹2𝑘(𝜏 ;𝑢, 𝑎)
[︁
𝑒𝛼𝑘(𝑡−𝜏)+

+𝑒𝛾𝑘(𝑡−𝜏)

[︂
𝛾𝑘 − 𝛼𝑘

𝛽𝑘
sin𝛽𝑘 (𝑡− 𝜏) − cos𝛽𝑘 (𝑡− 𝜏)

]︂]︂
𝑑𝜏

}︂}︂
sin𝜆𝑘𝑥. (27)

Теперь из (9) с учетом (18) имеем:

𝑎 (𝑡) = [h(t)]
−1

[ℎ′′′ (𝑡) + ℎ′′ (𝑡) − 𝑓(0, 𝑡)+

+

∞∑︁
𝑘=1

𝜆2𝑘 ((𝑢′1𝑘(𝑡) + 𝛼𝑢1𝑘(𝑡)) cos𝜆𝑘𝑥0 + (𝑢′2𝑘(𝑡) + 𝛼𝑢2𝑘(𝑡)) sin𝜆𝑘𝑥0)

]︃
. (28)

Дифференцируя (24) два раза, получим:

𝑢′𝑖𝑘(𝑡) =
1

𝑏𝑘

{︀[︀
𝛼𝑘

(︀
𝛾2𝑘 + 𝛽2

𝑘

)︀
𝑒𝛼𝑘𝑡 + 𝛼𝑘

(︀
𝛾2𝑘 + 𝛽2

𝑘

)︀
𝑒𝛾𝑘𝑡 [− cos𝛽𝑘𝑡+

+
1

𝛽𝑘
(𝛾𝑘 − 𝛼𝑘) sin𝛽𝑘𝑡

]︂]︂
𝜙0,𝑖𝑘 +

[︀
−2𝛼𝑘𝛾𝑘𝑒

𝛼𝑘𝑡+

+ 𝑒𝛾𝑘𝑡

[︂(︀
𝛼2
𝑘 + 𝛽2

𝑘 + 𝛾2𝑘
)︀

cos𝛽𝑘𝑡+
𝛾𝑘
𝛽𝑘

(︀
𝛼2
𝑘 − 𝛽2

𝑘 − 𝛾2𝑘
)︀

sin𝛽𝑘𝑡

]︂]︂
𝜙1,𝑖𝑘+

+

[︂
𝛼𝑘𝑒

𝛼𝑘𝑡 + 𝑒𝛾𝑘𝑡

[︂
−𝛼𝑘 cos𝛽𝑘𝑡+

1

𝛽𝑘

(︀
𝛽2
𝑘 + 𝛾2𝑘 − 𝛼𝑘𝛾𝑘

)︀
sin𝛽𝑘𝑡

]︂]︂
𝜙2,𝑖𝑘+

+

𝑡∫︁
0

𝐹𝑖𝑘(𝜏 ;𝑢, 𝑎)
[︁
𝛼𝑘𝑒

𝛼𝑘(𝑡−𝜏)+ 𝑒𝛾𝑘(𝑡−𝜏)

[︂(︂
𝛾𝑘
𝛽𝑘

(𝛾𝑘 − 𝛼𝑘) + 𝛽𝑘

)︂
sin𝛽𝑘 (𝑡− 𝜏)−
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−𝛼𝑘 cos𝛽𝑘 (𝑡− 𝜏)]] 𝑑𝜏} (𝑖 = 1, 2; 𝑘 = 1, 2, ...) , (29)

𝑢′′𝑖𝑘(𝑡) =
1

𝑏𝑘

{︀[︀
𝛼2
𝑘

(︀
𝛾2𝑘 + 𝛽2

𝑘

)︀
𝑒𝛼𝑘𝑡 + 𝛼𝑘

(︀
𝛾2𝑘 + 𝛽2

𝑘

)︀
𝑒𝛾𝑘𝑡 [−𝛼𝑘 cos𝛽𝑘𝑡+

+
1

𝛽𝑘

(︀
𝛾2𝑘 + 𝛽2

𝑘 − 𝛼𝑘𝛾𝑘
)︀

sin𝛽𝑘𝑡

]︂]︂
𝜙0,𝑖𝑘 +

[︀
−2𝛼2

𝑘𝛾𝑘𝑒
𝛼𝑘𝑡+

+ 𝑒𝛾𝑘𝑡

[︂
2𝛼2

𝑘𝛾𝑘 cos𝛽𝑘𝑡+
1

𝛽𝑘

(︀
𝛼2
𝑘𝛾

2
𝑘 − 𝛼2

𝑘𝛽
2
𝑘 − 2𝛽2

𝑘𝛾
2
𝑘 − 𝛾4𝑘 − 𝛽4

𝑘

)︀
sin𝛽𝑘𝑡

]︂]︂
𝜙1,𝑖𝑘+

+
[︀
𝛼2
𝑘𝑒

𝛼𝑘𝑡+ + 𝑒𝛾𝑘𝑡
[︀(︀
𝛽2
𝑘 + 𝛾2𝑘 − 2𝛼𝑘𝛾𝑘

)︀
cos𝛽𝑘𝑡+

+
1

𝛽𝑘

(︀
𝛾𝑘𝛽

2
𝑘 + 𝛾3𝑘 − 𝛼𝑘𝛾

2
𝑘 + 𝛼𝑘𝛽

2
𝑘

)︀
sin𝛽𝑘𝑡

]︂]︂
𝜙2,𝑖𝑘+

+

𝑡∫︁
0

𝐹𝑖𝑘(𝜏 ;𝑢, 𝑎)
[︁
𝛼2
𝑘𝑒

𝛼𝑘(𝑡−𝜏)+

+𝑒𝛾𝑘(𝑡−𝜏)

[︂
1

𝛽𝑘

(︀
𝛾𝑘𝛽

2
𝑘 + 𝛾3𝑘 − 𝛼𝑘𝛾

2
𝑘 + 𝛼𝑘𝛽

2
𝑘

)︀
sin𝛽𝑘 (𝑡− 𝜏) +

+
(︀
𝛾2𝑘 + 𝛽2

𝑘 − 2𝛼𝑘𝛾𝑘
)︀

cos𝛽𝑘𝑡
]︀]︀
𝑑𝜏
}︀

(𝑖 = 1, 2; 𝑘 = 1, 2, ...) . (30)

Далее, из (24) и (29) находим:

𝑢′𝑖𝑘(𝑡) + 𝛼𝑢𝑖𝑘(𝑡) =
1

𝑏𝑘

{︀[︀
(𝛼+ 𝛼𝑘)

(︀
𝛾2𝑘 + 𝛽2

𝑘

)︀
𝑒𝛼𝑘𝑡+

+𝛼𝑘𝑒
𝛾𝑘𝑡
[︀(︀
𝛼𝛼𝑘 − 2𝛼𝛾𝑘 − 𝛾2𝑘 − 𝛽2

𝑘

)︀
cos𝛽𝑘𝑡+

+
1

𝛽𝑘

(︀
(𝛾𝑘 − 𝛼𝑘)

(︀
𝛾2𝑘 + 𝛽2

𝑘

)︀
+ 𝛼

(︀
𝛾2𝑘 − 𝛽2

𝑘 − 𝛼𝑘𝛾𝑘
)︀)︀

sin𝛽𝑘𝑡

]︂]︂
𝜙0,𝑖𝑘+

+
[︀
−2 (𝛼+ 𝛼𝑘) 𝛾𝑘𝑒

𝛼𝑘𝑡 + 𝑒𝛾𝑘𝑡
[︀(︀

2𝛼𝛾𝑘 + 𝛼2
𝑘 + 𝛽2

𝑘 + 𝛾2𝑘
)︀

cos𝛽𝑘𝑡+

+
1

𝛽𝑘

(︀
𝛼
(︀
𝛼2
𝑘 + 𝛽2

𝑘 − 𝛼𝑘𝛾𝑘
)︀

+ 𝛾𝑘
(︀
𝛼2
𝑘 − 𝛽2

𝑘 − 𝛾2𝑘
)︀)︀

sin𝛽𝑘𝑡

]︂]︂
𝜙1,𝑖𝑘+

+
[︀
(𝛼+ 𝛼𝑘) 𝑒𝛼𝑘𝑡 + 𝑒𝛾𝑘𝑡 [− (𝛼𝑘 + 𝛼) cos𝛽𝑘𝑡+

+
1

𝛽𝑘

(︀
𝛽2
𝑘 + 𝛾2𝑘 − 𝛼𝑘𝛾𝑘 + 𝛼 (𝛾𝑘 − 𝛼𝑘)

)︀
sin𝛽𝑘𝑡

]︂]︂
𝜙2,𝑖𝑘+

+

𝑡∫︁
0

𝐹𝑖𝑘(𝜏 ;𝑢, 𝑎)
[︁
(𝛼𝑘 + 𝛼)𝑒𝛼𝑘(𝑡−𝜏)+

+𝑒𝛾𝑘(𝑡−𝜏)

[︂
1

𝛽𝑘

(︀
𝛽2
𝑘 + 𝛾2𝑘 − 𝛼𝑘𝛾𝑘 + 𝛼 (𝛾𝑘 − 𝛼𝑘)

)︀
sin𝛽𝑘 (𝑡− 𝜏)−

− (𝛼𝑘 + 𝛼) cos𝛽𝑘 (𝑡− 𝜏)]] 𝑑𝜏} (𝑖 = 1, 2; 𝑘 = 1, 2, ...) . (31)

Для того, чтобы получить уравнение для второй компоненты 𝑎(𝑡) решения
{𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑎(𝑡)} задачи (1)–(3), (8), (9), подставим выражение (31) в (28):
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𝑎 (𝑡) = [h(t)]
−1

[ℎ′′′ (𝑡) + ℎ′′ (𝑡) − 𝑓(0, 𝑡) +

+

∞∑︁
𝑘=1

𝜆2𝑘
𝑏𝑘

{︀[︀
(𝛼+ 𝛼𝑘)

(︀
𝛾2𝑘 + 𝛽2

𝑘

)︀
𝑒𝛼𝑘𝑡+

+𝛼𝑘𝑒
𝛾𝑘𝑡
[︀(︀
𝛼𝛼𝑘 − 2𝛼𝛾𝑘 − 𝛾2𝑘 − 𝛽2

𝑘

)︀
cos𝛽𝑘𝑡+

+
1

𝛽𝑘

(︀
(𝛾𝑘 − 𝛼𝑘)

(︀
𝛾2𝑘 + 𝛽2

𝑘

)︀
+ 𝛼

(︀
𝛾2𝑘 − 𝛽2

𝑘 − 𝛼𝑘𝛾𝑘
)︀)︀

sin𝛽𝑘𝑡

]︂]︂
𝜙0,1𝑘+

+
[︀
−2 (𝛼+ 𝛼𝑘) 𝛾𝑘𝑒

𝛼𝑘𝑡 + 𝑒𝛾𝑘𝑡
[︀(︀

2𝛼𝛾𝑘 + 𝛼2
𝑘 + 𝛽2

𝑘 + 𝛾2𝑘
)︀

cos𝛽𝑘𝑡+

+
1

𝛽𝑘

(︀
𝛼
(︀
𝛼2
𝑘 + 𝛽2

𝑘 − 𝛼𝑘𝛾𝑘
)︀

+ 𝛾𝑘
(︀
𝛼2
𝑘 − 𝛽2

𝑘 − 𝛾2𝑘
)︀)︀

sin𝛽𝑘𝑡

]︂]︂
𝜙1,1𝑘+

+
[︀
(𝛼+ 𝛼𝑘) 𝑒𝛼𝑘𝑡 + 𝑒𝛾𝑘𝑡 [− (𝛼𝑘 + 𝛼) cos𝛽𝑘𝑡+

+
1

𝛽𝑘

(︀
𝛽2
𝑘 + 𝛾2𝑘 − 𝛼𝑘𝛾𝑘 + 𝛼 (𝛾𝑘 − 𝛼𝑘)

)︀
sin𝛽𝑘𝑡

]︂]︂
𝜙2,1𝑘+

+

𝑡∫︁
0

𝐹1𝑘(𝜏 ;𝑢, 𝑎)
[︁
(𝛼𝑘 + 𝛼)𝑒𝛼𝑘(𝑡−𝜏)+

+𝑒𝛾𝑘(𝑡−𝜏)

[︂
1

𝛽𝑘

(︀
𝛽2
𝑘 + 𝛾2𝑘 − 𝛼𝑘𝛾𝑘 + 𝛼 (𝛾𝑘 − 𝛼𝑘)

)︀
sin𝛽𝑘 (𝑡− 𝜏)−

− (𝛼𝑘 + 𝛼) cos𝛽𝑘 (𝑡− 𝜏)]] 𝑑𝜏} cos𝜆𝑘𝑥0+

+

∞∑︁
𝑘=1

𝜆2𝑘
𝑏𝑘

{︀[︀
(𝛼+ 𝛼𝑘)

(︀
𝛾2𝑘 + 𝛽2

𝑘

)︀
𝑒𝛼𝑘𝑡+

+𝛼𝑘𝑒
𝛾𝑘𝑡
[︀(︀
𝛼𝛼𝑘 − 2𝛼𝛾𝑘 − 𝛾2𝑘 − 𝛽2

𝑘

)︀
cos𝛽𝑘𝑡+

+
1

𝛽𝑘

(︀
(𝛾𝑘 − 𝛼𝑘)

(︀
𝛾2𝑘 + 𝛽2

𝑘

)︀
+ 𝛼

(︀
𝛾2𝑘 − 𝛽2

𝑘 − 𝛼𝑘𝛾𝑘
)︀)︀

sin𝛽𝑘𝑡

]︂]︂
𝜙0,2𝑘+

+
[︀
−2 (𝛼+ 𝛼𝑘) 𝛾𝑘𝑒

𝛼𝑘𝑡 + 𝑒𝛾𝑘𝑡
[︀(︀

2𝛼𝛾𝑘 + 𝛼2
𝑘 + 𝛽2

𝑘 + 𝛾2𝑘
)︀

cos𝛽𝑘𝑡+

+
1

𝛽𝑘

(︀
𝛼
(︀
𝛼2
𝑘 + 𝛽2

𝑘 − 𝛼𝑘𝛾𝑘
)︀

+ 𝛾𝑘
(︀
𝛼2
𝑘 − 𝛽2

𝑘 − 𝛾2𝑘
)︀)︀

sin𝛽𝑘𝑡

]︂]︂
𝜙1,2𝑘+

+
[︀
(𝛼+ 𝛼𝑘) 𝑒𝛼𝑘𝑡 + 𝑒𝛾𝑘𝑡 [− (𝛼𝑘 + 𝛼) cos𝛽𝑘𝑡+

+
1

𝛽𝑘

(︀
𝛽2
𝑘 + 𝛾2𝑘 − 𝛼𝑘𝛾𝑘 + 𝛼 (𝛾𝑘 − 𝛼𝑘)

)︀
sin𝛽𝑘𝑡

]︂]︂
𝜙2,2𝑘+

+

𝑡∫︁
0

𝐹2𝑘(𝜏 ;𝑢, 𝑎)
[︁
(𝛼𝑘 + 𝛼)𝑒𝛼𝑘(𝑡−𝜏)+

+𝑒𝛾𝑘(𝑡−𝜏)

[︂
1

𝛽𝑘

(︀
𝛽2
𝑘 + 𝛾2𝑘 − 𝛼𝑘𝛾𝑘 + 𝛼 (𝛾𝑘 − 𝛼𝑘)

)︀
sin𝛽𝑘 (𝑡− 𝜏)−
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− (𝛼𝑘 + 𝛼) cos𝛽𝑘 (𝑡− 𝜏)]] 𝑑𝜏} sin𝜆𝑘𝑥0 ] . (32)

Таким образом, решение задачи (1)–(3), (8), (9) свелось к решению системы
(27), (32) относительно неизвестных функций 𝑢(𝑥, 𝑡) и 𝑎(𝑡).

Для изучения вопроса существования и единственности классического решения
задачи (1)–(3), (8), (9) важную роль играет следующая

Лемма 1. Если {𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑎(𝑡)} — любое решение задачи (1)–(3), (8), (9), то функ-
ции

𝑢10(𝑡) =

1∫︁
0

𝑢(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥,

𝑢1𝑘(𝑡) = 2

1∫︁
0

𝑢(𝑥, 𝑡) cos𝜆𝑘𝑥𝑑𝑥, 𝑢2𝑘(𝑡) = 2

1∫︁
0

𝑢(𝑥, 𝑡) sin𝜆𝑘𝑥𝑑𝑥 (𝑘 = 1, 2, ...)

удовлетворяют на [0, 𝑇 ] счетной системе (23) и (24).

Из Леммы 1 следует, что имеет место следующее

Следствие 1. Пусть система (27), (32) имеет единственное решение. Тогда
задача (1)–(3), (8), (9) не может иметь более одного решения, т.е. если задача
(1)–(3), (8), (9) имеет решение, то оно единственно.

С целью исследования задачи (1)–(3), (8), (9) рассмотрим следующее простран-
ство. Обозначим через 𝐵3

2,𝑇 [12] совокупность всех функций 𝑢(𝑥, 𝑡) вида

𝑢(𝑥, 𝑡) =

∞∑︁
𝑘=0

𝑢1𝑘(𝑡) cos𝜆𝑘𝑥+

∞∑︁
𝑘=1

𝑢2𝑘(𝑡) sin𝜆𝑘𝑥 (𝜆𝑘 = 2𝜋𝑘),

рассматриваемых на 𝐷𝑇 , для которых все функции 𝑢1𝑘 (𝑡) ∈ 𝐶[0, 𝑇 ](𝑘 = 0, 1, ...),
𝑢2𝑘 (𝑡) ∈ 𝐶[0, 𝑇 ](𝑘 = 1, 2, ...) и

𝐽𝑇 (𝑢) ≡ ‖𝑢10(𝑡)‖𝐶{0,𝑇 ] +

+

(︃ ∞∑︁
𝑘=1

(︁
𝜆3𝑘 ‖𝑢1𝑘(𝑡)‖𝐶[0,𝑇 ]

)︁2)︃ 1
2

+

(︃ ∞∑︁
𝑘=1

(︁
𝜆3𝑘 ‖𝑢2𝑘(𝑡)‖𝐶[0,𝑇 ]

)︁2)︃ 1
2

.

Норму в этом множестве определим так: ‖𝑢(𝑥, 𝑡)‖𝐵3
2,𝑇

= 𝐽(𝑢) .

Через 𝐸3
𝑇 обозначим пространство вектор–функций {𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑎(𝑡)} таких, что

𝑢 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐵3
2,𝑇 , 𝑎 (𝑡) ∈ 𝐶[0, 𝑇 ] . Снабдим это пространство нормой

‖𝑧‖𝐸3
𝑇

= ‖𝑢(𝑥, 𝑡)‖𝐵3
2,𝑇

+ ‖𝑎(𝑡)‖𝐶[0,𝑇 ] .

Теперь рассмотрим в пространстве 𝐸3
𝑇 оператор

Φ(𝑢, 𝑎) = {Φ1(𝑢, 𝑎),Φ2(𝑢, 𝑎)},
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где

Φ1(𝑢, 𝑎) = �̃�(𝑥, 𝑡) =

∞∑︁
𝑘=0

�̃�1𝑘(𝑡) cos𝜆𝑘𝑥+

∞∑︁
𝑘=1

�̃�2𝑘(𝑡) sin𝜆𝑘𝑥,

Φ2(𝑢, 𝑎) = �̃�(𝑡),

а �̃�10(𝑡), �̃�𝑖𝑘(𝑡) (𝑖 = 1, 2) и �̃�(𝑡) равны, соответственно, правым частям (23), (24) и
(32).

Теперь введем обозначения

𝛼2𝑘 = −1

2

(︂(︂
𝛼− 1

3

)︂
𝜆2𝑘 +

2

27

)︂
+

+

√︃
1

4

[︂(︂
𝛼− 1

3

)︂
𝜆2𝑘 +

2

27

]︂2
+

1

27

(︂
𝜆2𝑘 − 1

3

)︂3

, (33)

𝛽2𝑘 =
1

2

(︂(︂
𝛼− 1

3

)︂
𝜆2𝑘 +

2

27

)︂
+

+

√︃
1

4

[︂(︂
𝛼− 1

3

)︂
𝜆2𝑘 +

2

27

]︂2
+

1

27

(︂
𝜆2𝑘 − 1

3

)︂3

. (34)

Тогда соотношения (25) и (26), соответственно, примут вид:

𝛼1𝑘 = 3
√
𝛼2𝑘, 𝛽1𝑘 = − 3

√︀
𝛽2𝑘.

Отсюда с учетом (33) и (34) получаем:

|𝛼1𝑘 + 𝛽1𝑘| =
⃒⃒⃒

3
√
𝛼2𝑘 − 3

√︀
𝛽2𝑘

⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝛼2𝑘 − 𝛽2𝑘

3
√︀
𝛼2
2𝑘 + 3

√
𝛼2𝑘𝛽2𝑘 + 3

√︀
𝛽2
2𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤
⃒⃒(︀
𝛼− 1

3

)︀
𝜆2𝑘 + 2

27

⃒⃒
1
3

(︀
𝜆2𝑘 − 1

3

)︀ ≤
(︀
𝛼+ 1

3

)︀
𝜆2𝑘

1
3 .

2
3𝜆

2
𝑘

+
2
27

1
3 .

2
3𝜆

2
𝑘

≤
𝛼+ 1

3
9
2

+
2
27
9
2

=
9𝛼

2
+

11

6
.

Нетрудно видеть, что

|𝛼𝑘| ≤
⃒⃒⃒⃒
𝛼1𝑘 + 𝛽1𝑘 − 1

3

⃒⃒⃒⃒
≤ 9𝛼

2
+

13

6
≡ 𝜀1,

|𝛾𝑘| =

⃒⃒⃒⃒
−1

3
− 𝛼1𝑘 + 𝛽1𝑘

2

⃒⃒⃒⃒
≤ 9𝛼

4
+

5

4
≡ 𝜀2,

𝜀3𝜆𝑘 ≡
√

3

2
inf
𝑘

(︂
3
√
𝛽2𝑘
𝜆𝑘

)︂
𝜆𝑘 < 𝛽𝑘 <

<
√

3
3

⎯⎸⎸⎷1

2

(︂
𝛼+

11

27

)︂
+

√︃
1

4

(︂
𝛼+

11

27

)︂2

+
1

27
𝜆𝑘 ≡ 𝜀4𝜆𝑘,

𝑏𝑘 = (𝛼𝑘 − 𝛾𝑘)
2

+ 𝛽2
𝑘 > 𝛽2

𝑘 > 𝜀23𝜆
2
𝑘.
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Учитывая эти соотношения, находим

‖�̃�10(𝑡)‖𝐶[0,𝑇 ] ≤ |𝜙0,10| + 𝑇 |𝜙1,10| + (𝑇 + 2) |𝜙2,10|+

+ (𝑇 + 2)
√
𝑇

⎛⎝ 𝑇∫︁
0

|𝑓10(𝜏)|2 𝑑𝜏

⎞⎠
1
2

+ (𝑇 + 2)𝑇 ‖𝑎(𝑡)‖𝐶[0,𝑇 ] ‖𝑢10(𝑡)‖𝐶[0,𝑇 ] , (35)

(︃ ∞∑︁
𝑘=1

(𝜆3𝑘 ‖�̃�𝑖𝑘(𝑡)‖𝐶[0,𝑇 ])
2

)︃ 1
2

≤

≤ 𝜌0 (𝑇 )

(︃ ∞∑︁
𝑘=1

(𝜆3𝑘 |𝜙0,𝑖𝑘|)2
)︃ 1

2

+ 𝜌1 (𝑇 )

(︃ ∞∑︁
𝑘=1

(𝜆2𝑘 |𝜙1,𝑖𝑘|)2
)︃ 1

2

+

+𝜌2 (𝑇 )

(︃ ∞∑︁
𝑘=1

(𝜆𝑘 |𝜙2,𝑖𝑘|)2
)︃ 1

2

+ 𝜌2 (𝑇 )
√
𝑇

⎛⎝ 𝑇∫︁
0

∞∑︁
𝑘=1

(𝜆𝑘 |𝑓𝑖𝑘(𝜏)|)2𝑑𝜏

⎞⎠
1
2

+

+ 𝜌2 (𝑇 )𝑇 ‖𝑎(𝑡)‖𝐶[0,𝑇 ]

(︃ ∞∑︁
𝑘=1

(𝜆3𝑘 ‖𝑢𝑖𝑘(𝑡)‖𝐶[0,𝑇 ])
2

)︃
(𝑖 = 1, 2), (36)

‖�̃�(𝑡)‖𝐶[0,𝑇 ] ≤
⃦⃦⃦

[h(t)]
−1
⃦⃦⃦
𝐶[0,𝑇 ]

{︁
‖ℎ′′′ (𝑡) + ℎ′′ (𝑡) − 𝑓(0, 𝑡)‖𝐶[0,𝑇 ] +

+

(︃ ∞∑︁
𝑘=1

𝜆−2
𝑘

)︃ 1
2 2∑︁

𝑖=1

⎡⎣𝜌3 (𝑇 )

(︃ ∞∑︁
𝑘=1

(𝜆3𝑘 |𝜙0,𝑖𝑘|)2
)︃ 1

2

+ 𝜌4 (𝑇 )

(︃ ∞∑︁
𝑘=1

(𝜆3𝑘 |𝜙1,𝑖𝑘|)2
)︃ 1

2

+

+𝜌5 (𝑇 )

(︃ ∞∑︁
𝑘=1

(𝜆2𝑘 |𝜙2,𝑖𝑘|)2
)︃ 1

2

+ 𝜌5 (𝑇 )
√
𝑇

⎛⎝ 𝑇∫︁
0

∞∑︁
𝑘=1

(𝜆2𝑘 |𝑓𝑖𝑘(𝜏)|)2𝑑𝜏

⎞⎠
1
2

+

+ 𝜌5 (𝑇 ) 𝑇 ‖𝑎(𝑡)‖𝐶[0,𝑇 ]

(︃ ∞∑︁
𝑘=1

(𝜆3𝑘 ‖𝑢𝑖𝑘(𝑡)‖𝐶[0,𝑇 ])
2

)︃ 1
2

⎤⎦⎫⎬⎭ , (37)

где

𝜌0 (𝑇 ) =

√
5

𝜀23

{︂(︀
𝜀22 + 𝜀24

)︀
𝑒𝜀1𝑇 + 𝜀1𝑒

𝜀2𝑇

[︂
𝜀1 + 2𝜀2 +

1

𝜀3

(︀
𝜀22 + 𝜀24 + 𝜀1𝜀2

)︀]︂}︂
,

𝜌1 (𝑇 ) =

√
5

𝜀23

{︂
2𝜀2𝑒

𝜀1𝑇 + 𝑒𝜀2𝑇
[︂
2𝜀2 +

1

𝜀3

(︀
𝜀21 + 𝜀22 + 𝜀24

)︀]︂}︂
,

𝜌2 (𝑇 ) =

√
5

𝜀23

{︂
𝑒𝜀1𝑇 + 𝑒𝜀2𝑇

[︂
1 +

1

𝜀3
(𝜀1 + 𝜀2)

]︂}︂
,

𝜌3 (𝑇 ) =
1

𝜀23

{︀
(𝛼+ 𝜀1)

(︀
𝜀22 + 𝜀24

)︀
𝑒𝜀1𝑇 + 𝑒𝜀2𝑇 [𝜀1 (𝛼𝜀1 + 2𝛼𝜀2+
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+𝜀22 + 𝜀24
)︀

+
𝜀1
𝜀3

(︀
(𝜀1 + 𝜀2)

(︀
𝜀22 + 𝜀24

)︀
+ 𝛼

(︀
𝜀22 + 𝜀24 + 𝜀1𝜀2

)︀)︀]︂}︂
,

𝜌4 (𝑇 ) =
1

𝜀23

{︀
2𝜀2 (𝛼+ 𝜀1) 𝑒𝜀1𝑇 + + 𝑒𝜀2𝑇

[︀
𝜀21 + 𝜀22 + 𝜀24 +

+2𝛼𝜀2 +
1

𝜀3

(︀
𝜀2
(︀
𝜀21 + 𝜀22 + 𝜀24

)︀
+ 𝛼

(︀
𝜀21 + 𝜀24 + 𝜀1𝜀2

)︀)︀]︂}︂
,

𝜌5 (𝑇 ) =
1

𝜀23

{︀
(𝛼+ 𝜀1) 𝑒𝜀1𝑇 +

+ 𝑒𝜀2𝑇
[︂
𝛼+ 𝜀1 +

1

𝜀3

(︀
𝛼𝜀2 + 𝛼𝜀1 + 𝜀22 + 𝜀24 + 𝜀1𝜀2

)︀]︂}︂
.

Предположим, что данные задачи (1)–(3), (8), (9) удовлетворяют следующим
условиям:

1. 𝜙0(𝑥) ∈ 𝐶2[0, 1], 𝜙′′′
0 (𝑥) ∈ 𝐿2(0, 1), 𝜙0(0) = 𝜙0(1), 𝜙′

0(0) = 𝜙′
0(1).

2. 𝜙1(𝑥) ∈ 𝐶2[0, 1], 𝜙′′′
1 (𝑥) ∈ 𝐿2(0, 1), 𝜙1(0) = 𝜙1(1), 𝜙′

1(0) = 𝜙′
1(1).

3. 𝜙2(𝑥) ∈ 𝐶1[0, 1], 𝜙′′
2(𝑥) ∈ 𝐿2(0, 1), 𝜙2(0) = 𝜙2(1).

4. 𝑓(𝑥, 𝑡), 𝑓𝑥(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶(𝐷𝑇 ), 𝑓𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿2(𝐷𝑇 ), 𝑓𝑥(0, 𝑡) = 𝑓𝑥(1, 𝑡) = 0 (0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 ).

5. ℎ(𝑡) ∈ 𝐶3[0, 𝑇 ], ℎ(𝑡) ̸= 0 (0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 ).

Тогда из (35)–(37) получаем:

‖�̃�(𝑥, 𝑡)‖𝐵3
2,𝑇

≤ 𝐴1(𝑇 ) +𝐵1(𝑇 ) ‖𝑎(𝑡)‖𝐶[0,𝑇 ] ‖𝑢(𝑥, 𝑡)‖𝐵3
2,𝑇

, (38)

‖�̃�(𝑡)‖𝐶[0,𝑇 ] ≤ 𝐴2(𝑇 ) +𝐵2(𝑇 ) ‖𝑎(𝑡)‖𝐶[0,𝑇 ] ‖𝑢(𝑥, 𝑡)‖𝐵3
2,𝑇

, (39)

где
𝐴1(𝑇 ) = ‖𝜙0(𝑥)‖𝐿2(0,1)

+ 𝑇 ‖𝜙1(𝑥)‖𝐿2(0,1)
+

+(𝑇 + 2) ‖𝜙2(𝑥)‖𝐿2(0,1)
+ (𝑇 + 2)

√
𝑇 ‖𝑓(𝑥, 𝑡)‖𝐿2(𝐷𝑇 ) +

+2𝜌0 (𝑇 ) ‖𝜙′′′
0 (𝑥)‖𝐿2(0,1)

+ 2𝜌1 (𝑇 ) ‖𝜙′′
1(𝑥)‖𝐿2(0,1)

+

+2𝜌2 (𝑇 ) ‖𝜙′
2(𝑥)‖𝐿2(0,1)

+ 2𝜌2 (𝑇 )
√
𝑇 ‖𝑓𝑥(𝑥, 𝑡)‖𝐿2(𝐷𝑇 ) ,

𝐵1(𝑇 ) = 𝜌2 (𝑇 )𝑇 + (𝑇 + 2)𝑇,

𝐴2(𝑇 ) =
⃦⃦⃦

[h(t)]
−1
⃦⃦⃦
𝐶[0,𝑇 ]

{︁
‖ℎ′′′ (𝑡) + ℎ′′ (𝑡) − 𝑓(0, 𝑡))‖𝐶[0,𝑇 ] +

+2

(︃ ∞∑︁
𝑘=1

𝜆−2
𝑘

)︃ 1
2 [︁
𝜌3 (𝑇 ) ‖𝜙′′′

0 (𝑥)‖𝐿2(0,1)
+ 𝜌4 (𝑇 ) ‖𝜙′′′

1 (𝑥)‖𝐿2(0,1)
+

+𝜌5 (𝑇 ) ‖𝜙′′
2(𝑥)‖𝐿2(0,1)

+𝜌5 (𝑇 )
√
𝑇 ‖𝑓𝑥𝑥(𝑥, 𝑡)‖𝐿2(𝐷𝑇 )

]︁}︁
,

𝐵2(𝑇 ) = 𝜌5 (𝑇 )
⃦⃦⃦

[h(t)]
−1
⃦⃦⃦
𝐶[0,𝑇 ]

(︃ ∞∑︁
𝑘=1

𝜆−2
𝑘

)︃ 1
2

𝑇.
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Из неравенств (38), (39) заключаем:

‖�̃� (𝑥, 𝑡)‖𝐵3
2,𝑇

+ ‖�̃� (𝑡)‖𝐶[0,𝑇 ] ≤ 𝐴 (𝑇 ) +𝐵 (𝑇 ) ‖𝑎 (𝑡)‖𝐶[0,𝑇 ] ‖𝑢 (𝑥, 𝑡)‖𝐵3
2,𝑇

, (40)

где

𝐴(𝑇 ) = 𝐴1(𝑇 ) +𝐴2(𝑇 ), 𝐵(𝑇 ) = 𝐵1(𝑇 ) +𝐵2(𝑇 ).

Итак, можно доказать следующую теорему:

Теорема 2. Пусть выполнены условия 1-5 и

(𝐴(𝑇 ) + 2)2𝐵(𝑇 ) < 1. (41)

Тогда задача (1)–(3), (8), (9) имеет в шаре 𝐾 = 𝐾𝑅

(︁
‖𝑧‖𝐸3

𝑇
≤ 𝑅 = 𝐴 (𝑇 ) + 2

)︁
пространства 𝐸3

𝑇 единственное решение.

Доказательство. В пространстве 𝐸3
𝑇 рассмотрим уравнение

𝑧 = Φ𝑧, (42)

где 𝑧 = {𝑢, 𝑎}, компоненты Φ𝑖(𝑢, 𝑎)(𝑖 = 1, 2) оператора Φ(𝑢, 𝑎) определены правыми
частями уравнений (27), (32), соответственно.

Рассмотрим оператор Φ(𝑢, 𝑎) в шаре 𝐾 = 𝐾𝑅

(︁
‖𝑧‖𝐸3

𝑇
≤ 𝑅 = 𝐴 (𝑇 ) + 2

)︁
из 𝐸3

𝑇 .

Аналогично (40) получаем, что для любых 𝑧, 𝑧1, 𝑧2 ∈ 𝐾𝑅 справедливы оценки:

‖𝑧‖𝐸3
𝑇
≤ 𝐴 (𝑇 ) +𝐵 (𝑇 ) ‖𝑎 (𝑡)‖𝐶[0,𝑇 ] ‖𝑢 (𝑥, 𝑡)‖𝐵3

2,𝑇
, (43)

‖𝑧1 − 𝑧2‖𝐸3
𝑇
≤ 𝐵 (𝑇 )𝑅

(︁
‖𝑎1 (𝑡) − 𝑎2 (𝑡)‖𝐶[0,𝑇 ] + ‖𝑢1 (𝑥, 𝑡) − 𝑢2 (𝑥, 𝑡)‖𝐵3

2,𝑇

)︁
. (44)

Тогда из оценок (43) и (44) с учетом (41) следует, что оператор Φ действует
в шаре 𝐾 = 𝐾𝑅 и является сжимающим. Поэтому в шаре 𝐾 = 𝐾𝑅 оператор Φ
имеет единственную неподвижную точку {𝑢, 𝑎}, которая является единственным
решением уравнения (42), т.е. является единственным в шаре 𝐾 = 𝐾𝑅 решением
системы (27), (32).

Функция 𝑢(𝑥, 𝑡), как элемент пространства 𝐵3
2,𝑇 , непрерывна и имеет непре-

рывные производные 𝑢𝑥(𝑥, 𝑡), 𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) в 𝐷𝑇 .
Теперь из (29) и (30) ясно, что(︃ ∞∑︁

𝑘=1

(𝜆3𝑘 ‖𝑢′𝑖𝑘(𝑡)‖𝐶[0,𝑇 ])
2

)︃
≤ 𝜌6 (𝑇 ) ‖𝜙′′′

0 (𝑥)‖𝐿2(0,1)
+ 𝜌7 (𝑇 ) ‖𝜙′′′

1 (𝑥)‖𝐿2(0,1)

+𝜌8 (𝑇 ) ‖𝜙′′
2(𝑥)‖𝐿2(0,1)

+ 𝜌8 (𝑇 )
√
𝑇 ‖𝑓𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) + 𝑎(𝑡)𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝑡)‖𝐿2(𝐷𝑇 ) (𝑖 = 1, 2),(︃ ∞∑︁

𝑘=1

(𝜆𝑘 ‖𝑢′′𝑖𝑘(𝑡)‖𝐶[0,𝑇 ])
2

)︃
≤ 𝜌9 (𝑇 ) ‖𝜙′′

0(𝑥)‖𝐿2(0,1)
+ 𝜌10 (𝑇 ) ‖𝜙′′

1(𝑥)‖𝐿2(0,1)

+𝜌11 (𝑇 ) ‖𝜙′
2(𝑥)‖𝐿2(0,1)

+ 𝜌11 (𝑇 )
√
𝑇 ‖𝑓𝑥(𝑥, 𝑡) + 𝑎(𝑡)𝑢𝑥(𝑥, 𝑡)‖𝐿2(𝐷𝑇 ) (𝑖 = 1, 2),
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где

𝜌6 (𝑇 ) =
𝜀1
(︀
𝜀22 + 𝜀24

)︀
𝜀23

{︂
𝑒𝜀1𝑇 + 𝑒𝜀2𝑇

[︂
1 +

1

𝜀3
(𝜀1 + 𝜀2)

]︂}︂
,

𝜌7 (𝑇 ) =
1

𝜀23

{︂
2𝜀1𝜀2𝑒

𝜀1𝑇 + 𝑒𝜀2𝑇
(︀
𝜀21 + 𝜀22 + 𝜀24

)︀(︂
1 +

𝜀2
𝜀3

)︂}︂
,

𝜌8 (𝑇 ) =
1

𝜀23

{︂
𝜀1𝑒

𝜀1𝑇 + 𝑒𝜀2𝑇
[︂
𝜀1 +

1

𝜀3

(︀
𝜀22 + 𝜀24 + 𝜀1𝜀2

)︀]︂}︂
,

𝜌9 (𝑇 ) =
𝜀1
(︀
𝜀22 + 𝜀24

)︀
𝜀23

{︂
𝜀1𝑒

𝜀1𝑇 + 𝑒𝜀2𝑇
[︂
𝜀1 +

1

𝜀3

(︀
𝜀22 + 𝜀24 + 𝜀1𝜀1

)︀]︂}︂
,

𝜌10 (𝑇 ) =

=
1

𝜀23

{︂
2𝜀21𝜀2𝑒

𝜀1𝑇 + 𝑒𝜀2𝑇
[︂
2𝜀21𝜀2 +

1

𝜀3

(︀
𝜀21𝜀

2
2 + 𝜀21𝜀

2
4 + 2𝜀22𝜀

2
4 + 𝜀42 + 𝜀44

)︀]︂}︂
,

𝜌11 (𝑇 ) =

=
1

𝜀23

{︂
𝜀21𝑒

𝜀1𝑇 + 𝑒𝜀2𝑇
[︂
𝜀22 + 𝜀24 + 2𝜀1𝜀2 +

1

𝜀3

(︀
𝜀2𝜀

2
4 + 𝜀32 + 𝜀1𝜀

2
2 + 𝜀1𝜀

2
4

)︀]︂}︂
.

Отсюда следует, что 𝑢𝑡(𝑥, 𝑡), 𝑢𝑡𝑥(𝑥, 𝑡), 𝑢𝑡𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) и 𝑢𝑡𝑡(𝑥, 𝑡) непрерывны в 𝐷𝑇 .

Далее, из (20) нетрудно увидеть, что

(︃ ∞∑︁
𝑘=1

(︁
𝜆𝑘 ‖𝑢′′′𝑖𝑘 (𝑡)‖𝐶[0,𝑇 ]

)︁2)︃ 1
2

≤

≤ 2

(︃ ∞∑︁
𝑘=1

(︁
𝜆𝑘 ‖𝑢′′𝑘 (𝑡)‖𝐶[0,𝑇 ]

)︁2)︃ 1
2

+ 2

(︃ ∞∑︁
𝑘=1

(︁
𝜆3𝑘 ‖𝑢′𝑘 (𝑡)‖𝐶[0,𝑇 ]

)︁2)︃ 1
2

+

+2𝛼

(︃ ∞∑︁
𝑘=1

(︁
𝜆3𝑘 ‖𝑢𝑘 (𝑡)‖𝐶[0,𝑇 ]

)︁2)︃ 1
2

+

2
⃦⃦⃦
‖𝑓𝑥 (𝑥, 𝑡) + 𝑎 (𝑡)𝑢𝑥 (𝑥, 𝑡)‖𝐶[0,𝑇 ]

⃦⃦⃦
𝐿2(0,1)

(𝑖 = 1, 2).

Из последнего соотношения ясно, что 𝑢𝑡𝑡𝑡(𝑥, 𝑡) непрерывна в 𝐷𝑇 . Легко прове-
рить, что уравнение (1) и условия (2),(3) и, (8), (9) удовлетворяются в обычном
смысле.

Следовательно, {𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑎(𝑡)} является решением задачи (1)–(3), (8), (9). В силу
следствия Леммы 1, оно единственно в шаре 𝐾 = 𝐾𝑅 . Теорема доказана.

С помощью Теоремы 1 из последней теоремы вытекает однозначная разреши-
мость исходной задачи (1)–(5).
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Теорема 3. Пусть выполняются все условия Теоремы 2 и∫︁ 1

0

𝑓(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥 = 0 (0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 ),

∫︁ 1

0

𝜙𝑖(𝑥)𝑑𝑥 = 0 (𝑖 = 0, 2),

𝜙0(𝑥0) = ℎ(0), 𝜙1(𝑥0) = ℎ′(0), 𝜙2(𝑥0) = ℎ′′(0).

Тогда задача (1)–(5) имеет в шаре 𝐾 = 𝐾𝑅

(︁
‖𝑧‖𝐸3

𝑇
≤ 𝑅 = 𝐴 (𝑇 ) + 2

)︁
про-

странства 𝐸3
𝑇 единственное классическое решение.

Заключение

В работе доказано существование и единственность решения одной обратной
краевой задачи для уравнения третьего порядка, описывающего распространение
продольных волн в диспергирующей среде с периодическими краевыми условия-
ми. С помощью этих фактов доказано существование и единственность классиче-
ского решения одной обратной краевой задачи для уравнения третьего порядка,
описывающего распространение продольных волн в диспергирующей среде с ин-
тегральным условием.
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The work is devoted to the study of the solvability of the inverse boundary
value problem with an unknown time depended coefficient for the equation
of the third order describing the propagation of longitudinal waves in a
dispersive medium with integral condition. The problem is firstly reduced
to the problem that is in a sense quivalent to the original. Then, the Fourier
mathod is applied, reducing the problem to solution of a system of integral
equations. The existence and uniqueness of the latter equation is proved by
the contraction mapping principle, which also yoelds the unique solution
of the equivalent problem. Using equivalence, we finally prove the unique
existence of a classical solution of the problem under consideration.

Keywords: inverse boundary problem, third-order equations, Fourier
method, classical solution.
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