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В последние годы наблюдается повышенный интерес к применению ве-
роятностных методов, в частности, теории массового обслуживания, к
оценке эффективности деятельности управляющих компаний при ор-
ганизации эксплуатации технических систем жилых зданий. Основным
элементом технической эксплуатации жилых зданий является систе-
ма планово-предупредительных осмотров и ремонтов. Но даже при их
рациональной организации всегда имеется положительная вероятность
отказа элементов оборудования, которая зависит не только от фак-
торов старения конструкции. Цель управляющей компании - с одной
стороны, не допускать образования слишком большой очереди из экс-
тренных вызовов, а с другой - выполнить все планируемые работы по
профилактическому техническому обслуживанию. В статье предложе-
на математическая модель технической эксплуатации жилых зданий, в
которой рассматриваются эти две основные функции по обслуживанию
жилищного фонда - плановый профилактический осмотр и ремонт тех-
нических объектов, а также устранение внезапно возникших неисправ-
ностей технического оборудования, в частности аварийных. Считается,
что рабочая бригада может приступить к плановому профилактическо-
му ремонту и осмотру, только когда все запросы по внезапно возникшим
неисправностям удовлетворены. В качестве основных параметров моде-
ли выступают: среднее время между возникновениями неисправностей
оборудования, среднее время устранения таких неисправностей, сред-
нее время профилактического осмотра и ремонта одного технического
объекта. На основе методов теории массового обслуживания находятся
характеристики системы, определяющие качество ее работы, а также
границы изменения параметров, при которых система справляется с
работой с позиции того или иного критерия.

Ключевые слова: система обслуживания, плановый ремонт, внезап-
ные отказы.
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Введение

Техническая эксплуатация жилых зданий – это комплекс мероприятий, обес-
печивающих наибольшую безотказность всех элементов и систем здания (см., на-
пример, [1]- [5]). Основным элементом технической эксплуатации жилых зданий
является система планово-предупредительных осмотров и ремонтов. Но даже при
их рациональной организации всегда имеется положительная вероятность отказа
элементов здания, которая зависит не только от факторов старения конструкции.
Отказ может быть вызван случайными обстоятельствами, например недопусти-
мым повышением давления в системах отопления, холодного и горячего водоснаб-
жения и др.

Таким образом, можно выделить две основные функции по техническому об-
служиванию жилищного фонда:

– работы по ремонту состояния жилых зданий, профилактическому техниче-
скому обслуживанию и ремонтным работам,

– работы по устранению аварийных ситуаций и удовлетворению заявок жиль-
цов на устранение различных неисправностей. Мы будем называть эти работы и
соответствующие вызовы экстренными.

Цель управляющей компании – с одной стороны, не допускать образования
слишком большой очереди из экстренных вызовов, а с другой, – выполнить все
планируемые работы по профилактическому техническому обслуживанию.

Данная статья посвящена, во-первых, выяснению условий на имеющиеся у ком-
пании ресурсы, при которых эта цель выполнима, а во-вторых, построению в неко-
тором смысле оптимального поведения.

Наш анализ опирается на теорию массового обслуживания, являющуюся ча-
стью теории вероятностей, возникшей из приложений и широко используемой при
решении прикладных задач в самых различных областях. Многие исследования
как в технологии строительного производства, так и в организации управленче-
ской деятельности основываются на вероятностном подходе, в частности, на ре-
зультатах теории массового обслуживания (см., например, [1], [6]- [11]). Предлага-
емая в данной статья модель не является классической и относится к так называ-
емым системам с вакансиями, изучение которых началось сравнительно недавно
(см., например, [12]- [15]). Мы считаем, что работа по плановому осмотру и ре-
монту начинается только тогда, когда нет экстренных вызовов. Если такая работа
началась, то по отношению к экстренным вызовам прибор (рабочая бригада) ста-
новится недоступен до момента окончания данного цикла плановых работ, что и
означает вакансию.

1. Постановка проблемы

Предположим, что управляющая компания (УК) жилищно-коммунального хо-
зяйства (ЖКХ) имеет одну или несколько бригад специалистов по обеспече-
нию функционирования технического оборудования (теплоснабжению, водоснаб-
жению, вентиляции и т.д.) жилых зданий. У этих бригад две основные задачи –
устранение внезапно возникающих поломок оборудования и проведение профилак-
тических осмотров и ремонтных работ с целью обеспечения необходимого уровня
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надежности соответствующих технических систем. Решение указанных задач на-
чинается со сбора и обработки статистических данных, позволяющих получить
оценки параметров, определяющих функционирование системы. В качестве этих
параметров выступают: 𝜆−1 – среднее время между последовательными момента-
ми возникновения внезапных поломок оборудования, 𝜇−1 – среднее время ремонта
при таких поломках, 𝜈−1 – среднее время профилактического осмотра и ремонта.

Мы предполагаем, что бригада может приступить к такому осмотру, когда нет
заявок на экстренный ремонт оборудования. Задача УК выработать такой план
профилактических осмотров, при котором, с одной стороны за определенное вре-
мя 𝑇 будет осмотрено и восстановлено необходимое число объектов 𝑁 , а с другой,
среднее число заявок на ремонт внезапно возникших поломок не превосходит за-
данный уровень 𝛿1. Как будет показано далее, эта задача может быть невыполнима
при некоторых значениях 𝜆, 𝜇 и 𝜈. В такой ситуации УК должна принять органи-
зационные решения, например, увеличить количество специалистов. Наш анализ
будет опираться на методы теории массового обслуживания. Для простоты в этой
статье предполагается, что имеется лишь одна рабочая бригада, т.е. один прибор
в системе массового обслуживания. Переход к многоканальному случаю не имеет
принципиальных препятствий, но технически достаточно сложен. Это будет сде-
лано в следующих работах.

2. Описание математической модели

Сделаем следующие предположения.

– Интервалы между запросами на экстренный ремонт – независимые
экспоненциально распределенные случайные величины {𝜏𝑛}∞𝑛=1, т.е.
𝑃 (𝜏𝑛 ≤ 𝑥) = 1 − 𝑒−𝜆𝑥. Это означает, что входящий в систему обслуживания
поток требований – пуассоновский (см., например, [16]) и математическое
ожидание 𝑀𝜏𝑛 = 𝜆−1.

– Времена экстренного ремонта поломок {𝜂𝑛}∞𝑛=1 – независимые экспоненци-
ально распределенные случайные величины, т.е. 𝑃 (𝜂𝑛 ≤ 𝑋) = 1 − 𝑒−𝜇𝑥 и
𝐸𝜂𝑛 = 𝜇−1.

– Имеется одна бригада работников, которая может быть занята либо ремон-
том внезапно возникших поломок, либо профилактическим осмотром или
ремонтом оборудования. Это означает, что в системе обслуживания один
прибор.

– Бригада может приступить к профилактическому осмотру и ремонту, только
когда нет запросов на экстренное обслуживание. Мы назовем также запросы
требованиями (или клиентами) первого типа. В момент, когда прибор осво-
бождается от требований первого типа, бригада с вероятностью 1 − 𝛼 ждет
появления следующего экстренного вызова, а с вероятностью 𝛼 приступает
к профилактическому осмотру и (если надо) ремонту какого-нибудь объек-
та. Считаем, что такие объекты всегда есть в наличии и будем называть их
требованиями второго типа. Времена обслуживания таких требований также
имеют экспоненциальное распределение с параметром 𝜈 и математическим
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ожиданием 𝜈−1. После окончания обслуживания требования второго типа
бригада начинает обслуживать требования первого типа, если они появились
в системе, или ждет их появления.

Мы рассмотрим процесс 𝑋(𝑡) = (𝑄(𝑡), 𝑒(𝑡)), где 𝑄(𝑡) – число требований пер-
вого типа в системе в момент 𝑡, а 𝑒(𝑡) = 1, если в момент 𝑡 прибор обслужива-
ет требования второго типа (профилактический осмотр и ремонт) и 𝑒(𝑡) = 0, в
противном случае. Как известно из теории массового обслуживания (см., напри-
мер, [16], [17], [18]), при сделанных предположениях (𝑋(𝑡), 𝑒(𝑡)) является цепью
Маркова и на этой основе мы проведем анализ этого процесса и получим опера-
ционные характеристики системы.

3. Стационарное распределение процесса 𝑋

Для 𝑡 ≥ 0 определим вероятности

𝑃0𝑗(𝑡) = 𝑃{𝑄(𝑡) = 𝑗, 𝑒(𝑡) = 0},

𝑃1𝑗(𝑡) = 𝑃{𝑄(𝑡) = 𝑗, 𝑒(𝑡) = 1}, 𝑗 = 0, 1, 2, . . .

Как известно из теории вероятностей (см., например, [18]), эти функции удо-
влетворяют системе дифференциальных уравнений. Но нас будет интересовать
предельные при 𝑡→ ∞ вероятности, т.е.

𝑃0𝑗 = lim
𝑡→∞

𝑃0𝑗(𝑡), 𝑃1𝑗 = lim
𝑡→∞

𝑃1𝑗(𝑡),

поскольку именно они определяют операционные характеристики системы на до-
статочно больших промежутках времени. Эти пределы существуют и задают рас-
пределение вероятностей тогда и только тогда, когда 𝜌 = 𝜆

𝜇 < 1. В этой ситуации

𝑃0𝑗 > 0, 𝑃1𝑗 > 0 и
∑︀∞

𝑗=0(𝑃0𝑗 + 𝑃1𝑗) = 1 (см., например, [16], [17]).
Последовательности вероятностей {𝑃0𝑗 , 𝑗 = 0, 1, . . . } и {𝑃1𝑗 , 𝑗 = 0, 1, . . . } удо-

влетворяют системе уравнений баланса [16], которая в нашей модели имеет вид

𝜆𝑃00 = 𝜈𝑃10 + 𝜇(1 − 𝛼)𝑃01, (1)

(𝜆+ 𝜇)𝑃0𝑗 = 𝜈𝑃1𝑗 + 𝜆𝑃0𝑗−1 + 𝜇𝑃0𝑗+1, 𝑗 > 0,

и

(𝜆+ 𝜈)𝑃10 = 𝛼𝜇𝑃01, (2)

(𝜆+ 𝜈)𝑃1𝑗 = 𝜆𝑃1𝑗−1, 𝑗 > 0.

Для решения этой системы определим производящие функции

Π0(𝑧) =

∞∑︁
𝑗=0

𝑧𝑗𝑃0𝑗 , Π1(𝑧) =

∞∑︁
𝑗=0

𝑧𝑗𝑃1𝑗 ,

где переменная |𝑧| ≤ 1.
Умножая 𝑗-ое уравнение в (1)и в (2) на 𝑧𝑗 и складывая по 𝑗, из (2) получаем

Π1(𝑧) =
𝛼𝜇𝑃01

𝜆(1 − 𝑧) + 𝜈
, (3)
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а из (1)

(𝜆+ 𝜇)Π0(𝑧) − 𝜇𝑃00 = 𝜈Π1(𝑧) + 𝜆𝑧Π0(𝑧) +
𝜇

𝑧
Π0(𝑧) − 𝜇

𝑧
𝑃00 − 𝛼𝜇𝑃01. (4)

Подставляя (3)в (4), после несложных выкладок получаем

Π0(𝑧) =
1

1 − 𝜌𝑧

(︂
𝑃00 +

𝛼𝛽𝑧

1 + 𝛽(1 − 𝑧)
𝑃01

)︂
,

где 𝛽 = 𝜆
𝜈 . Для определения 𝑃00 и 𝑃01 используем первые уравнения в (1) и (2).

Тогда 𝑃01 = 𝜌(1+𝛽)
1+(1−𝛼)𝛽𝑃00 и

Π0(𝑧) =
𝑃00

1 − 𝜌𝑧

(︂
1 +

𝛼𝜌𝛽(1 + 𝛽)𝑧

(1 + 𝛽(1 − 𝑧))(1 + 𝛽 − 𝛼𝛽)

)︂
, (5)

Π1(𝑧) =
𝛼𝛽(1 + 𝛽)

(1 + 𝛽 − 𝛼𝛽)(1 + 𝛽(1 − 𝑧))
𝑃00. (6)

Неизвестная вероятность 𝑃00 определяется из условия нормировки

Π0(1) + Π1(1) = 1,

откуда

𝑃00 =
(1 − 𝜌)(1 + 𝛽(1 − 𝛼))

1 + 𝛽 + 𝛼𝛽2
=

1 − 𝜌

1 + 𝛾
, (7)

где 𝛾 = 𝛼𝛽(1+𝛽)
1+𝛽−𝛼𝛽 .

4. Операционные характеристики системы и их анализ

Соотношения (5) – (7) позволяют найти важнейшие операционные характери-
стики, по которым можно судить, насколько УК справляется с решением постав-
ленной проблемы.

Одной из важнейших характеристик системы является среднее число 𝑞 требо-
ваний первого типа, т.е. среднее число запросов на ремонт вышедшего из строя
оборудования. Поскольку

𝑞 =

∞∑︁
𝑗=0

𝑗(𝑃0𝑗 + 𝑃1𝑗) = Π′
0(1) + Π′

1(1),

из формул (5) – (7), дифференцируя (5) и (6) и полагая 𝑧 = 1, находим

𝑞 =
𝜌

(1 − 𝜌)
+

𝛼𝛽2(1 + 𝛽)

1 + 𝛽 + 𝛼𝛽2
. (8)

Для требований второго типа заметим, что вероятность завершения обслужива-
ния, т.е. профилактического осмотра и ремонта, за время ∆𝑡 (∆𝑡 → 0) равна

𝜈Π1(1)∆𝑡+ 𝑜(∆𝑡), где 𝑜(Δ𝑡)
Δ𝑡 → 0 (∆𝑡→ 0).
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Это означает, что среднее число 𝑛(𝑇 ) завершений профилактических осмотров
и ремонтов за время 𝑇 дается выражением

𝑛(𝑇 ) = 𝜈Π1(1)𝑇 = 𝜈
(1 − 𝜌)𝛼𝛽(1 + 𝛽)

1 + 𝛽 + 𝛼𝛽2
𝑇. (9)

Предположим, что компания желает так организовать работу системы, чтобы
среднее число вызовов на срочный ремонт, находящихся в системе, не превышало
𝛿1, а среднее число объектов, профилактический осмотр и ремонт которых завер-
шен за время 𝑇 , был не меньше 𝑁 , т.е.

𝑞 < 𝛿1, 𝜈Π1(1) >
𝑁

𝑇
. (10)

Здесь 𝛿1, и 𝑁 заданы, а в качестве управляющего параметра выступает веро-
ятность 𝛼. Посмотрим, при каких значениях параметров системы 𝜆, 𝜇, 𝜈 этот
результат достижим и какие 𝛼 следует выбирать.

Пусть сначала 𝛼 = 0 и посмотрим, когда выполняется первое из условий (10),
т.е.

𝜌

1 − 𝜌
< 𝛿1 или

𝜆

𝜇
<

𝛿1
1 + 𝛿1

. (11)

Если (11) не выполняется, то компания должна принять организационные ре-
шения, приводящие к уменьшению среднего времени устранения внезапно возник-
ших поломок оборудования, т.е. увеличению параметра 𝜇. Это может быть сделано
увеличением числа специалистов или повышением уровня их квалификации.

Итак, предположим, что (11) выполняется, т.е.

𝜇 > 𝜆(1 + 𝛿−1
1 ). (12)

Если компания с вероятностью 𝛼 направляет бригаду на работы второго типа
(профилактический осмотр и ремонт), то в силу (8) первое условие из (10), т.е.
𝑞 < 𝛿1, выполняется, когда

𝛼 <
(𝛿1(1 − 𝜌) − 𝜌)(1 + 𝛽)

𝛽2((1 + 𝛽)(1 − 𝜌) + 𝛿1)
= 𝛿2. (13)

Таким образом, при условии (12) взяв 𝛼 = min(1, 𝛿2), мы обеспечим выполнение
первого неравенства в (10), т.е. 𝑞 < 𝛿1. В силу (9) для выбранного 𝛼 второе из
неравенств в (10) будет выполнено, если

𝜈(1 − 𝜌)𝛽(1 + 𝛽)𝛼

1 + 𝛽 + 𝛼𝛽2
>
𝑁

𝑇

или
𝛼

1 + 𝛽 + 𝛼𝛽2
>

𝑁

𝑇𝜈

1

(1 − 𝜌)𝛽(1 + 𝛽)
= 𝑎1.

Отсюда
𝛼 > 𝑎1(1 + 𝛽) + 𝛼𝛽2𝑎1. (14)

Возможны следующие ситуации.
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Если 𝛽2𝑎1 > 1, т.е. 𝑁 > 𝑇𝜈(1−𝜌)(1+𝛽)
𝛽 , требуемое число профилактических

осмотров и ремонтов 𝑁 не может быть осуществлено при имеющихся параметрах
системы (𝜆, 𝜇, 𝜈) ни при каких значениях 𝛼. Следовательно, необходимо принять
решения управленческого характера.

Если 𝛽2𝑎1 < 1, т.е. 𝑁 < 𝑇𝜈(1−𝜌)(1+𝛽)
𝛽 из (14) следует условие

𝛼 >
(1 + 𝛽)𝑎1
1 − 𝛽2𝑎1

= 𝛿3 =
(1 + 𝛽)𝑁

𝑇𝜈(1 − 𝜌)𝛽(1 + 𝛽) − 𝛽2𝑁
, (15)

которое обеспечивает второе из неравенств (10), т.е. требуемое среднее число про-
филактических ремонтов.

Чтобы выполнялись оба неравенства в (10) в соответствии с (13) и (15), необ-
ходимо и достаточно, чтобы

𝛿3 < 𝛼 < 𝛿2.

Это возможно, если 𝛿3 < 𝛿2. Используя определения 𝛿2 и 𝛿3, данные соответственно
в (13) и (15), получаем неравенство

𝑁

𝑇𝜈(1 − 𝜌)𝛽(1 + 𝛽) − 𝛽2𝑁
<

𝛿1(1 − 𝜌) − 𝜌

𝛽2((1 + 𝛽)(1 − 𝜌) + 𝛿1)
, (16)

где𝑁 < 𝑇𝜈(1−𝜌)(1+𝛽)
𝛽 , 𝛿1 <

𝜌
1−𝜌 . Поскольку 𝛼, будучи вероятностью, лежит в отрез-

ке [0, 1], необходимо выполнение неравенства 𝛿3 ≤ 1, которое, в силу определения
𝛿3 (см. (15)), имеет вид

𝑁 <
𝑇𝜈(1 − 𝛽)𝛽(1 + 𝛽)

1 + 𝛽 + 𝛽2
. (17)

Очевидно, что из этого неравенства следует, что 𝛽2𝑎1 < 1.
Таким образом, если выполняются неравенства (17) и (16), выбрав

𝛼 ∈ (𝛿3,min(1, 𝛿2)), мы получим систему, удовлетворяющую условиям (10), т.е.
среднее число имеющихся в системе запросов на обслуживание (требований перво-
го типа) не превосходит 𝛿1, а среднее число профилактических осмотров за время
𝑇 не меньше заданного уровня 𝑁 .

Если хотя бы одно из условий (16) или (17) не выполняется, следует пред-
принять действия управленческого характера – увеличить число специалистов,
уменьшить число обслуживаемых объектов, увеличить период 𝑇 проведения про-
филактических ремонтов и т.д.

Далее мы приводим план практического применения полученных результатов.

1. На основании реальных наблюдений находятся статистические оценки �̂�, �̂�, 𝜈

параметров модели 𝜆, 𝜇, 𝜈. Если окажется, что 𝜌 = �̂�
�̂� ≥ 1, поставленная

задача не может быть решена.

2. Выбираются значения 𝛿1, 𝑇,𝑁 , причем

𝛿1 >
�̂�

�̂�− �̂�
,

𝑁 < 𝛽−1𝑇𝜈(1 − 𝜌)(1 + 𝛽),

где 𝜌 = �̂�
�̂� , 𝛽 = �̂�

𝜈 .
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3. Вычисляются 𝛿2 и 𝛿3 соответственно по формулам (13) и (15) с заменой 𝜌 и

𝛽 на их оценки 𝜌 и 𝛽.

4. Проверяются условия.

Если 𝛿2 > 𝛿3, то выбирается �̂� ∈ (𝛿2, 𝛿3)∩(0, 1). Тогда в системе с параметрами

�̂�, �̂�, 𝜈, �̂� будет выполнено (10).

Если 𝛿2 < 𝛿3, выполнение (10) невозможно и нужно принимать решения
управленческого характера.

Заключение

Как и всякая математическая модель, предложенная в статье система массово-
го обслуживания является отображением интересующего нас процесса и использу-
ется в целях управления и предсказания. Основная функция этой модели заклю-
чается не в том, чтобы описывать явления, а в том, чтобы объяснять их. Модель
должна помочь выяснить, каким образом некоторые стороны явления влияют на
другие стороны или же на явление в целом. Модель лишь частично отобража-
ет действительность. Модель можно считать хорошей, если, несмотря на свою
неполноту, она способна предсказывать влияние изменений в системе на общую
эффективность всей системы.

Если полученные с помощью модели выводы не удовлетворяют исследователя,
она может быть усложнена введением дополнительных связей и параметров.

Заметим, однако, что подобное усложнение не всегда повышает адекватность
модели, поскольку требуется статистически оценить большое число новых пара-
метров, что может привести к значительным ошибкам.

Мы рассмотрели простейшую модель, предположив, что имеется всего одна
рабочая бригада. Это ограничение может быть снято двумя путями. Если есть
𝑚 бригад, мы получаем 𝑚-канальную систему массового обслуживания, анализ
которой весьма сложен и формулы для оценки характеристик удается получить
лишь при 𝑚 = 2. При этом формулы весьма громоздки.

Другой подход состоит в разделении всего множества обслуживаемых объектов
на 𝑚 подмножеств, так что 𝑗-я бригада занимается техническим обслуживанием
объектов из 𝑗-го множества 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚. Тогда мы имеем 𝑚 одноканальных
систем и можем использовать результаты, полученные в данной статье.

Еще одно обобщение нашей модели - изменение политики по отношению к пла-
новым профилактическим осмотрам и ремонтам. Например, предположим, что
бригада после освобождения от ремонта внезапно возникших неисправностей ждет
случайное время со средним 𝜁−1. Если за это время запросов на такие ремонты не
поступило, бригада начинает плановый осмотр какого-нибудь объекта. Для оценки
характеристик такой модели можно воспользоваться формулами (8) и (9), поло-
жив 𝛼 = 𝜁

𝜁+𝜆 .
Другие возможные обобщения будут рассмотрены в следующих работах.
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In resent years has been increasing interest for application of probabilistic
methods, in particular queueing theory for estimation of activities of man-
aging companies of residential buildings. Maintenance of residential build-
ings is a set of measures that ensure the highest reliability of all elements
and systems of a building. The main element of the technical operation
of residential buildings is a system of scheduled prophylactic inspections
and repairs. However even with its rational organization, there is always a
positive probability of failure of building elements, which depends not only
on the aging factors of the structure. Failure can be caused by accidental
circumstances, for example, an unacceptable pressure increase in heating
systems, cold and hot water supply systems, etc. The goal of the managing
company is, on the one hand, to prevent the formation of a too long queue
of emergency calls, and on the other, to complete all planned prophylactic
maintenance work. The mathematical model for the technical operation
of residential buildings, which considers two main functions for servicing
the housing stock - scheduled prophylactic inspection and repair of techni-
cal objects, as well as the elimination of sudden malfunctions of technical
equipment, in particular emergency ones is proposed. It is considered that
the service team can start a scheduled preventive repair and inspection only
when all requests for sudden malfunctions are satisfied. The main parame-
ters of the model are: the average time between occurrences of equipment
malfunctions, the average elimination time of such malfunctions, and the
average time for prophylactic inspection and repair of one technical object.
Based on the methods of the queuing theory, the system’s characteristics
that determine the quality of its work, as well as the boundaries of the
change of parameters at which the system copes with the work from the
standpoint of a particular criterion are defined.

Keywords: queueing system, prophylactic inspection and repair, sudden
failure.
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