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В работе показано, что если рассмотреть алгебру из некоторых уноидов
в виде «кустов», соединённых в бесконечную линию, и построить ал-
гебру её конечных подмножеств, то полученная система имеет теорию,
допускающую эффективную элиминацию кванторов независимо от ис-
ходной. Таким образом, показано, что теория алгебры конечных под-
множеств может быть существенно проще алгоритмически, чем теория
исходной, а операция объединения для алгебр подмножеств является
существенной для алгоритмических свойств.
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Введение

Один из способов построения новых алгебр из уже имеющихся — это рассмот-
рение алгебр всех или некоторых подмножеств. В частности, таким образом можно
перейти от алгебры слов к алгебре языков [2, 4].

Один из естественных вопросов, которые возникают при таком переходе, — это
изменение (или, наоборот, сохранение) алгоритмических свойств новых систем по
сравнению с исходными.

Если в новой алгебре допустить использование отношения включения или
какой-либо теоретико-множественной операции, позволяющей включение выра-
зить, то открывается возможность интерпретировать старую алгебру в новой, так
как формула

(∀𝑦)(𝑦 ⊆ 𝑥→ 𝑦 = 𝑥 ∨ 𝑦 = ∅)

будет выделять в точности одноэлементные подмножества, образующие алгебру,
изоморфную исходной.

Но, как показано в работе [1], возможность интерпретации может сохраняться
и без применения теоретико-множественных средств. Возникает естественный во-
прос, является ли такое поведение универсальным или же оно связано с какими-то
специфическими особенностями исходной алгебры?
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В настоящей работе мы показываем, что существуют алгебры, даже среди уно-
идов, для которых описанное выше поведение не имеет места. Мы строим примеры
уноидов A𝐵 , алгебры конечных подмножеств которых имеют алгоритмически су-
щественно более простую теорию, чем исходные. Исходные алгебры могут иметь
сколь угодно сильно неразрешимые теории, в то время как все алгебры конечных
подмножеств элементарно эквивалентны и допускают эффективную элиминацию
кванторов.

Таким образом, при рассмотрении алгебр подмножеств отношение включения
и теоретико-множественные операции могут играть существенную роль в плане
разрешимости теории.

1. Определение исходного уноида

Пусть сигнатура Σ = {𝑓 (1)} содержит единственный одноместный функцио-
нальный символ 𝑓 . С помощью 𝑓 𝑖(𝑥) везде как обычно обозначается 𝑖-кратное
применение 𝑓 :

𝑓 𝑖(𝑥) = 𝑓(𝑓(𝑓(. . . 𝑓(⏟  ⏞  
𝑖 раз

𝑥) . . . ))).

Возьмём произвольное бесконечное подмножество 𝐵 ⊆ 𝜔 натуральных чисел,
не содержащее нуля. Для каждого целого 𝑗 ∈ Z построим куст (неветвящееся
дерево) 𝒟𝑗 с корнем 𝑟𝑗 следующим образом. Для каждого целого 𝑛 > 0 куст 𝒟𝑗

имеет ровно два листа ℓ𝑟,𝑛 глубины 𝑛, если 𝑛 ∈ 𝐵, или ровно один лист ℓ𝑟,𝑛, если
𝑛 /∈ 𝐵. Путь из корня 𝑟𝑗 в ℓ𝑟,𝑛 не ветвится, а 𝑓(𝑎) — это отец 𝑎. Таким образом,
выполнено

– 𝑓𝑛(ℓ𝑗,𝑛) = 𝑟𝑗 ;

– 𝑓𝑚(ℓ𝑗,𝑛) ̸= 𝑟𝑗 для всех 𝑚 < 𝑛;

– 𝑓(𝑎) ̸= ℓ𝑗,𝑛 для всех 𝑎.

Корни кустов удовлетворяют условию 𝑓(𝑟𝑗) = 𝑟𝑗+1. Таким образом, в алгебре A𝐵

каждый элемент 𝑟𝑗 является корнем куста, имеющего один или два листа каждой
глубины 𝑛 > 0.

Для дальнейшего отметим вот какое свойство алгебры A𝐵 : для любого 𝑗 су-
ществует бесконечно много элементов 𝑣, для которых 𝑓𝑘(𝑣) = 𝑟𝑗 , но если 𝑎 не
является корнем, то элемент 𝑣, для которого 𝑓𝑘(𝑣) = 𝑟𝑗 , если существует, то един-
ственен.

Заметим, что построенный уноид может иметь сколь угодно алгоритмически
сложную теорию.

Теорема 1. Множество 𝐵 алгоритмически сводимо (см. [5]) к теории уноида
A𝐵.

Доказательство. В теории алгебры A𝐵 можно определить множество корней ку-
стов 𝑅:

𝑅(𝑥) ≡ (∃𝑦, 𝑧)(𝑦 ̸= 𝑧 ∧ 𝑓(𝑦) = 𝑥 ∧ 𝑓(𝑧) = 𝑥).
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Также определимо множество листьев 𝐿:

𝐿(𝑥) ≡ ¬(∃𝑦)𝑓(𝑦) = 𝑥.

Таким образом, 𝑛 ∈ 𝐵 тогда и только тогда, когда существуют два разных листа
ℓ и ℓ′ глубины 𝑛, для которых выполнено 𝑓𝑛(ℓ) = 𝑓𝑛(ℓ′):

𝑛 ∈ 𝐵 ⇐⇒ (∃𝑦, 𝑧)
(︁
𝑦 ̸= 𝑧 ∧ 𝐿(𝑦) ∧ 𝐿(𝑧)∧

∧ 𝑓𝑛(𝑦) = 𝑓𝑛(𝑧) ∧ ¬𝑅
(︀
𝑓𝑛−1(𝑦)

)︀
∧ ¬𝑅

(︀
𝑓𝑛−1(𝑧)

)︀)︁
.

2. Уноид подмножеств

С помощью expA𝐵 обозначаем алгебру конечных подмножеств A𝐵 с соответ-
ствующей операцией:

𝑓(𝐴) = {𝑓(𝑎) : 𝑎 ∈ 𝐴}.

Наша основная теорема заключается в том, что теория алгебры expA𝐵 допус-
кает эффективную элиминацию кванторов и, в отличие от теории самой алгебры
A𝐵 , не зависит от множества 𝐵.

С помощью ⊤ обозначаем тождественно истинную формулу.
Для начала отметим определимость в expA𝐵 некоторых символов.

Лемма 1. В алгебре expA𝐵 определимы следующие символы:

1. пустое множество ∅;

2. одноместный предикат 𝑅, состоящий из множеств, не содержащих ни
одного листа, но содержащих хотя бы один корень 𝑟𝑗.

Доказательство. 1) 𝑥 = ∅ ≡ 𝑓(𝑥) = 𝑥 ∧ ¬(∃𝑦)(𝑦 ̸= 𝑥 ∧ 𝑓(𝑦) = 𝑥);
2) 𝑅(𝑥) ≡ (∃𝑦, 𝑧)(𝑦 ̸= 𝑥 ∧ 𝑧 ̸= 𝑥 ∧ 𝑦 ̸= 𝑧 ∧ 𝑓(𝑦) = 𝑥 ∧ 𝑓(𝑧) = 𝑥).

Для элиминации кванторов введём ещё одно отношение:

𝐿𝑚
𝑛 (𝑥) ≡ (∃𝑦)𝑓𝑚+𝑛(𝑦) = 𝑓𝑚(𝑥).

Заметим, что из формулы 𝐿𝑚
𝑛 (𝑥) автоматически следуют формулы 𝐿𝑚

𝑛′(𝑥) для
𝑛′ < 𝑛.

В дальнейшем нам будет полезно такое обозначение:

𝑉𝐷,𝐻(𝑥) = {(𝑑𝐷(𝑎), ℎ𝐻(𝑎)) : 𝑎 ∈ 𝑥}.

Здесь𝐷 и𝐻 — произвольные натуральные числа, ℎ𝐻(𝑎) — высота вершины 𝑎, если
она не превосходит 𝐻, или 𝐻 + 1 в противном случае; 𝑑𝐷(𝑎) — глубина вершины
𝑎, если она не превосходит 𝐷, или 𝐷+ 1 в противном случае. Иными словами, это
список глубин и высот вершин из 𝑥, ограниченных 𝐷 + 1 и 𝐻 + 1 соответственно.

Лемма 2. Пусть 𝜓(𝑥) — произвольная элементарная конъюнкция, составленная
из формул вида 𝐿𝑚

𝑛 (𝑥) и 𝑅(𝑓𝑞(𝑥)), а также их отрицаний, причём 0 ≤ 𝑛 ≤ 𝐻,
0 ≤ 𝑚, 𝑞 ≤ 𝐷. Если 𝑉𝐷,𝐻(𝑥) = 𝑉𝐷,𝐻(𝑧), то 𝜓(𝑥) ≡ 𝜓(𝑧).
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Доказательство. Прежде всего, укажем содержательное значение формул, из ко-
торых составлена конъюнкция 𝜓(𝑥):

– 𝐿𝑚
𝑛 (𝑥) означает, что все* вершины множества 𝑥 глубины более 𝑚 имеют вы-

соту не меньшую 𝑛;

– ¬𝐿𝑚
𝑛 (𝑥) означает, что существует хотя бы одна вершина в 𝑥 глубины более

𝑚 и высоты меньшей 𝑛;

– 𝑅(𝑥) означает, что 𝑥 не содержит* ни одной вершины высоты 0 и содержит
хотя бы одну вершину глубины 0;

– 𝑅(𝑓𝑞(𝑥)) для 𝑞 > 0 означает, что 𝑥 содержит хотя бы одну вершину глубины
не более 𝑞;

– ¬𝑅(𝑥) означает, что 𝑥 содержит хотя бы одну вершину высоты 0 или не
содержит* ни одной вершины глубины 0;

– ¬𝑅(𝑓𝑞(𝑥)) для 𝑞 > 0 означает, что все* вершины множества 𝑥 имеют глубину
более 𝑞.

Звёздочкой отмечены универсальные части условий, которые мы в будущем долж-
ны будем проверять при доказательстве основной теоремы.

Таким образом, 𝜓(𝑥) является утверждением только о значениях высот и глу-
бин вершин множества 𝑥, причём высоты сравниваются с величинами не превос-
ходящими 𝐻, а глубины — с величинами не превосходящими 𝐷. Следовательно,
значение этой формулы определяется исключительно множеством 𝑉𝐷,𝐻(𝑥), а если
𝑉𝐷,𝐻(𝑥) = 𝑉𝐷,𝐻(𝑧), то 𝜓(𝑥) ≡ 𝜓(𝑧).

Следствие 1. Пусть множество 𝑢 содержит хотя бы по одной вершине каж-
дой глубины и высоты из диапазонов 0, . . . , 𝐷+ 1 и 0, . . . ,𝐻 + 1 соответственно.
Если формула 𝜓 указанного в лемме 2 вида выполнима, то она выполнена для
некоторого 𝑥 ⊆ 𝑢.

Доказательство. Пусть выполнено 𝜓(𝑧). Тогда достаточно найти подмножество
𝑥 ⊆ 𝑢 такое, что 𝑉𝐷,𝐻(𝑥) = 𝑉𝐷,𝐻(𝑧). Такое 𝑥 обязательно найдётся.

Теорема 2. Теория алгебры expA𝐵 не зависит от множества 𝐵 и допускает
эффективную элиминацию кванторов в сигнатуре {𝑓,∅, 𝐿𝑚

𝑛 , 𝑅 : 𝑛,𝑚 ∈ 𝜔}.

Доказательство. Как обычно (см. [3]), для доказательства возможности эффек-
тивной элиминации кванторов достаточно для произвольной элементарной конъ-
юнкции 𝜑(𝑥) указать алгоритм построения бескванторной формулы эквивалент-
ной (∃𝑥)𝜑(𝑥). Сразу отметим, что приведённый далее алгоритм элиминации кван-
тора не зависит от множества 𝐵. Следовательно, теория алгебры expA𝐵 тоже от
𝐵 не зависит.

Если среди элементов конъюнкции 𝜑(𝑥) есть равенство 𝑥 = 𝑡 для терма 𝑡, не
содержащего переменной 𝑥, то элиминация квантора выполняется заменой 𝑥 на 𝑡
в 𝜑(𝑥): (∃𝑥)𝜑(𝑥) ≡ 𝜑(𝑡).

Если среди элементов 𝜑(𝑥) есть равенство 𝑓𝑛(𝑥) = 𝑓𝑚(𝑥) при 𝑛 ̸= 𝑚, то оно
выполнено только при 𝑥 = ∅. Следовательно, элиминация квантора выполняется
заменой 𝑥 на ∅: (∃𝑥)𝜑(𝑥) ≡ 𝜑(∅).
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В дальнейшем будем считать, что равенств указанных видов в 𝜑 нет.
Следующий случай, который следует рассмотреть, — это наличие в элементар-

ной конъюнкции нескольких равенств вида 𝑓𝑘(𝑥) = 𝑡:

𝜑(𝑥) ≡ 𝑓𝑘1(𝑥) = 𝑡1 ∧ · · · ∧ 𝑓𝑘𝑟 (𝑥) = 𝑡𝑟 ∧ 𝜑′(𝑥).

В этом случае выберем наименьшее из 𝑘𝑖, допустим, это будет 𝑘1. Тогда для каж-
дого 𝑖 > 1 равенство 𝑓𝑘𝑖(𝑥) = 𝑡𝑖 эквивалентно 𝑓𝑘𝑖−𝑘1(𝑡1) = 𝑡𝑖. Следовательно,
мы можем полагать, что в элементарной конъюнкции 𝜑 имеется не более одного
равенства вида 𝑓𝑘(𝑥) = 𝑡 причём 𝑘 ≥ 1.

Заметим, что при наличии равенства 𝑓𝑘(𝑥) = 𝑡 все неравенства 𝑓𝑝(𝑥) ̸= 𝑠 при
𝑝 ≥ 𝑘 можно заменить тем же способом: 𝑓𝑝−𝑘(𝑡) ̸= 𝑠. Аналогично 𝑅(𝑓𝑞(𝑥)) при
𝑞 ≥ 𝑘 эквивалентно 𝑅(𝑓𝑞−𝑘(𝑡)). Отношение 𝐿𝑚

𝑛 (𝑥) ≡ (∃𝑦)𝑓𝑚+𝑛(𝑦) = 𝑓𝑚(𝑥) при
𝑚 ≥ 𝑘 эквивалентно

(∃𝑦)𝑓𝑚+𝑛(𝑦) = 𝑓𝑚(𝑥) ≡ (∃𝑦)𝑓𝑚+𝑛(𝑦) = 𝑓𝑚−𝑘(𝑓𝑘(𝑥)) ≡
≡ (∃𝑦)𝑓𝑚+𝑛(𝑦) = 𝑓𝑚−𝑘(𝑡) ≡ (∃𝑦)𝑓 (𝑚−𝑘)+(𝑛+𝑘)(𝑦) = 𝑓𝑚−𝑘(𝑡) ≡ 𝐿𝑚−𝑘

𝑛+𝑘 (𝑡).

В силу вышесказанного мы теперь можем полагать, что элиминация квантора
должна происходить для формулы (∃𝑥)𝜑(𝑥) вида

(∃𝑥)
(︁
𝜓(𝑥) ∧ 𝑓𝑘(𝑥) = 𝑡 ∧

⋀︁
𝑖

𝑓𝑝𝑖(𝑥) ̸= 𝑠𝑖

)︁
. (1)

Здесь 𝜓(𝑥) — это некоторая элементарная конъюнкция формул вида 𝐿𝑚
𝑛 (𝑥) и

𝑅(𝑓𝑞(𝑥)), а также их отрицаний. При этом𝑚, 𝑞, 𝑝𝑖 < 𝑘 и 1 ≤ 𝑘 (если часть 𝑓𝑘(𝑥) = 𝑡
присутствует в формуле).

Сначала рассмотрим случай, когда равенство 𝑓𝑘(𝑥) = 𝑡 в формуле (1) отсут-
ствует. Выберем 𝐻 — наибольшее из всех 𝑛, а также 𝐷 — наибольшее из 𝑚, 𝑞, 𝑝𝑖.
Так как алгебра expA𝐵 состоит из конечных подмножеств A𝐵 , то количество эле-
ментов A𝐵 , входящих во всевозможные 𝑠𝑖, конечно. Пусть 𝑟𝑗′ — всевозможные кор-
ни кустов, содержащих вершины из 𝑠𝑖. Выберем 𝑗, превосходящее все 𝑗

′. Переберём
всевозможные варианты множеств 𝑉𝐷,𝐻(𝑥) (их существует не более 2(𝐷+2)(𝐻+2))
и выделим из них те, для которых 𝜓(𝑥) будет истинной (лемма 2 и следствие 1).
Если хотя бы одно такое 𝑉 *

𝐷,𝐻 нашлось, то, взяв в качестве 𝑥 множество вершин
куста с корнем 𝑟𝑗 , для которых 𝑉𝐷,𝐻(𝑥) = 𝑉 *

𝐷,𝐻 , мы получим истинность форму-
лы (1). Таким образом, формула (1) эквивалентна ⊤. В противном случае, когда
множество 𝑉 *

𝐷,𝐻 не найдено, формула (1) будет эквивалентна ¬⊤, так как 𝜓(𝑥)
несовместна в A𝐵 .

Пусть теперь в конъюнкции 𝜑(𝑥) присутствует равенство 𝑓𝑘(𝑥) = 𝑡. Рассмот-
рим три взаимоисключающих случая.

Первый: 𝑡 = ∅. Так как 𝑓𝑘(𝑥) = ∅, то 𝑥 = ∅, поэтому элиминация снова
выполняется простой заменой 𝑥 на ∅: (∃𝑥)𝜑(𝑥) ≡ 𝜑(∅).

Два других случая: когда для 𝑡 ̸= ∅ выполнено ¬𝑅(𝑡) или 𝑅(𝑡) соответственно.
Если выполнено ¬𝑅(𝑡), то 𝑥, для которого 𝑓𝑘(𝑥) = 𝑡, существует в точности

тогда, когда выполнено 𝐿0
𝑘(𝑡), то есть все вершины 𝑡 имеют высоту не меньшую

𝑘. Так как 𝑘 ≥ 1, то 𝑡 не может содержать листьев, а поэтому (по определению 𝑅)
множество 𝑡 не содержит и корней. Следовательно, такой 𝑥 единственен:

𝑥 = {𝑓−𝑘(𝑥) : 𝑎 ∈ 𝑡}.
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Учитывая неравенства 𝑚, 𝑝𝑖, 𝑞 < 𝑘, получаем 𝑅(𝑓𝑞(𝑥)) ≡ ¬⊤ и

𝐿𝑚
𝑛 (𝑥) ≡ (∃𝑦)𝑓𝑛+𝑚(𝑦) = 𝑓𝑚(𝑥) ≡ (∃𝑦)𝑓𝑘−𝑚(𝑓𝑛+𝑚(𝑦)) = 𝑓𝑘−𝑚(𝑓𝑚(𝑥)) ≡

≡ (∃𝑦)𝑓𝑛+𝑘(𝑦) = 𝑓𝑘(𝑥) ≡ (∃𝑦)𝑓𝑛+𝑘(𝑦) = 𝑡 ≡ 𝐿0
𝑛+𝑘(𝑡). (2)

Аналогично неравенства вида 𝑓𝑝𝑖(𝑥) ̸= 𝑠𝑖 эквивалентны 𝑓𝑘−𝑝𝑖(𝑠𝑖) ̸= 𝑡. Следова-
тельно, формула (1) эквивалентна конъюнкции перечисленных выше бесквантор-
ных формул или их отрицаний.

Пусть, наконец, выполнено 𝑅(𝑡). Это означает, что 𝑟𝑗 ∈ 𝑡 хотя бы для одного
𝑗. Если для 𝑥 выполнено 𝐿𝑚

𝑛 (𝑥), то для 𝑡 = 𝑓𝑘(𝑥) по аналогии с (2) должно вы-
полняться 𝐿0

𝑛+𝑘(𝑡), но следование теперь будет только в одну сторону, поскольку

переход от 𝑢 к 𝑓𝑘−𝑚(𝑢) теперь не является разнозначным. Далее, если выполнено
𝑅(𝑥), то 𝑥 не содержит листьев, то есть вершин высоты 0, поэтому вершины 𝑡
не могут иметь высоту меньшую 𝑘 + 1, то есть должно быть выполнено 𝐿0

1+𝑘(𝑡).
Наконец, как и в предыдущем случае должно выполняться 𝐿0

𝑘(𝑡).
Выберем 𝐻 — наибольшее из всех 𝑛, и положим 𝐷 = 𝑘 − 1. Тогда с учётом

неравенств 𝑚, 𝑞 < 𝑘 для формулы 𝜓(𝑥) будут выполнены условия леммы 2. Ана-
логично описанному выше будем для конъюнкции 𝜓 искать множество 𝑉 *

𝐷,𝐻 такое,
что при 𝑉𝐷,𝐻(𝑥) = 𝑉 *

𝐷,𝐻 формула 𝜓(𝑥) истинна. Если такого 𝑉 *
𝐷,𝐻 не нашлось, то

𝜓(𝑥) невыполнима в A𝐵 , поэтому формула (1) эквивалентна ¬⊤.
Покажем, что если 𝑉 *

𝐷,𝐻 нашлось, то 𝐿0
𝑁+𝑘(𝑡) является эквивалентной (1) бес-

кванторной формулой. Здесь 𝑁 — наибольшее из 𝑛 таких, что формула 𝐿𝑚
𝑛 (𝑥)

входит в 𝜓(𝑥) без отрицания. Если положительных вхождений формул 𝐿𝑚
𝑛 (𝑥) в

конъюнкции 𝜓(𝑥) нет, но есть положительное вхождение 𝑅(𝑥), то в качестве экви-
валентной формулы берётся 𝐿0

1+𝑘(𝑡), а если и такого нет, то 𝐿0
𝑘(𝑡). Иными словами,

эквивалентной (1) будет одна из формул вида 𝐿0
Δ+𝑘(𝑡), где ∆ ∈ {0, 1, 𝑁}.

Прежде всего заметим, что максимальная глубина из 𝑉 *
𝐷,𝐻 не превышает

𝐷+1 = 𝑘. Пусть выполнено 𝐿0
Δ+𝑘(𝑡). Множество 𝑥 образуем следующим способом.

1. Для каждого 𝑎 ∈ 𝑡, не являющегося корнем куста, 𝑥 будет содержать 𝑓−𝑘(𝑎).
Это возможно в силу 𝐿0

Δ+𝑘(𝑡).

2. Для каждого 𝑟𝑗 ∈ 𝑡 выберем вершину 𝑏𝑗 под 𝑟𝑗 такую, что её глубина равна
𝑘, высота больше 𝐻, и при этом на пути из 𝑟𝑗 в 𝑏𝑗 нет элементов ни одного
из множеств 𝑠𝑖. Включим 𝑏𝑗 в 𝑥.

3. Для каждой пары (𝑑, ℎ) ∈ 𝑉 *
𝐷,𝐻 и для каждого 𝑟𝑗 ∈ 𝑡 выберем вершину 𝑐𝑗,𝑑,ℎ

глубины 𝑑 и высоты ℎ в кусте с корнем 𝑟𝑗−(𝑘−𝑑) и включим её в 𝑥.

Прежде всего, отметим, что 𝑓𝑘(𝑥) = 𝑡. Для 𝑎 ∈ 𝑡, которые не являются корня-
ми, мы непосредственно получаем 𝑓𝑘(𝑓−𝑘(𝑎)) = 𝑎. Для 𝑟𝑗 ∈ 𝑡 мы будем иметь
𝑓𝑘(𝑏𝑗) = 𝑟𝑗 и

𝑓𝑘(𝑐𝑗,𝑑,ℎ) = 𝑓𝑘−𝑑(𝑓𝑑(𝑐𝑗,𝑑,ℎ)) = 𝑓𝑘−𝑑(𝑟𝑗−(𝑘−𝑑)) = 𝑟𝑗 .

Далее отметим, что 𝑓𝑝𝑖(𝑥) ̸= 𝑠𝑖, так как 𝑓𝑝𝑖(𝑏𝑗) лежит на пути между между
𝑟𝑗 и 𝑏𝑗 , который не содержит элементов множеств 𝑠𝑖.

Теперь рассмотрим элементы формулы 𝜓(𝑥), все виды которых перечислены в
доказательстве леммы 2.
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Сразу заметим, что в силу выбора вершин 𝑐𝑗,𝑑,ℎ их множество 𝑐 по лемме 2
удовлетворяет формуле 𝜓(𝑥), а потому все экзистенциальные утверждения истин-
ные для 𝑐 будут истинны и для 𝑥 ⊇ 𝑐. Рассмотрим универсальные утверждения
для вершин 𝑓−𝑘(𝑎) и 𝑏𝑗 .

Для формулы 𝐿𝑚
𝑛 (𝑥). Из истинности 𝐿0

𝑁+𝑘(𝑡) следует, что высоты вершин 𝑎 ∈ 𝑡

будут не меньше 𝑁 + 𝑘, а высоты 𝑓−𝑘(𝑎) — не меньше 𝑁 ≥ 𝑛. Высоты вершин 𝑏𝑗
превосходят 𝐻 и, следовательно, 𝑛. Таким образом, выполнено 𝐿𝑚

𝑛 (𝑥).
Для формулы 𝑅(𝑥). При наличии 𝑅(𝑥) в конъюнкции 𝜓(𝑥) мы получим ∆ ≥ 1.

Из истинности 𝐿0
Δ+𝑘(𝑡) следует, что высоты вершин 𝑎 будут не меньше 1 + 𝑘, а

высоты 𝑓−𝑘(𝑎) — не меньше 1. Высоты вершин 𝑏𝑗 по-прежнему превосходят 𝐻 и
𝑛. Таким образом, все вершины 𝑥 будут иметь высоту большую 0.

Для формулы ¬𝑅(𝑓𝑞(𝑥)) при 𝑞 ≥ 0. Глубина вершин 𝑎 не меньше 1, так как они
не являются корнями, следовательно, глубина вершин 𝑓−𝑘(𝑎) не меньше 1+𝑘 > 𝑞.
Глубина вершин 𝑏𝑗 равна 𝑘 > 𝑞.

Это заканчивает доказательство истинности формулы 𝜓(𝑥). Следовательно,
при наличии𝑉 *

𝐷,𝐻 из формулы 𝐿0
Δ+𝑘(𝑡) действительно следует (∃𝑥)𝜑(𝑥), то есть

эти две формулы эквивалентны.

Из теоремы сразу получаем

Следствие 2. Теория алгебры expA𝐵 является разрешимой для любого множе-
ства 𝐵.

Следствие 3. Существуют множества 𝐵, для которых алгебра A𝐵 в алгебре
expA𝐵 не интерпретируется.

Доказательство. Достаточно взять любое нерекурсивное множество 𝐵 (см. [5]).

Следствие 4. Существуют 𝐵, для которых алгебра (expA𝐵 ,∪) алгоритмически
существенно сложнее, чем алгебра expA𝐵.

Доказательство. В алгебре (expA𝐵 ,∪) определима совокупность одноэлемент-
ных множеств 𝑈 :

𝑈(𝑥) ≡ (∀𝑦)(𝑦 ∪ 𝑥 = 𝑥→ 𝑦 = 𝑥 ∨ (∀𝑧)𝑧 ∪ 𝑦 = 𝑧).

Но это 𝑈 является носителем подалгебры, изоморфной самой A𝐵 . Следователь-
но, в алгебре (expA𝐵 ,∪) всегда интерпретируется A𝐵 , что вместе с предыдущим
следствием доказывает требуемое.

Заключение

Итак, мы продемонстрировали, что существуют алгебры A, для которых ал-
гебра конечных подмножеств expA может быть существенно проще исходной, в то
время как операция объединения или аналогичные ей отношения всегда препят-
ствуют этому. В связи с этим возникает несколько естественных вопросов.

1. Можно ли тоже самое утверждать для алгебры всех, а не только конечных
подмножеств?
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2. Можно ли привести аналогичный пример для алгебр с многоместными опе-
рациями, не сводящимися к уноидам?

3. Найти общие условия, при которых алгебра (всех или только конечных) под-
множеств будет алгоритмически проще исходной.
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