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Квазигидродинамическая система была предложена Шеретовым Ю.В.
в 1993 году. Известные точные решения этой системы в подавляющем
большинстве случаев удовлетворяют либо уравнениям Навье–Стокса,
либо уравнениям Эйлера. В настоящей работе описан новый класс точ-
ных решений квазигидродинамической системы, которые не удовлетво-
ряют ни уравнениям Навье–Стокса, ни уравнениям Эйлера. Соответ-
ствующие точные решения системы Навье–Стокса получаются из по-
строенных решений предельным переходом при 𝑐𝑠 → +∞, где 𝑐𝑠 – ско-
рость звука в жидкости.
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Введение

Научное направление, связанное с построением точных решений системы На-
вье–Стокса в динамике вязкой несжимаемой жидкости, представлено во многих
монографиях и научных статьях [1–6]. Альтернативная квазигидродинамическая
(КГД) модель, имеющая глубокие связи с указанной классической системой, бы-
ла предложена Шеретовым Ю.В. в 1993 году [7]. Теоретическому обоснованию
подхода посвящены монографии [8, 9]. Найденные точные решения КГД системы
в подавляющем большинстве случаев удовлетворяли либо уравнениям Навье –
Стокса, либо уравнениям Эйлера [8–12]. Единственным исключением было реше-
ние, построенное в [8] на с. 106–107 и описывающее течение жидкости в плоском
канале с пористыми стенками.

В настоящей работе описан новый класс точных решений квазигидродина-
мической системы, которые не удовлетворяют ни уравнениям Навье–Стокса, ни
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уравнениям Эйлера. При 𝑐𝑠 → +∞, где 𝑐𝑠 – скорость звука в жидкости, эти реше-
ния стремятся поточечно к соответствующим точным решениям системы Навье–
Стокса.

1. Квазигидродинамическая система и система Навье–Стокса

Квазигидродинамическая система для нестационарных течений слабосжимае-
мой вязкой жидкости в декартовых координатах имеет вид
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+
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)︁
+ 𝜈

𝜕

𝜕𝑧

(︁𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑦

+
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑧

)︁
+

+
𝜕(𝑢𝑥𝑤𝑧)

𝜕𝑥
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𝜕𝑦
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Здесь

𝑤𝑥 = 𝜏
(︁
𝑢𝑥
𝜕𝑢𝑥
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, (1.6)

𝑤𝑧 = 𝜏
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𝑢𝑥
𝜕𝑢𝑧
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)︁
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Влияние внешних сил не учитывается. Символом 𝜈 обозначен коэффициент кине-
матической вязкости жидкости. Характерное время релаксации 𝜏 вычисляется по
формуле

𝜏 =
𝜈

𝑐2𝑠
, (1.8)
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где 𝑐𝑠 – скорость звука в жидкости. Параметры 𝜈 и 𝜏 являются положительными
константами. Постоянная средняя плотность жидкости 𝜌 положена равной едини-
це. Система (1.1) – (1.4) замкнута относительно неизвестных функций – компонент
вектора скорости 𝑢𝑥 = 𝑢𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡), 𝑢𝑦 = 𝑢𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡), 𝑢𝑧 = 𝑢𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) и давления
𝑝 = 𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡).

Пренебрегая в (1.1) –(1.4) членами, содержащими 𝜏 , получим классическую
систему Навье–Стокса в динамике вязкой несжимаемой жидкости:

𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑦

+
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑧

= 0, (1.9)
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+ 𝑢𝑥
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𝜕𝑥2
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𝜕2𝑢𝑥
𝜕𝑦2

+
𝜕2𝑢𝑥
𝜕𝑧2

)︁
, (1.10)

𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑡

+ 𝑢𝑥
𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑥

+ 𝑢𝑦
𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑦

+ 𝑢𝑧
𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑧

+
𝜕𝑝

𝜕𝑦
= 𝜈

(︁𝜕2𝑢𝑦
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑢𝑦
𝜕𝑦2

+
𝜕2𝑢𝑦
𝜕𝑧2

)︁
, (1.11)

𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑡

+ 𝑢𝑥
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑥

+ 𝑢𝑦
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑦

+ 𝑢𝑧
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑧

+
𝜕𝑝

𝜕𝑧
= 𝜈

(︁𝜕2𝑢𝑧
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑢𝑧
𝜕𝑦2

+
𝜕2𝑢𝑧
𝜕𝑧2

)︁
. (1.12)

2. Частные решения квазигидродинамической системы специального
вида

Будем искать решения системы (1.1) – (1.4) в виде

𝑢𝑥 = 𝑈, 𝑢𝑦 = 𝑉, 𝑢𝑧 = 𝜙(𝑥, 𝑦, 𝑡), 𝑝 = 𝑝0. (2.1)

Здесь 𝑈 , 𝑉 и 𝑝0 – заданные положительные константы. Подстановка (2.1) в (1.5)
– (1.7) дает

𝑤𝑥 = 0, 𝑤𝑦 = 0, 𝑤𝑧 = 𝜏
(︁
𝑈
𝜕𝜙

𝜕𝑥
+ 𝑉

𝜕𝜙

𝜕𝑦

)︁
. (2.2)

Для зависимостей (2.1) уравнения (1.1) – (1.3) удовлетворяются тождественно.
Уравнение (1.4) запишется следующим образом:

𝜕𝜙

𝜕𝑡
+ 𝑈

𝜕𝜙

𝜕𝑥
+ 𝑉

𝜕𝜙

𝜕𝑦
= 𝜈

(︁𝜕2𝜙
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝜙

𝜕𝑦2

)︁
+

+𝜏

(︂
𝑈2 𝜕

2𝜙

𝜕𝑥2
+ 2𝑈𝑉

𝜕2𝜙

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝑉 2 𝜕

2𝜙

𝜕𝑦2

)︂
. (2.3)

Любое решение 𝜙 = 𝜙(𝑥, 𝑦, 𝑡) уравнения (2.3) порождает точное решение (𝑢𝑥, 𝑢𝑦,
𝑢𝑧, 𝑝) КГД системы (1.1) – (1.4).

Займемся построением частных решений уравнения (2.3). Пусть 𝜙 = 𝜙(𝑥, 𝑡).
Тогда (2.3) примет вид

𝜕𝜙

𝜕𝑡
+ 𝑈

𝜕𝜙

𝜕𝑥
= (𝜈 + 𝜏𝑈2)

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2
. (2.4)

Принимая во внимание (1.8), представим (2.4) в эквивалентной форме

𝜕𝜙

𝜕𝑡
+ 𝑈

𝜕𝜙

𝜕𝑥
= 𝜈1

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2
. (2.5)



8 ГРИГОРЬЕВА В.В., ШЕРЕТОВ Ю.В.

Здесь

𝜈1 = 𝜈

(︂
1 +

(︁𝑈
𝑐𝑠

)︁2)︂
. (2.6)

Дополним (2.5) начальным условием

𝜙
⃒⃒⃒
𝑡=0

= 𝜙0(𝑥), 𝑥 ∈ R. (2.7)

Здесь 𝜙0(𝑥) = 𝑢𝑧 – заданная функция. Решение одномерного нестационарного
уравнения конвекции–диффузии (2.5) будем искать в виде

𝜙 = 𝛷(𝜉, 𝑡), (2.8)

где
𝜉 = 𝑥− 𝑈𝑡. (2.9)

Подставив (2.8) в (2.5), получим классическое линейное уравнение теплопровод-
ности

𝜕𝛷

𝜕𝑡
= 𝜈1

𝜕2𝛷

𝜕𝜉2
. (2.10)

Из (2.7) и (2.9) следует, что к (2.10) необходимо присоединить начальное условие

𝛷
⃒⃒⃒
𝑡=0

= 𝜙0(𝜉), 𝜉 ∈ R. (2.11)

Решение задачи Коши (2.10), (2.11) дается [13] формулой Пуассона

𝛷(𝜉, 𝑡) =
1

2
√
𝜋𝜈1𝑡

+∞�

−∞

𝜙0(𝑥*) exp

(︂
− (𝜉 − 𝑥*)2

4𝜈1𝑡

)︂
𝑑𝑥*, 𝑡 > 0. (2.12)

Следствием (2.8), (2.9), (2.12) является зависимость

𝜙(𝑥, 𝑡) =
1

2
√
𝜋𝜈1𝑡

+∞�

−∞

𝜙0(𝑥*) exp

(︂
− (𝑥− 𝑈𝑡− 𝑥*)2

4𝜈1𝑡

)︂
𝑑𝑥*, 𝑡 > 0, (2.13)

которая определяет решение задачи Коши (2.5), (2.7).

3. Примеры точных решений. Принцип суперпозиции

Приведем примеры точных решений квазигидродинамической системы.

Пример 1. Будем искать решение уравнения (2.10) в виде

𝛷(𝜉, 𝑡) = 𝐴 sin
(︁ 𝜉
𝐻

)︁
exp(−𝜆𝑡). (3.1)

Здесь 𝐴 и 𝐻 – положительные константы, имеющие размерности см/c и см соот-
ветственно. Подставляя (3.1) в (2.10), находим

𝜆 =
𝜈1
𝐻2

. (3.2)
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Из (3.1) и (3.2) следует, что

𝛷(𝜉, 𝑡) = 𝐴 sin
(︁ 𝜉
𝐻

)︁
exp
(︁
− 𝜈1𝑡
𝐻2

)︁
. (3.3)

Используя (2.1), (2.8), (2.9) и (3.3), выписываем точное решение КГД системы

𝑢𝑥 = 𝑈, 𝑢𝑦 = 𝑉, 𝑢𝑧 = 𝐴 sin
(︁𝑥− 𝑈𝑡

𝐻

)︁
exp
(︁
− 𝜈1𝑡
𝐻2

)︁
, 𝑝 = 𝑝0. (3.4)

Пример 2. Пусть 𝐵 и 𝑡0 – положительные постоянные, имеющие размерности
см2/c и с соответственно. Функция

𝛷(𝜉, 𝑡) =
𝐵

2
√︀
𝜋𝜈1(𝑡+ 𝑡0)

exp

(︂
− 𝜉2

4𝜈1(𝑡+ 𝑡0)

)︂
, 𝑡 > 0, (3.5)

задает [13] точное решение уравнения теплопроводности (2.10). Соответствующее
точное решение системы КГД имеет вид

𝑢𝑥 = 𝑈, 𝑢𝑦 = 𝑉, 𝑢𝑧 =
𝐵

2
√︀
𝜋𝜈1(𝑡+ 𝑡0)

exp

(︂
− (𝑥− 𝑈𝑡)2

4𝜈1(𝑡+ 𝑡0)

)︂
, 𝑝 = 𝑝0. (3.6)

Пример 3. Непосредственной проверкой можно убедиться в том, что набор
функций

𝑢𝑥 = 𝑈, 𝑢𝑦 = 𝑉, 𝑢𝑧 = 𝐴 sin
(︁𝑥− 𝑈𝑡

𝐻

)︁
exp
(︁
− 𝜈1𝑡
𝐻2

)︁
+

+
𝐵

2
√︀
𝜋𝜈1(𝑡+ 𝑡0)

exp

(︂
− (𝑥− 𝑈𝑡)2

4𝜈1(𝑡+ 𝑡0)

)︂
, 𝑝 = 𝑝0, (3.7)

также представляет собой точное решение КГД системы (1.1) – (1.4). При этом
составляющая скорости 𝑢𝑧 является формальной алгебраической суммой (супер-
позицией) соответствующих компонент 𝑢𝑧 из двух предыдущих примеров.

Пусть функции 𝜙1 = 𝜙1(𝑥, 𝑡) и 𝜙2 = 𝜙2(𝑦, 𝑡) удовлетворяют соответственно
уравнениям

𝜕𝜙1

𝜕𝑡
+ 𝑈

𝜕𝜙1

𝜕𝑥
= 𝜈1

𝜕2𝜙1

𝜕𝑥2
(3.8)

и
𝜕𝜙2

𝜕𝑡
+ 𝑉

𝜕𝜙2

𝜕𝑦
= 𝜈2

𝜕2𝜙2

𝜕𝑦2
. (3.9)

Здесь

𝜈1 = 𝜈

(︂
1 +

(︁𝑈
𝑐𝑠

)︁2)︂
, 𝜈2 = 𝜈

(︂
1 +

(︁𝑉
𝑐𝑠

)︁2)︂
.

Непосредственной проверкой можно убедиться в том, что функция

𝜙(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝜙1(𝑥, 𝑡) + 𝜙2(𝑦, 𝑡) (3.10)
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является решением уравнения (2.3). Принцип суперпозиции (3.10) можно проил-
люстрировать на примере.

Пример 4. Набор функций

𝑢𝑥 = 𝑈, 𝑢𝑦 = 𝑉, 𝑢𝑧 = 𝐴 sin
(︁𝑥− 𝑈𝑡

𝐻

)︁
exp
(︁
− 𝜈1𝑡
𝐻2

)︁
+

+
𝐵

2
√︀
𝜋𝜈2(𝑡+ 𝑡0)

exp

(︂
− (𝑦 − 𝑉 𝑡)2

4𝜈2(𝑡+ 𝑡0)

)︂
, 𝑝 = 𝑝0, (3.11)

образует точное решение КГД системы (1.1) – (1.4).

Пример 5. Убеждаемся в том, что функция

𝜙 = 𝜙(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝐶

(︂(︀
𝑥− 𝑈𝑡

)︀(︀
𝑦 − 𝑉 𝑡

)︀
+ 2𝜏𝑈𝑉 𝑡

)︂
удовлетворяет уравнению (2.3). Здесь положительная константа 𝐶 имеет размер-
ность см−1с−1. Соответствующее точное решение системы КГД имеет вид

𝑢𝑥 = 𝑈, 𝑢𝑦 = 𝑉, 𝑢𝑧 = 𝐶
(︁(︀
𝑥− 𝑈𝑡

)︀(︀
𝑦 − 𝑉 𝑡

)︀
+ 2𝜏𝑈𝑉 𝑡

)︁
, 𝑝 = 𝑝0, (3.12)

Заметим, что все построенные решения квазигидродинамической системы не
удовлетворяют ни системе Навье–Стокса, ни системе Эйлера. Однако соответству-
ющие точные решения системы Навье–Стокса можно получить формальным пре-
дельным переходом при 𝑐𝑠 → +∞.

Заключение

Актуальной и непростой является задача о нахождении новых классов точ-
ных решений квазигидродинамической системы, не удовлетворяющих классиче-
ским уравнениям гидродинамики. Это позволило бы понять, при каких условиях
наблюдаются заметные расхождения решений КГД системы и системы Навье–
Стокса, и какое из решений лучше соответствует экспериментальным данным.
Использованию регуляризованных уравнений гидродинамики для построения но-
вых вычислительных алгоритмов посвящены работы [14–17].
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The quasi-hydrodynamic system was proposed by Sheretov Yu.V. in 1993.
The known exact solutions of this system in the overwhelming majority
of cases satisfy either the Navier–Stokes equations or the Euler equations.
This paper describes a new class of exact solutions of quasi-hydrodynamic
system that satisfy neither the Navier–Stokes equations, nor the Euler equa-
tions. The corresponding exact solutions of the Navier–Stokes system are
obtained from the constructed solutions by passing to the limit at 𝑐𝑠 → +∞,
where 𝑐𝑠 is the sonic velocity in the fluid.
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