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Ранее был доказан следующий результат: если абелева группа G не яв-
ляется группой кручения, то теория моноида ее конечных подмножеств
позволяет интерпретировать элементарную арифметику. В настоящей
работе мы приводим пример, который показывает, что аналогичный
результат можно получить и, по крайней мере, для некоторых групп
кручения.
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Введение

Изучение алгоритмических особенностей логических языков для алгебраиче-
ских систем является одной из центральных проблем математической логики. Эта
отрасль имеет глубокие связи с практикой, так как тесно соотносится с теорией за-
просов к базам данных. Например, традиционная ныне реляционная модель базы
данных фактически представляет собой конечную алгебраическую систему, кото-
рая вложена в бесконечный универсум — предметную область. Такой подход идёт
ещё от основополагающих работ Э.Кодда [4] и П.Канеллакиса [10]. Язык запросов
в этом случае является тем или иным диалектом языка логики первого порядка
или её расширений, что тоже восходит к Э.Кодду. Поскольку при вложении базы
данных в универсум может появиться возможность оперировать произвольными
элементами последнего, то мы оказываемся в ситуации, когда формулы логиче-
ского языка нужно анализировать для произвольной алгебраической системы.

Современные системы управления базами данных допускают широкие возмож-
ности в использовании сложных типов данных. Наряду с традиционными атом-
ными типами (числами, строками) они позволяют оперировать массивами, множе-
ствами и более сложными структурами. С точки зрения математики такие данные
таких типов представляют собой множества, векторы и другие объекты, которые
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можно образовывать из атомных элементов универсума. Таким образом, универ-
сум базы данных может состоять из производных объектов, например, подмно-
жеств какого-то иного, исходного универсума.

Если рассматривать теории таких, производных систем по сравнению с исход-
ными, то результаты могут весьма разниться. Например, одно из доказательств
разрешимости арифметики Скулема заключается в представлении её в виде пря-
мой суммы счётно бесконечного количества экземпляров арифметики Пресбурге-
ра [11], то есть множества векторов из натуральных чисел. Если в качестве исход-
ного универсума взять множество строк, то его подмножества будут языками [9].
Некоторые результаты об алгоритмических свойствах алгебры языков получены
в [6,7]. В зависимости от множества рассматриваемых операций могут получаться
как разрешимые, так и неразрешимые теории.

Нужно уточнить, что рассмотрение алгебры подмножеств неэквивалентно мо-
надической логике второго порядка [3, 12]. Дело в том, что язык этой алгебры
может не содержать средств, позволяющих выделить объекты первого порядка
или их эквиваленты. Например, в [1] построен пример, в котором теория алгеб-
ры подмножеств оказывается алгоритмически проще исходной, что для логики
второго порядка невозможно.

В настоящей работе мы рассматриваем алгоритмические свойства теории ко-
нечных подмножеств, когда универсумом является одна из наиболее важных групп
кручения — аддитивная группа рациональных чисел по модулю 1. Сами по себе
группы кручения часто возникают в информатике, например, для ограниченных
типов данных. Тривиальный пример — ограниченные (одно-, двух-, четырёхбай-
товые и т. д.) целочисленные значения с операцией сложения, они как раз дают
пример циклической группы. Составленные из них конечные векторы образуют с
поэлементными операциями уже бесконечную группу кручения.

Ранее, в работах [2, 5, 8], мы уже рассматривали вопрос о выразительных воз-
можностях алгебры конечных подмножеств некоторых моноидов. В [8] было до-
казано, что теория таких моноидов позволяет интерпретировать элементарную
арифметику, в частности, она неразрешима. Условия, которые накладывались на
исходные моноиды, были следующими: они должны быть коммутативными, допус-
кать сокращение и иметь хотя бы один элемент бесконечного порядка. Например,
такими моноидами являются все абелевы группы, которые не являются группами
кручения. Вместе с тем не все перечисленные условия будут необходимыми для
справедливости теоремы. Например, в работах [2] и [5] продемонстрировано, что
то же самое выполняется для любых свободных моноидов, то есть моноидов слов
с конкатенацией. Очевидно, что в случае неодносимвольных алфавитов коммута-
тивность отсутствует.

Поэтому в [8] в качестве одного из открытых вопросов сформулирован такой:
определить являются ли необходимыми остальные условия? В частности, необхо-
димо ли наличие элемента бесконечного порядка? Иными словами, может ли для
абелевой группы кручения моноид её конечных подмножеств позволять интер-
претировать элементарную арифметику. Методы интерпретации, которые были
использованы в предыдущих работах [5,8], для групп кручения принципиально не
подходят, так как базируются именно на некотором элементе бесконечного поряд-
ка и порожденных им.

В настоящей работе мы показываем, что, тем не менее, сформулированная вы-
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ше теорема может быть справедлива и для групп кручения. Мы рассматриваем
аддитивную группу рациональных чисел по модулю 1, или, что эквивалентно, пол-
ную группу корней из единицы на комплексной плоскости. Мы доказываем, что
аддитивная алгебра конечных подмножеств этой группы позволяет интерпрети-
ровать элементарную арифметику.

1. Определения

Рассмотрим аддитивную группу Q = (Q,+,−, 0) рациональных чисел по мо-
дулю 1. Множество Q состоит из рациональных чисел, принадлежащих проме-
жутку [0; 1). Бинарной операцией является сложение +, если результат при этом
будет больше или равен единице, то от него берётся дробная часть. Изоморфной
является полная мультипликативная группа корней из единицы на комплексной
плоскости.

Как обычно для аддитивных групп при помощи 𝑛𝑎 или 𝑛 · 𝑎 для натурального
𝑛 обозначаем кратную сумму:

𝑛𝑎 = 𝑎+ · · · + 𝑎⏟  ⏞  
𝑛

.

Группа Q является группой кручения, так как для любого рационального
𝑎 = 𝑝

𝑞 , получим 𝑞𝑎 = 𝑞 · 𝑝𝑞 = 0. Очевидным является такое свойство: эта груп-
па содержит элементы всех натуральных порядков. Порядок элемента 𝑎 группы
обозначаем с помощью ord 𝑎.

Далее для удобства мы будем использовать буквы начала латинского алфави-
та 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒 для обозначения элементов исходной группы; буквы конца алфавита
𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝑥, 𝑦, 𝑧 — для обозначения конечных подмножеств, составленных из этих эле-
ментов; буквы 𝑖, 𝑗, 𝑘, ℓ,𝑚, 𝑛, 𝑝, 𝑞 — для натуральных чисел, о чём иногда не будем
специально упоминать.

Наше внимание будет сосредоточено на изучении моноида конечных подмно-
жеств группы Q с той же операцией +. Иными словами, носителем алгебры бу-
дет множество конечных подмножеств Q, а операция над этими подмножествами
определена так:

𝑥+ 𝑦 = {𝑎+ 𝑏 : 𝑎 ∈ 𝑥, 𝑏 ∈ 𝑦}.

Если одно из множеств является одноэлементным, то вместо 𝑥 + {𝑎} или {𝑎} + 𝑦
мы будем писать просто 𝑥+𝑎 и 𝑎+𝑦 соответственно. Аналогичным образом запись
𝑥−𝑎 означает 𝑥+{−𝑎}. Иными словами, при помощи 𝑥±𝑎 мы обозначаем результат
действия группы Q на множестве своих подмножеств простыми сдвигами.

Нейтральным элементом является множество, состоящее из одного нуля:
𝐸 = {0}. Поэтому полагаем 0𝑥 = 𝐸.

Очевидно, что нулем в этом моноиде является пустое множество: 𝑥+∅ = ∅. С
другой стороны, из непустых множеств с помощью + пустое никогда не получится,
поэтому непустые множества образуют определимый подмоноид Q* = (Q*,+, 𝐸),
который мы и будем далее изучать.

Как и в любом моноиде определимы нейтральный элемент:

𝑥 = 𝐸 ≡ (∀𝑦)𝑥+ 𝑦 = 𝑦,
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а также множество 𝐼 обратимых элементов:

𝐼(𝑥) ≡ (∃𝑦)𝑥+ 𝑦 = 𝐸.

2. Общие свойства подмножеств абелевых групп кручения

В этом параграфе мы рассматриваем несколько более общую ситуацию: про-
извольную аддитивную абелеву группу кручения G = (𝐺,+,−, 0) и моноид G* её
непустых конечных подмножеств.

Подмножества в группах кручения. Установим ряд свойств элементов G*.

Лемма 1. Если 𝑥 содержит 0, то 𝑦 ⊆ 𝑥+ 𝑦.

Доказательство. Если 𝑥 = 𝐸 ∪ 𝑥′, то 𝑦 = 𝑦 + 𝐸 ⊆ (𝑦 + 𝐸) ∪ (𝑦 + 𝑥′) = 𝑦 + 𝑥.

Лемма 2. Если 𝑥 является подгруппой G, то 𝑦+𝑥 = 𝑥 выполнено тогда и только
тогда, когда 𝑦 ⊆ 𝑥.

Доказательство. Так как 𝑥 содержит 0, то из 𝑥 + 𝑦 = 𝑥 по предыдущей лемме
получаем 𝑦 ⊆ 𝑥+ 𝑦 = 𝑥. Обратное тривиально.

Лемма 3. Обратимыми элементами в G* являются в точности одноэлемент-
ные множества.

Доказательство. Очевидно {𝑎}+{−𝑎} = {0} = 𝐸. Если 𝑥 содержит два элемента,
то 𝑥+𝑦 тоже будет содержать не менее двух элементов, то есть не может совпадать
с 𝐸.

Лемма 4. Равенство 𝑥+ 𝑥 = 𝑥 выполнено в моноиде G* тогда и только тогда,
когда 𝑥 — подгруппа в G.

В частности, из 𝑥+ 𝑥 = 𝑥 следует 0 ∈ 𝑥.

Доказательство. Пусть 𝑥 + 𝑥 = 𝑥, 𝑎, 𝑏 — любые элементы 𝑥, тогда, очевидно,
𝑎+ 𝑏 ∈ 𝑥+ 𝑥 = 𝑥. Далее получаем 2𝑎 = 𝑎+ 𝑎 ∈ 𝑥+ 𝑥 = 𝑥, 3𝑎 = 2𝑎+ 𝑎 ∈ 𝑥+ 𝑥 = 𝑥 и
т. д. Следовательно, 𝑛𝑎 ∈ 𝑥 для всех 𝑛, в частности, если ord 𝑎 = 𝑞, то 0 = 𝑞𝑎 ∈ 𝑥
и −𝑎 = (𝑞 − 1)𝑎 ∈ 𝑥.

Обратное утверждение тривиально.

Лемма 5. Пусть 𝑥 — конечное множество, содержащее 0. Тогда существует
положительное натуральное число 𝑛 такое, что 𝑛𝑥 = (𝑛+ 1)𝑥.

Доказательство. Если 𝑥 = {0}, то 1𝑥 = 2𝑥.
В противном случае пусть 𝑥 состоит из нуля и ненулевых элементов 𝑎1, . . . , 𝑎𝑘,

где ord 𝑎𝑖 = 𝑞𝑖 для 𝑖 = 1, . . . , 𝑘. Тогда 𝑚𝑥 состоит в точности из сумм вида
𝑗1𝑎1+ · · ·+𝑗𝑘𝑎𝑘, где 𝑗1+ · · ·+𝑗𝑘 ≤ 𝑚. Так как каждое из слагаемых 𝑗𝑖𝑎𝑖 может при-
нимать 𝑞𝑖 разных значений, то общее количество таких сумм не превосходит произ-
ведения 𝑞1 . . . 𝑞𝑘. Следовательно, всевозможных значений для 𝑚𝑥 конечно много.
С другой стороны, так как 0 ∈ 𝑥, то по лемме 1 имеем 𝑚𝑥 ⊆ 𝑚𝑥 + 𝑥 = (𝑚 + 1)𝑥,
поэтому множества 𝑚𝑥 образуют неубывающую последовательность. Значит, на
некотором шаге мы получим 𝑚𝑥 = (𝑚+ 1)𝑥.
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Следствие 1. Указанное в лемме множество 𝑦 = 𝑛𝑥 = (𝑛 + 1)𝑥 является под-
группой, порожденной 𝑥.

Доказательство. Из 𝑛𝑥+ 𝑥 = 𝑛𝑥 по индукции вытекает 𝑛𝑥+ 𝑛𝑥 = 𝑛𝑥, по лемме
4 это означает, что 𝑛𝑥 — подгруппа.

С другой стороны, любая подгруппа 𝑧, включающая 𝑥, должна включать и все
𝑚𝑥, следовательно, 𝑛𝑥 ⊆ 𝑧.

Далее порождённую непустым множеством 𝑥 ⊆ 𝐺 подгруппу обозначаем с по-
мощью ⟨𝑥⟩.

Лемма 6. Пусть 𝑥 — конечное множество. Тогда порожденная 𝑥 подгруп-
па 𝑦 = ⟨𝑥⟩ — это наименьшее множество 𝑦, удовлетворяющее условиям
𝑥+ 𝑦 = 𝑦 + 𝑦 = 𝑦.

Доказательство. Для ⟨𝑥⟩ равенства 𝑥 + ⟨𝑥⟩ = ⟨𝑥⟩ + ⟨𝑥⟩ = ⟨𝑥⟩ непосредственно
получаются из определения порождённой подгруппы.

Согласно лемме 4 из 𝑦 + 𝑦 = 𝑦 вытекает, что 𝑦 — подгруппа. Так как 0 ∈ 𝑦,
то 𝑥 ⊆ 𝑥 + 𝑦 = 𝑦. Следовательно, ⟨𝑥⟩ ⊆ 𝑦, а наименьшим из таких 𝑦 и является
подгруппа ⟨𝑥⟩.

Следствие 2. Порожденная 𝑥 подгруппа ⟨𝑥⟩ определима в логике первого порядка
в алгебре G*.

Доказательство. Определяющей формулой является:

𝑦 = ⟨𝑥⟩ ≡ 𝑦 + 𝑦 = 𝑦 ∧ 𝑦 + 𝑥 = 𝑦 ∧ (∀𝑧)(𝑧 + 𝑧 = 𝑧 ∧ 𝑧 + 𝑥 = 𝑧 → 𝑦 + 𝑧 = 𝑧).

Поскольку из 𝑧 + 𝑧 = 𝑧 вытекает, что 𝑧 — подгруппа, то заключение импликации
эквивалентно 𝑦 ⊆ 𝑧 (лемма 2).

Определение 1 (Ядро множества 𝑥, ker𝑥). Ядром множества 𝑥 назовём наи-
меньшую подгруппу H такую, что 𝑥 включено в один из смежных классов по H.
Обозначаем ядро с помощью ker𝑥.

Следствие 3. ker𝑥 ⊆ ⟨𝑥⟩.

Доказательство. Для ⟨𝑥⟩ очевидно выполнено 𝑥 ⊆ 0 + ⟨𝑥⟩, поэтому ker𝑥 ⊆ ⟨𝑥⟩ по
определению.

Лемма 7. Для любого множества 𝑥 ядро ker𝑥 существует.

Доказательство. Пусть 𝑎 ∈ 𝑥. Рассмотрим совокупность всех подгрупп H𝑖, 𝑖 ∈ 𝐽 ,
обладающих необходимым свойством, то есть 𝑥 ⊆ 𝑎+ H𝑖 для всех 𝑖 ∈ 𝐽 . Следова-
тельно,

𝑥 ⊆
⋂︁
𝑖

(𝑎+ H𝑖) = 𝑎+
⋂︁
𝑖

H𝑖 = 𝑎+ H

для некоторой подгруппы H, которая и будет наименьшей, то есть ядром 𝑥.

Следствие 4. Если 0 ∈ 𝑥, то ker𝑥 = ⟨𝑥⟩.
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Доказательство. Взяв 0 в качестве 𝑎 в доказательстве леммы 7, мы получим
H =

⋂︀
𝑖

H𝑖 для всех H𝑖, включающих 𝑥. Но последнее пересечение по определению

и является порождённой 𝑥 подгруппой ⟨𝑥⟩.

Лемма 8. Если 𝑎 ∈ 𝑥, то ker𝑥 = ⟨𝑥− 𝑎⟩ и эта подгруппа является наименьшей
среди всевозможных ⟨𝑥− 𝑏⟩, 𝑏 ∈ 𝐺.

Доказательство. Очевидно, что ker𝑥 = ker(𝑥 − 𝑏) для любого 𝑏 ∈ 𝐺, так как
𝑥 ⊆ 𝑎 + H тогда и только тогда, когда 𝑥 − 𝑏 ⊆ (𝑎 − 𝑏) + H для произвольной
подгруппы H. С другой стороны, при 𝑎 ∈ 𝑥 мы получаем 0 ∈ 𝑥 − 𝑎, согласно
следствию 4 имеем ker𝑥 = ker(𝑥− 𝑎) = ⟨𝑥− 𝑎⟩.

Для произвольного 𝑏 ∈ 𝐺 получаем ker𝑥 = ker(𝑥− 𝑏) ⊆ ⟨𝑥− 𝑏⟩.

Следствие 5. Ядро множества определимо в логике первого порядка в моноиде
подмножеств G*.

Доказательство. Определяющей формулой является:

𝑦 = ker𝑥 ≡ (∃𝑢)
(︁
𝐼(𝑢) ∧ 𝑦 = ⟨𝑥− 𝑢⟩ ∧ (∀𝑣)(𝐼(𝑣) → ⟨𝑥− 𝑢⟩ + ⟨𝑥− 𝑣⟩ = ⟨𝑥− 𝑣⟩)

)︁
.

Равенство ⟨𝑥− 𝑢⟩ + ⟨𝑥− 𝑣⟩ = ⟨𝑥− 𝑣⟩ эквивалентно включению ⟨𝑥− 𝑢⟩ ⊆ ⟨𝑥− 𝑣⟩,
поскольку 0 ∈ ⟨𝑥− 𝑣⟩.

Лемма 9. Для любого 𝑥 равенство ⟨𝑥⟩ = ker𝑥 имеет место тогда и только
тогда, когда ⟨𝑥⟩ = 𝑛𝑥 для всех натуральных 𝑛, начиная с некоторого.

Доказательство. Пусть ⟨𝑥⟩ = ker𝑥, это означает ⟨𝑥⟩ = ker𝑥 = ⟨𝑥− 𝑎⟩ для любого
𝑎 ∈ 𝑥 согласно лемме 8. Используя следствие 1, получим ⟨𝑥− 𝑎⟩ = 𝑛(𝑥 − 𝑎) для
всех 𝑛, начиная с некоторого 𝑛0, так как 0 ∈ 𝑥 − 𝑎. Из 𝑎 ∈ 𝑥 получаем 𝑛𝑎 ∈ ⟨𝑥⟩
для всех 𝑛, поэтому для всех 𝑛 ≥ 𝑛0 мы получим

𝑛𝑥 = 𝑛(𝑎+ (𝑥− 𝑎)) = 𝑛𝑎+ 𝑛(𝑥− 𝑎) = 𝑛𝑎+ ⟨𝑥− 𝑎⟩ = 𝑛𝑎+ ⟨𝑥⟩ = ⟨𝑥⟩ ,

что и требуется.
Пусть теперь ⟨𝑥⟩ = 𝑛𝑥 для всех 𝑛, начиная с некоторого 𝑛0. Возьмём любой

𝑏 ∈ 𝐺, ord 𝑏 = 𝑞. Тогда для любого 𝑛 большего 𝑛0 и кратного 𝑞 мы получим
𝑛(𝑥−𝑏) = 𝑛𝑥−𝑛𝑏 = ⟨𝑥⟩, следовательно, ⟨𝑥⟩ = 𝑛(𝑥−𝑏) ⊆ ⟨𝑥− 𝑏⟩. Итак, ⟨𝑥⟩ является
наименьшем среди всевозможных ⟨𝑥− 𝑏⟩. По лемме 8 получаем ker𝑥 = ⟨𝑥⟩.

Определимость в G*. Следующим нашим шагом будет показать возможность
определения в моноиде G* двухэлементных подмножеств и кратных им.

Лемма 10. Для каждого 𝑛 существует формула 𝑂𝑛 такая, что 𝑂𝑛(𝑥) истинна
в моноиде G* в том и только том случае, когда ker𝑥 содержит элемент порядка
𝑛 или больше.

Доказательство. Очевидно,

𝑂𝑛(𝑥) ≡ (∃𝑧)
(︁
𝑧 + ker𝑥 = ker𝑥 ∧ 𝐼(𝑧) ∧

𝑛−1⋀︁
𝑖=1

𝑖𝑧 ̸= 𝐸
)︁
.
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Лемма 11. Для каждого 𝑛 существует формула 𝐴𝑛 такая, что 𝐴𝑛(𝑥) истинна
в моноиде G* в том и только том случае, когда ker𝑥 содержит ровно 𝑛 элемен-
тов.

Доказательство. Очевидно,

𝐴𝑛(𝑥) ≡ (∃𝑧1, . . . , 𝑧𝑛)

(︂⋀︁
�̸�=𝑗

𝑧𝑖 ̸= 𝑧𝑗 ∧
⋀︁
𝑖

(︀
𝑧𝑖 + ker𝑥 = ker𝑥 ∧ 𝐼(𝑧𝑖)

)︀
∧

∧ (∀𝑧)
(︁(︀
𝑧 + ker𝑥 = ker𝑥 ∧ 𝐼(𝑧)

)︀
→
⋁︁
𝑖

𝑧 = 𝑧𝑖

)︁)︂
.

Лемма 12. Пусть ker𝑥 содержит только элементы порядка 4 или меньше.
Множество 𝑥 содержит два элемента тогда и только тогда, когда выполнено
одно из условий

1. ker𝑥 содержит два элемента и 𝑥 = 𝑎+ ker𝑥 для некоторого 𝑎 ∈ 𝐺;

2. ker𝑥 содержит три элемента, ker𝑥 = ⟨𝑧⟩ = 2𝑧 и 𝑥 = 𝑎 + 𝑧 для некоторых
𝑧 ̸= ker𝑥 и 𝑎 ∈ 𝐺;

3. ker𝑥 содержит четыре элемента, ker𝑥 = ⟨𝑧⟩ = 3𝑧 ̸= 2𝑧 и 𝑥 = 𝑎 + 𝑧 для
некоторых 𝑧 и 𝑎 ∈ 𝐺.

Доказательство. Пусть 𝑥 = 𝑎+{0, 𝑏}. Тогда ker𝑥 = ⟨0, 𝑏⟩ и состоит из всевозмож-
ных элементов вида 𝑛𝑏. По условию ord 𝑏 ≤ 4, поэтому

– при ord 𝑏 = 2 получаем ker𝑥 = {0, 𝑏} и 𝑥 = 𝑎+ ker𝑥;

– при ord 𝑏 = 3 получаем ker𝑥 = {0, 𝑏, 2𝑏}, поэтому для 𝑧 = {0, 𝑏} ≠ ker𝑥 = ⟨𝑧⟩
имеем 𝑥 = 𝑎+ 𝑧, ker𝑥 = 2𝑧;

– при ord 𝑏 = 4 выполнено ker𝑥 = {0, 𝑏, 2𝑏, 3𝑏}, поэтому для 𝑧 = {0, 𝑏} имеем
𝑥 = 𝑎+ 𝑧, ker𝑥 = ⟨𝑧⟩ = 3𝑧, ker𝑥 ̸= 2𝑧 = {0, 𝑏, 2𝑏}.

Докажем утверждение в обратную сторону. Если 𝑥 = 𝑎+ ker𝑥, где ker𝑥 содер-
жит два элемента, то 𝑥, очевидным образом, тоже содержит два элемента.

Если выполнен пункт 2), то ker𝑥 = {0, 𝑏, 2𝑏} для некоторого 𝑏, так как любая
группа порядка три является циклической. Получаем 𝑧 ⊆ ⟨𝑧⟩ = ker𝑥, то есть 𝑧
содержит не больше трёх элементов. Так как 2𝑧 = ker𝑥, то 𝑧 не может содержать
один элемент. С другой стороны, 𝑧 не может содержать три элемента, так как в
этом случае 𝑧 = ker𝑥. Поэтому 𝑧, как и 𝑥, содержит два элемента.

Пусть, наконец, выполнен пункт 3). Как и в предыдущем случае получаем
𝑧 ⊆ ⟨𝑧⟩ = ker𝑥, то есть 𝑧 содержит не больше четырёх элементов, но при этом
не может содержать ровно один элемент или ровно четыре элемента. Допустим,
что 𝑧 содержит три элемента 𝑑1, 𝑑2, 𝑑3, но не содержит 𝑑0 ∈ ⟨𝑧⟩. Так как из любой
пары неравных элементов 𝑑𝑖 − 𝑑1 и 𝑑𝑖 − 𝑑2, 𝑖 = 0, 1, 2, 3, множество 𝑧 содержит
хотя бы один, то 2𝑧 содержит все 𝑑𝑖 = (𝑑𝑖 − 𝑑𝑗) + 𝑑𝑗 , 𝑗 = 1, 2, то есть совпадает
с ker𝑥, что невозможно. Поэтому единственный возможный случай — 𝑧, как и 𝑥,
содержит два элемента.
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Лемма 13. Пусть ker𝑥 содержит хотя бы один элемент порядка 5 или больше.
Множество 𝑥 содержит два элемента тогда и только тогда, когда кроме 2𝑥
существует еще ровно одно множество 𝑢, для которого 3𝑥 = 𝑢+ 𝑥.

Доказательство. Пусть 𝑥 = 𝑎+{0, 𝑏}, где 𝑏 ̸= 0. Сразу отметим, что в этом случае
ker𝑥 состоит всех кратных 𝑏. В частности, это означает, что ord 𝑏 ≥ 5.

Получаем 2𝑥 = 2𝑎+{0, 𝑏, 2𝑏}. Положим 𝑢 = 2𝑎+{0, 2𝑏}. Очевидно, 𝑢 ̸= 𝑥 и при
этом 𝑢+ 𝑥 = 3𝑎+ {0, 𝑏, 2𝑏, 3𝑏} = 3𝑥.

Допустим теперь, что 3𝑥 = 𝑣 + 𝑥 для некоторого 𝑣. Тогда
3𝑎 + {0, 𝑏, 2𝑏, 3𝑏} = 𝑎 + (𝑣 ∪ (𝑏 + 𝑣)) и 2𝑎 + {0, 𝑏, 2𝑏, 3𝑏} = 𝑣 ∪ (𝑏 + 𝑣). Следо-
вательно, 𝑣 ⊆ 2𝑎 + {0, 𝑏, 2𝑏, 3𝑏} и 𝑏 + 𝑣 ⊆ 2𝑎 + {0, 𝑏, 2𝑏, 3𝑏}. Последнее означает
𝑣 ⊆ 2𝑎 + {0, 𝑏, 2𝑏,−𝑏}. Так как ord 𝑏 ≥ 5, то 4𝑏 ̸= 0 и 3𝑏 ̸= −𝑏. Поэтому
𝑣 ⊆ (2𝑎 + {0, 𝑏, 2𝑏, 3𝑏}) ∩ (2𝑎 + {0, 𝑏, 2𝑏,−𝑏}) = 2𝑎 + {0, 𝑏, 2𝑏}. Так как 3𝑥 = 𝑣 + 𝑥,
𝑥 содержит два элемента, а 3𝑥 — четыре, то 𝑣 должно состоять как минимум из
двух элементов. Поэтому есть четыре возможных значения для 𝑣:

– 𝑣 = 2𝑎+ {0, 𝑏}, 𝑣 + 𝑥 = 3𝑎+ {0, 𝑏, 2𝑏} ≠ 3𝑥;

– 𝑣 = 2𝑎+ {0, 2𝑏} = 𝑢, 𝑣 + 𝑥 = 3𝑎+ {0, 𝑏, 2𝑏, 3𝑏} = 3𝑥;

– 𝑣 = 2𝑎+ {𝑏, 2𝑏}, 𝑣 + 𝑥 = 3𝑎+ {𝑏, 2𝑏, 3𝑏} ≠ 3𝑥;

– 𝑣 = 2𝑎+ {0, 𝑏, 2𝑏} = 2𝑥, 𝑣 + 𝑥 = 3𝑎+ {0, 𝑏, 2𝑏, 3𝑏} = 3𝑥.

Таким образом, 𝑣 может принимать всего два значения: 2𝑥 и 𝑢, что и требуется.
Докажем теперь противоположное утверждение. Допустим, 𝑥 содержит только

один элемент 𝑎, тогда 3𝑥 = {3𝑎} и равенство 𝑢 + 𝑥 = 3𝑥 возможно только при
𝑢 = {2𝑎} = 2𝑥, что противоречит условию.

Теперь допустим, что 𝑥 содержит как минимум три элемента: 𝑥 = {𝑎, 𝑏, 𝑐, . . . },
где 𝑎 ̸= 𝑏 ̸= 𝑐 ̸= 𝑎. Рассмотрим множества 2𝑥, 𝑢 = 2𝑥 ∖ {𝑎 + 𝑏}, 𝑣 = 𝑢 ∖ {𝑎 + 𝑐}.
Так как 𝑏 ̸= 𝑐, то 𝑎 + 𝑐 ̸= 𝑎 + 𝑏, поэтому множества 2𝑥, 𝑢, 𝑣 попарно различны.
Очевидно, 𝑣 ⊆ 𝑢 ⊆ 2𝑥, поэтому 𝑣 + 𝑥 ⊆ 𝑢+ 𝑥 ⊆ 2𝑥+ 𝑥 = 3𝑥.

Покажем, что 3𝑥 ⊆ 𝑣 + 𝑥. Множество 3𝑥 состоит из всевозможных тройных
сумм элементов 𝑥. Рассмотрим суммы вида (𝑎 + 𝑏) + 𝑑 ∈ 3𝑥, для которых первое
слагаемое 𝑎+ 𝑏 не принадлежит 𝑣. Есть следующие варианты:

– 𝑑 = 𝑎. Так как 𝑎 отличается от 𝑏 и 𝑐, то 𝑎 + 𝑎 отличается от 𝑎 + 𝑏 и 𝑎 + 𝑐,
поэтому 𝑎+ 𝑎 ∈ 𝑣 и мы получаем (𝑎+ 𝑏) + 𝑎 = (𝑎+ 𝑎) + 𝑏 ∈ 𝑣 + 𝑥.

– 𝑑 ̸= 𝑎 и 𝑑+ 𝑏 ̸= 𝑎+ 𝑐. Так как 𝑎 отличается от 𝑑, то 𝑑+ 𝑏 отличается от 𝑎+ 𝑏,
поэтому 𝑑+ 𝑏 ∈ 𝑣 и мы получаем (𝑎+ 𝑏) + 𝑑 = (𝑑+ 𝑏) + 𝑎 ∈ 𝑣 + 𝑥.

– 𝑑 ̸= 𝑎 и 𝑑 + 𝑏 = 𝑎 + 𝑐. Как и в первом случае 𝑎 + 𝑎 ∈ 𝑣, поэтому получаем
(𝑎+ 𝑏) + 𝑑 = (𝑑+ 𝑏) + 𝑎 = (𝑎+ 𝑐) + 𝑎 = (𝑎+ 𝑎) + 𝑐 ∈ 𝑣 + 𝑥.

Аналогично рассматриваются суммы вида (𝑎+𝑐)+𝑑. Для сумм иных видов никаких
преобразований не требуется.

Следовательно, кроме 2𝑥 существуют как минимум два множества 𝑢 и 𝑣, для
которых 3𝑥 = 𝑢+ 𝑥 = 𝑣 + 𝑥, что противоречит условию.

Комбинируя две предыдущие леммы мы получаем
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Теорема 1. В моноиде G* существует формула 𝐷(𝑥), выделяющая в точности
двухэлементные множества.

Доказательство. Согласно леммам 12 и 13 в качестве искомой формулы может
быть взята следующая:

𝐷(𝑥) ≡ ¬𝑂5(𝑥) ∧
(︁
𝐴2(𝑥) ∧ (∃𝑎)(𝐼(𝑎) ∧ 𝑥 = 𝑎+ ker𝑥)∨

∨𝐴3(𝑥) ∧ (∃𝑎, 𝑧)(𝐼(𝑎) ∧ 𝑥 = 𝑎+ 𝑧 ∧ ker𝑥 = 2𝑧 ∧ ker𝑥 ̸= 𝑧 ∧ ker𝑥 = ⟨𝑧⟩)∨

∨𝐴4(𝑥) ∧ (∃𝑎, 𝑧)(𝐼(𝑎) ∧ 𝑥 = 𝑎+ 𝑧 ∧ ker𝑥 = 3𝑧 ∧ ker𝑥 ̸= 2𝑧 ∧ ker𝑥 = ⟨𝑧⟩)
)︁
∨

∨𝑂5(𝑥) ∧ (∃𝑢)
(︁

3𝑥 = 𝑢+ 𝑥 ∧ 𝑢 ̸= 2𝑥 ∧ (∀𝑣)
(︀
3𝑥 = 𝑣 + 𝑥→ 𝑣 = 2𝑥 ∨ 𝑣 = 𝑢

)︀)︁
.

Рассмотрим формулу

𝑃 (𝑦, 𝑥) ≡ 𝑦 + 𝑥 ̸= 𝑦 ∧ (∀𝑢, 𝑣)
(︀
𝑢+ 𝑣 = 𝑦 ∧ ¬𝐼(𝑣) → (∃𝑤)𝑢+ 𝑤 + 𝑥 = 𝑦

)︀
.

Лемма 14. Пусть 𝑥 содержит два элемента, ⟨𝑥⟩ = ker𝑥 и формула 𝑃 (𝑦, 𝑥)
истинна в моноиде G*. Тогда 𝑦 = 𝑚𝑥+𝑎 для некоторых натурального 𝑚 и 𝑎 ∈ 𝐺.

Доказательство. Согласно лемме 9 из ⟨𝑥⟩ = ker𝑥 вытекает ⟨𝑥⟩ = 𝑛𝑥 для всех
натуральных 𝑛, начиная с какого-то 𝑛0.

Допустим, что формула 𝑃 (𝑦, 𝑥) истинна. Если 𝑦 обратим, то 𝑦 = {𝑎} и 𝑦 = 0𝑥+𝑎
для какого-то 𝑎 ∈ 𝐺.

Пусть теперь 𝑦 необратим. Тогда 𝑦 = 𝐸+𝑦 и, благодаря импликации, получаем
𝑦 = 𝐸 + 𝑤1 + 𝑥 = 𝑤1 + 𝑥 для некоторого 𝑤1. Если 𝑤1 необратим, то из 𝑦 = 𝑥+ 𝑤1

таким же образом получаем 𝑦 = 𝑥 + 𝑤2 + 𝑥 = 𝑤2 + 2𝑥. По индукции получим
𝑦 = 𝑤𝑚 + 𝑚𝑥 для произвольного натурального 𝑚 и подходящего 𝑤𝑚. Если для
некоторого 𝑚 получим обратимый 𝑤𝑚 = {𝑎}, то 𝑦 = 𝑚𝑥+ 𝑎, что и требуется.

В противном случае для 𝑚 = 𝑛0 имеем 𝑦 = 𝑤𝑛0 + 𝑛0𝑥 = 𝑤𝑛0 + ⟨𝑥⟩. Но тогда
𝑦 + 𝑥 = 𝑤𝑛0 + ⟨𝑥⟩ + 𝑥 = 𝑤𝑛0 + ⟨𝑥⟩ = 𝑦, что противоречит формуле 𝑃 (𝑦, 𝑥).

Лемма 15. Пусть 𝑥 = {0, 𝑑}, 𝑦 = {0, 𝑑, 2𝑑, . . . ,𝑚𝑑}, 𝑢, 𝑣 ⊆ 𝑦, 𝑢+𝑣 = 𝑦, где 𝑑 ∈ 𝐺 и
𝑚 > 0. Пусть также ord 𝑑 > 2𝑚, а 𝑣 необратим. Тогда 𝑦 = 𝑢+𝑛𝑥 для некоторого
натурального 𝑛 > 0.

Доказательство. Сразу отметим: из ord 𝑑 > 2𝑚 вытекает, что все 0, 𝑑, 2𝑑, . . . , 2𝑚𝑑
попарно различны.

Так как 𝑢, 𝑣 ⊆ 𝑦 = 𝑚𝑥, то мы можем выбрать числа 𝑛1 ≤ 𝑚 — наименьшее,
для которого 𝑢 ⊆ 𝑛1𝑥, и 𝑛2 ≤ 𝑚 — наименьшее, для которого 𝑣 ⊆ 𝑛2𝑥. Заметим,
что 𝑛1𝑑 ∈ 𝑢. В самом деле, выберем наибольшее 𝑛′1 ≥ 0, для которого 𝑛′1𝑑 ∈ 𝑢.
Если предположить, что 𝑛′1 < 𝑛1, то 𝑢 ⊆ {0, 𝑑, 2𝑑, . . . , 𝑛′

1𝑑} = 𝑛′1𝑥, что противо-
речит минимальности 𝑛1. Если предположить, что 𝑛′1 > 𝑛1, то 𝑢 не может быть
подмножеством 𝑛1𝑥, поскольку 𝑛′1𝑑 ∈ 𝑢 ∖ 𝑛1𝑑. Следовательно, 𝑛′1 = 𝑛1 и 𝑛1𝑑 ∈ 𝑢.
Аналогично доказывается, что 𝑛2𝑑 ∈ 𝑣. Так как 𝑣 необратим, то 𝑣 не является
подмножеством {0} = 0𝑥, поэтому 𝑛2 > 0.

Поскольку 𝑛1𝑑 ∈ 𝑢 и 𝑛2𝑑 ∈ 𝑣, то (𝑛1 + 𝑛2)𝑑 = 𝑛1𝑑 + 𝑛2𝑑 ∈ 𝑢 + 𝑣 = 𝑦. Из
𝑛1, 𝑛2 ≤ 𝑚 получаем 𝑛1 +𝑛2 ≤ 2𝑚. Но (𝑚+ 1)𝑑, . . . , 2𝑚𝑑 попарно не совпадают ни
с какими из 0, 𝑑, 2𝑑, . . . ,𝑚𝑑, поэтому (𝑚+ 1)𝑑, . . . , 2𝑚𝑑 не принадлежат 𝑦, значит,
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𝑛1 +𝑛2 ≤ 𝑚. С другой стороны, 𝑛1 и 𝑛2 являются наибольшими коэффициентами
при 𝑑 в множествах 𝑢 и 𝑣 соответственно, поэтому наибольший коэффициент при
𝑑 в множестве 𝑢+ 𝑣 будет равен 𝑛1 + 𝑛2 и мы получаем 𝑛1 + 𝑛2 = 𝑚.

Из определения 𝑛2 сразу получаем включение 𝑦 = 𝑢 + 𝑣 ⊆ 𝑢 + 𝑛2𝑥. Пусть
теперь 𝑘𝑑 ∈ 𝑢+ 𝑛2𝑥, следовательно, 𝑘 = 𝑘1 + 𝑘2, где 𝑘1 ≤ 𝑛1 и 𝑘2 ≤ 𝑛2. Получаем
𝑘 = 𝑘1 + 𝑘2 ≤ 𝑛1 + 𝑛2 = 𝑚. Значит, 𝑘𝑑 ∈ 𝑦.

Лемма 16. Пусть 𝑥 содержит два элемента и ⟨𝑥⟩ = ker𝑥. Тогда для 𝑦 следую-
щие два условия эквивалентны:

1. 𝑦 можно представить в виде 𝑦 = 2𝑧 + 𝑏 или 𝑦 = 2𝑧 + 𝑥 + 𝑏 для некоторых
𝑏 ∈ 𝐺 и 𝑧, для которого в G* выполнено 𝑃 (𝑧, 𝑥);

2. 𝑦 можно представить в виде 𝑦 = 𝑛𝑥 + 𝑎 для некоторых натурального 𝑛 и
𝑎 ∈ 𝐺.

Доказательство. Продемонстрируем, что из условия 1) следует 2). Пусть выпол-
нено 𝑃 (𝑧, 𝑥). Тогда по лемме 14 получаем 𝑧 = 𝑚′𝑥 + 𝑎′ для некоторых 𝑚′ и 𝑎′.
Следовательно, возможны следующие два случая:

𝑦 = 2𝑧 + 𝑏 = 2𝑚′𝑥+ (2𝑎′ + 𝑏) или

𝑦 = 2𝑧 + 𝑥+ 𝑏 = (2𝑚′ + 1)𝑥+ (2𝑎′ + 𝑏).

Таким образом, 𝑦 в любом случае имеет нужный вид из пункта 2).
Докажем теперь обратное: возьмём 𝑦 = 𝑛𝑥 + 𝑎. Пусть 𝑥 = 𝑐 + {0, 𝑑}. Тогда

𝑦 = 𝑛𝑥+𝑎 = 𝑛𝑐+𝑎+{0, 𝑑, 2𝑑, . . . ,𝑚𝑑}. При этом мы полагаем, что все 0, 𝑑, 2𝑑, . . . ,
𝑚𝑑 попарно различны, поэтому, возможно, 𝑚 < 𝑛. Тогда ord 𝑑 > 𝑚. Если число
𝑚 чётно, то положим 𝑧 = {0, 𝑑, 2𝑑, . . . , 𝑚2 𝑑} и мы получим 𝑦 = 2𝑧 + (𝑛𝑐+ 𝑎). Если
же число 𝑚 является нечётным, то положим 𝑧 = {0, 𝑑, 2𝑑, . . . , 𝑚−1

2 𝑑} и получим
𝑦 = 2𝑧 + 𝑥+ (𝑛𝑐+ 𝑎).

Осталось доказать, что в каждом из случаев выполнено 𝑃 (𝑧, 𝑥). Будем рассмат-
ривать случай чётного 𝑚, для нечётного изменения будут заключаться только в
замене 𝑚

2 на 𝑚−1
2 . Сначала проверим условие 𝑧 + 𝑥 ̸= 𝑧:

𝑧 + 𝑥 = 𝑐+
{︁

0, 𝑑, 2𝑑, . . . ,
𝑚

2
𝑑,
(︁𝑚

2
+ 1
)︁
𝑑
}︁
.

Так как все 0, 𝑑, 2𝑑, . . . ,𝑚𝑑 попарно различны и 𝑚
2 ≤ 𝑚, то единственный вариант,

при котором 𝑧 + 𝑥 = 𝑧, заключается в том, что (𝑚2 + 1)𝑑 = 0. Но это может быть
только при 𝑚

2 = 𝑚, то есть 𝑚 = 0. Тогда 𝑧 = {0} и мы получаем 𝑧 + 𝑥 = 𝑥 ̸= 𝑧,
что противоречит предположению 𝑧 + 𝑥 = 𝑧. Следовательно, 𝑧 + 𝑥 ̸= 𝑧 в любом
случае.

Наконец, проверим справедливость импликации. Допустим, 𝑢 + 𝑣 = 𝑧. Если 𝑧
обратим, то 𝑢 и 𝑣 тоже обратимы, следовательно, условие импликации не может
быть выполнено, а вся импликация истинна.

Пусть теперь 𝑣 (и, следовательно, 𝑧) необратим. Возьмём 𝑢′ = 𝑢−𝑒′, где 𝑒′ ∈ 𝑢,
тогда множество 𝑢′ содержит 0. Положим 𝑣′ = 𝑣+𝑒′. Тогда 𝑢′ +𝑣′ = 𝑢+𝑣 = 𝑧. Так
как 0 ∈ 𝑢′, то 𝑣′ ⊆ 𝑢′ + 𝑣′ = 𝑧, в частности, последнее включение означает, что 𝑣′

состоит из элементов вида 𝑖𝑑. Выберем среди них 𝑘𝑑 — элемент с наименьшим 𝑘, —
и положим 𝑣′′ = 𝑣′ − 𝑘𝑑. Тогда 𝑣′′ ⊆ 𝑧 и при этом 𝑣′′ содержит 0. Далее получаем



О ТЕОРИИ МОНОИДА КОНЕЧНЫХ ПОДМНОЖЕСТВ ДЛЯ ОДНОЙ... 49

𝑣′′ = 𝑣′−𝑘𝑑 = 𝑣−𝑘𝑑+𝑒′. Возьмём 𝑢′′ = 𝑢+𝑘𝑑−𝑒′. Тогда 𝑢′′+𝑣′′ = 𝑢+𝑣 = 𝑧. Так как
𝑣′′ содержит 0, то 𝑢′′ ⊆ 𝑧. Итак, 𝑢′′, 𝑣′′ ⊆ 𝑧 и 𝑢′′ + 𝑣′′ ⊆ 𝑧, где 𝑧 = {0, 𝑑, 2𝑑, . . . , 𝑚2 𝑑}.
По лемме 15 получаем 𝑢′′ + ℓ{0, 𝑑} = 𝑧 для некоторого ℓ > 0. Но тогда

𝑧 = 𝑢′′ + ℓ{0, 𝑑} = 𝑢+ 𝑘𝑑− 𝑒′ + ℓ(𝑥− 𝑐) = 𝑢+ ((ℓ− 1)𝑥− ℓ𝑐+ 𝑘𝑑− 𝑒′) + 𝑥,

что и требуется.

Теорема 2. Существует формула 𝐾(𝑦, 𝑥), которая в моноиде G* означает:

1. 𝑥 — двухэлементное множество;

2. для 𝑥 выполнено ker𝑥 = ⟨𝑥⟩;

3. 𝑦 = 𝑛𝑥+ 𝑎 для некоторого 𝑎 ∈ 𝐺.

Доказательство. В силу теоремы 1 и леммы 16 получаем

𝐾(𝑦, 𝑥) ≡ 𝐷(𝑥) ∧ ker𝑥 = ⟨𝑥⟩ ∧

∧ (∃𝑧, 𝑏)
(︁
𝐼(𝑏) ∧ 𝑃 (𝑧, 𝑥) ∧ (𝑦 = 2𝑧 + 𝑏 ∨ 𝑦 = 2𝑧 + 𝑥+ 𝑏)

)︁
.

3. Интерпретация арифметики

Сейчас мы возвращаемся от произвольной абелевой группы кручения G к кон-
кретной группе Q = (Q,+,−, 0) и моноиду её непустых подмножеств Q*. Сразу
напомним, что все подгруппы Q являются циклическими.

Нашей задачей будет построить в моноиде Q* интерпретацию элементарной
арифметики. Для этого мы проинтерпретируем операции умножения и прибавле-
ния единицы.

Областью нашей интерпретации 𝑉 будут подгруппы Q. Множество всех таких
подгрупп определяется с помощью ker:

𝑉 (𝑥) ≡ (∃𝑧)𝑥 = ker 𝑧.

Положительное натуральное число 𝑛 мы будем интерпретировать с помощью⟨︀
1
𝑛

⟩︀
— подгруппы 𝑛-го порядка. Заметим, что в Q такая подгруппа единственна и

состоит из всех дробей со знаменателем 𝑛. В моноиде Q* она легко определима:

𝑥 =

⟨
1

𝑛

⟩
≡ 𝑉 (𝑥) ∧𝐴𝑛(𝑥),

поскольку ker𝑥 = 𝑥 для подгрупп. Очевидным образом определяется отношение
делимости:

𝑥 | 𝑦 ≡ 𝑉 (𝑥) ∧ 𝑉 (𝑦) ∧ 𝑥+ 𝑦 = 𝑦.

Из последнего легко получить определение взаимной простоты:

𝐶(𝑥, 𝑦) ≡ (∀𝑢)(𝑢 | 𝑥 ∧ 𝑢 | 𝑦 → 𝑢 = 𝐸).
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Далее, в такой интерпретации мы легко можем определить умножение для взаим-
но простых чисел:

𝑀𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑧) ≡ 𝑉 (𝑦) ∧ 𝑉 (𝑧) ∧ 𝐶(𝑦, 𝑧) ∧ 𝑥 = 𝑦 + 𝑧,

поскольку сумма двух подгрупп взаимно простых порядков является прямой, по-
рядок результата равен произведению порядков исходных подгрупп.

Последнее, что мы определим, прежде чем окончательно перейти к арифмети-
ке, — это обычное отношение линейного порядка:

𝐿(𝑥, 𝑦) ≡ 𝑉 (𝑥) ∧ (∃𝑦′, 𝑧′, 𝑧)
(︁
𝐷(𝑦′) ∧ 𝑦 = ker 𝑦′ ∧ ker 𝑧′ + 𝑥 = ker 𝑧′∧

∧ ker 𝑧′ + 𝑦 = ker 𝑧′ ∧𝐾(𝑧, 𝑧′) ∧𝐾(𝑧 + 𝑦′, 𝑧′)∧

∧ (∀𝑥′)
(︀
𝐷(𝑥′) ∧ 𝑥 = ker𝑥′ → ¬𝐾(𝑥′ + 𝑧, 𝑧′)

)︀)︁
.

Лемма 17. Формула 𝐿(𝑥, 𝑦) выполнена в моноиде Q* для подгрупп 𝑥 и 𝑦 тогда
и только тогда, когда ord𝑥 < ord 𝑦.

Доказательство. Пусть ord𝑥 = 𝑁 , ord 𝑦 = 𝑀 .
Допустим, что истинна формула 𝐿(𝑥, 𝑦). Из 𝐷(𝑦′) и 𝑦 = ker 𝑦′ получаем

𝑦′ = 𝑑 + {0, 𝑏} для некоторых 𝑏 ∈ 𝑦 и 𝑑 ∈ Q, причём 𝑏 является порождающим
𝑦 элементом, то есть ord 𝑏 = 𝑀 . Истинность 𝐾(𝑧, 𝑧′) означает, что 𝑧′ имеет вид
𝑒+ {0, 𝑐}, где 𝑒, 𝑐 ∈ Q, 𝑐 — порождающий ker 𝑧′ элемент, допустим, что ord 𝑐 = 𝐾.
Тогда ker 𝑧′ + 𝑦 = ker 𝑧′ означает, что 𝑦 ⊆ ker 𝑧′. Следовательно, 𝑦 состоит из все-
возможных элементов вида 𝑖𝐾𝑀 𝑐, в частности, должно быть выполнено 𝑚𝐾

𝑀 𝑐 = 𝑏
для какого-то натурального 𝑚 ≤𝑀 − 1. Согласно теореме 2 истинность формулы
𝐾(𝑧, 𝑧′) означает, что 𝑧 = 𝑒 + {0, 𝑐, . . . , ℓ𝑐} для некоторого натурального ℓ. Далее
получаем

𝑧 + 𝑦′ = 𝑒+ 𝑑+
{︁

0, 𝑐, . . . , ℓ𝑐,𝑚
𝐾

𝑀
𝑐,
(︁
𝑚
𝐾

𝑀
+ 1
)︁
𝑐, . . . ,

(︁
𝑚
𝐾

𝑀
+ ℓ
)︁
𝑐
}︁
.

Из истинности формулы 𝐾(𝑧 + 𝑦′, 𝑧′) вытекает, что элементы последнего множе-
ства должны быть последовательными кратными 𝑐. Это возможно в двух случаях:
𝑚𝐾
𝑀 ≤ ℓ+1 (вторая часть элементов идёт после первой) или 𝑚𝐾

𝑀 ≥ 𝐾− ℓ−1 (вто-
рая часть идёт перед первой).

Из равенства ker 𝑧′ + 𝑥 = ker 𝑧′ получаем, что 𝑥 ⊆ ker 𝑧′, поэтому подгруппа 𝑥
порождается элементом 𝐾

𝑁 𝑐. Положим 𝑥′ = {0, 𝐾𝑁 𝑐}, тогда будет выполнено 𝐷(𝑥′)
и 𝑥 = ker𝑥′. Из истинности импликации делаем вывод о ложности 𝐾(𝑧 + 𝑥′, 𝑧′).
Далее получаем

𝑧 + 𝑥′ = 𝑒+
{︁

0, 𝑐, . . . , ℓ𝑐,
𝐾

𝑁
𝑐,
(︁𝐾
𝑁

+ 1
)︁
𝑐, . . . ,

(︁𝐾
𝑁

+ ℓ
)︁
𝑐
}︁
.

Из ложности𝐾(𝑧+𝑥′, 𝑧′) следует, что элементы последнего множества не образуют
последовательный набор кратных 𝑐, поэтому должно быть выполнено 𝐾

𝑁 > ℓ+ 1.
С другой стороны, подгруппа 𝑥 порождается и противоположным элементом

−𝐾
𝑁 𝑐 = (𝐾− 𝐾

𝑁 )𝑐, поэтому по тем же причинам будет выполнено 𝐾− 𝐾
𝑁 < 𝐾−ℓ−1.
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Комбинируя полученные результаты, получаем, что должно быть справедливо
одно из двух двойных неравенств:

𝑚
𝐾

𝑀
≤ ℓ+ 1 <

𝐾

𝑁
;

𝑚
𝐾

𝑀
≥ 𝐾 − ℓ− 1 > 𝐾 − 𝐾

𝑁
.

В первом случае сразу получаем 𝑚
𝑀 < 1

𝑁 и 𝑁 < 𝑀
𝑚 ≤𝑀 . Во втором случае имеем

𝐾

𝑁
> 𝐾 −𝑚

𝐾

𝑀
≥ 𝐾 − (𝑀 − 1)

𝐾

𝑀
=
𝐾

𝑀
,

что снова означает 𝑁 < 𝑀 .
Теперь докажем лемму в обратную сторону, пусть 𝑁 < 𝑀 . Тогда в Q мож-

но выбрать такие 𝑎, 𝑏, 𝑐, что 𝑥 = ⟨𝑎⟩, 𝑦 = ⟨𝑏⟩, 𝑎 = 𝑛𝑐, 𝑏 = 𝑚𝑐 для некоторых
натуральных 𝑛 и 𝑚. Так как ord 𝑐 = 𝑁𝑛 = 𝑀𝑚, то из 𝑁 < 𝑀 получаем 𝑛 > 𝑚.

Положим 𝑦′ = {0, 𝑏} = {0,𝑚𝑐}, 𝑧′ = {0, 𝑐}, 𝑧 = (𝑚 − 1)𝑧′ = {0, 𝑐, . . . , (𝑚 − 1)𝑐}.
Тогда 𝑧 + 𝑦′ = {0, 𝑐, . . . , (2𝑚− 1)𝑐} = (2𝑚− 1)𝑧′. По теореме 2 выполнено 𝐾(𝑧, 𝑧′)
и 𝐾(𝑧 + 𝑦′, 𝑧′).

Возьмём теперь любое двухэлементное множество 𝑥′ так, что ker𝑥′ = 𝑥. Это
означает, что 𝑥′ = 𝑑 + {0, 𝑘𝑎} для подходящих 𝑑 ∈ Q и натурального 𝑘 ≤ 𝑁 − 1.
Тогда

𝑧 + 𝑥′ = {0, 𝑐, . . . , (𝑚− 1)𝑐} + 𝑑+ {0, 𝑘𝑛𝑐} =

= 𝑑+ {0, 𝑐, . . . , (𝑚− 1)𝑐, 𝑘𝑛𝑐, (𝑘𝑛+ 1)𝑐, . . . , (𝑘𝑛+𝑚− 1)𝑐}.

Чтобы было выполнено 𝐾(𝑧+𝑥′, 𝑧′), согласно теореме 2, необходимо и достаточно
𝑘𝑛 ≤ 𝑚 или 𝑘𝑛 ≥ 𝑁𝑛 −𝑚. Первое невозможно, так как 𝑘𝑛 ≥ 𝑛 > 𝑚. Из второго
получаем 𝑘 ≥ 𝑁 − 𝑚

𝑛 , что означает 𝑘 ≥ 𝑁 , так как 𝑘 — натуральное, а 𝑚
𝑛 < 1.

Это противоречит условию 𝑘 ≤ 𝑁 − 1. Следовательно, 𝐾(𝑥′ + 𝑧, 𝑧′) ложно, а вся
импликация истинна.

Следствие 6. В интерпретации 𝑉 определима 𝑠 — операция прибавления еди-
ницы:

𝑦 = 𝑠(𝑥) ≡ 𝐿(𝑥, 𝑦) ∧ (∀𝑧)(𝐿(𝑧, 𝑦) → ¬𝐿(𝑥, 𝑧)).

В дальнейшем для простоты будет писать обычное 𝑥 < 𝑦 вместо 𝐿(𝑥, 𝑦) и 𝑥 ≤ 𝑦
вместо 𝐿(𝑥, 𝑦) ∨ 𝑥 = 𝑦.

Осталось показать, как теперь можно интерпретировать умножение произволь-
ных чисел. Сначала выделим множество степеней простых чисел:

𝑊 (𝑥) ≡ 𝑉 (𝑥) ∧ (∀𝑦, 𝑧)(𝑦 | 𝑥 ∧ 𝑧 | 𝑥→ 𝑦 | 𝑧 ∨ 𝑧 | 𝑦).

Далее определим умножение для степеней одного и того же простого числа

𝑀𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧) ≡ 𝑧 = 𝐸 ∧ 𝑥 = 𝑦 ∨ 𝑧 ̸= 𝐸 ∧ (∃𝑤, 𝑢)
(︀
𝑊 (𝑤) ∧ 𝑥 | 𝑤 ∧ 𝑦 | 𝑤 ∧ 𝑧 | 𝑤∧

∧𝑀𝑐(𝑢, 𝑦, 𝑠(𝑧)) ∧ 𝑥 < 𝑢 ∧ (∀𝑣)(𝑣 | 𝑤 → 𝑣 ≤ 𝑥 ∨ 𝑢 ≤ 𝑣)
)︀
.
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Здесь мы сказали, что 𝑥 должно быть наибольшей степенью того же простого чис-
ла, которая меньше 𝑦(𝑧+ 1). Заметим, только, что если 𝑦 и 𝑧 являются степенями
одного и того же простого числа, 𝑧 ̸= 1, то 𝑦 и 𝑧 + 1 взаимно просты.

Наконец, мы в состоянии определить умножение для произвольных чисел:

𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) ≡ (∀𝑢, 𝑢′, 𝑣, 𝑣′, 𝑤, 𝑤′, 𝑡)
(︁
𝑊 (𝑡)∧

∧ 𝑢 | 𝑡 ∧ 𝑣 | 𝑡 ∧ 𝑤 | 𝑡 ∧ 𝐶(𝑢′, 𝑡) ∧ 𝐶(𝑣′, 𝑡) ∧ 𝐶(𝑤′, 𝑡)∧

∧𝑀𝑐(𝑦, 𝑢, 𝑢
′) ∧𝑀𝑐(𝑧, 𝑣, 𝑣

′) ∧𝑀𝑐(𝑥,𝑤,𝑤
′) →𝑀𝑝(𝑤, 𝑢, 𝑣)

)︁
.

Здесь мы записали, что при разложении на простые множители степень каждого
простого числа в 𝑥 равна произведению степеней этого же числа в 𝑦 и 𝑧.

Окончательно мы можем сделать такой вывод:

Теорема 3. В моноиде Q* интерпретируется элементарная арифметика. Сле-
довательно, теория моноида Q* неразрешима.

Доказательство. В [3] продемонстрировано, что с помощью умножения и прибав-
ления единицы в алгебре (𝜔,+, 𝑠, ·) можно проинтерпретировать сложение. Сле-
довательно, из интерпретируемости в Q* умножения и прибавления единицы сле-
дует, что в Q* интерпретируется вся элементарная арифметика.

Заключение

Мы продемонстрировали, что для абелевых групп кручения может быть верен
тот же результат, что и для других абелевых групп: моноид их подмножеств имеет
теорию, в которой интерпретируется элементарная арифметика.

Вместе с тем очевидно, что не каждая группа кручения обладает таким свой-
ством: оно тривиально не выполнено для конечных групп. Поэтому возникает во-
прос, можно ли сформулировать какие-то общие условия, которые позволят выде-
лить те группы кручения, для которых такое свойство верно. Следует отметить,
что часть результатов, а именно — те, которые изложены в разделе 2, верны для
любых групп кручения. Есть основания считать, что их можно применить для ин-
терпретации элементарной арифметики в тех абелевых группах, которые имеют
элементы кручения сколь угодно большого порядка.
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Earlier it was proved the following claim. Let G be a non-torsion abelian
group and G be the semigroup of finite subsets of G. Then elementary
arithmetic can be interpreted in G*, so the theory of G* is undecidable.
Here we prove the same result for one torsion group, the multiplicative
group of all roots of unity.
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