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Введение

Методам построения точных решений классической системы Навье–Стокса в
динамике вязкой несжимаемой жидкости посвящена обширная научная литера-
тура [1] – [6]. В 1993 г. Шеретовым Ю.В. была предложена [7] еще одна матема-
тическая модель, получившая названия квазигидродинамической (КГД). В моно-
графиях [8], [9] изложены физические принципы, на основе которых КГД модель
была получена, выявлены ее связи с системами Навье–Стокса и Эйлера, найде-
ны семейства точных решений. В публикациях [10] – [14] продолжена разработка
методов построения точных решений системы КГД.

В настоящей работе методом Громеки–Бельтрами построено новое однопара-
метрическое семейство точных решений квазигидродинамической системы, кото-
рые удовлетворяют также системе Навье–Стокса. Это семейство порождается соб-
ственной функцией двумерного оператора Лапласа.
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1. Квазигидродинамическая система и система Навье–Стокса

Квазигидродинамическая система для слабосжимаемой вязкой жидкости без
учета внешних сил в стандартных обозначениях может быть представлена в виде

div 𝑢⃗ = div 𝑤⃗, (1.1)

𝜕𝑢⃗

𝜕𝑡
+
(︀
(𝑢⃗− 𝑤⃗) · ∇

)︀
𝑢⃗+ ∇𝑝 = 𝜈∆𝑢⃗+ 𝜈∇

(︀
div 𝑢⃗

)︀
+ div (𝑢⃗⊗ 𝑤⃗). (1.2)

Вектор 𝑤⃗ вычисляется по формуле

𝑤⃗ = 𝜏
(︀
(𝑢⃗ · ∇)𝑢⃗+ ∇𝑝

)︀
. (1.3)

Греческой буквой 𝜈 обозначен коэффициент кинематической вязкости жидкости,
постоянная средняя плотность жидкости 𝜌 положена равной единице. Символом
∆ обозначен оператор Лапласа в R3

𝑥⃗, действующий на векторное поле. Система
(1.1) – (1.2) замкнута относительно неизвестных функций – скорости 𝑢⃗ = 𝑢⃗(𝑥⃗, 𝑡) и
давления 𝑝 = 𝑝(𝑥⃗, 𝑡). Характерное время релаксации 𝜏 вычисляется по формуле

𝜏 =
𝜈

𝑐2𝑠
,

где 𝑐𝑠 – скорость звука в жидкости. Параметры 𝜈 и 𝜏 являются положительными
константами.

Если в (1.1) – (1.2) пренебречь членами, содержащими 𝜏 , то получим класси-
ческую систему Навье–Стокса в динамике вязкой несжимаемой жидкости:

div 𝑢⃗ = 0, (1.4)

𝜕𝑢⃗

𝜕𝑡
+ (𝑢⃗ · ∇)𝑢⃗+ ∇𝑝 = 𝜈∆𝑢⃗. (1.5)

Пусть
Ω = {(𝑥⃗, 𝑡) : 𝑥⃗ ∈ R3

𝑥⃗, 𝑡 > 0}

– множество в пространстве R3
𝑥⃗ × R𝑡. Добавим к системам (1.1) – (1.2) и (1.4) –

(1.5) начальное условие

𝑢⃗
⃒⃒⃒
𝑡=0

= 𝑢⃗0(𝑥⃗), 𝑥⃗ ∈ R3
𝑥⃗. (1.6)

Будем полагать, что функция 𝑢⃗0 = 𝑢⃗0(𝑥⃗) является бесконечно дифференцируемой
и ограниченной на R3

𝑥⃗. Для системы Навье–Стокса векторное поле 𝑢⃗0 соленои-
дально, т.е.

div 𝑢⃗0 = 0. (1.7)

В случае квазигидродинамической системы ограничение (1.7), вообще говоря, не
накладывается. Давление 𝑝 = 𝑝(𝑥⃗, 𝑡) в (1.1) – (1.2) и (1.4) – (1.5) определено с
точностью до произвольной функции времени.

Определение 1. Гладким решением задачи Коши (1.1) – (1.2), (1.6) для
квазигидродинамической системы назовем функции 𝑢⃗ = 𝑢⃗(𝑥⃗, 𝑡) ∈ C

∞(Ω),
𝑝 = 𝑝(𝑥⃗, 𝑡) ∈ 𝐶∞(Ω), удовлетворяющие при всех (𝑥⃗, 𝑡) ∈ Ω уравнениям
(1.1) − (1.2), а также начальному условию (1.6).
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Определение 2. Гладким решением задачи Коши (1.3) – (1.4), (1.6) для системы
Навье–Стокса назовем функции 𝑢⃗ = 𝑢⃗(𝑥⃗, 𝑡) ∈ C∞(Ω), 𝑝 = 𝑝(𝑥⃗, 𝑡) ∈ 𝐶∞(Ω), удо-
влетворяющие при всех (𝑥⃗, 𝑡) ∈ Ω уравнениям (1.4)− (1.5), а также начальному
условию (1.6).

Квазигидродинамическая система (1.1) – (1.2) в декартовых координатах имеет
вид

𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑦

+
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑧

=
𝜕𝑤𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝑤𝑦

𝜕𝑦
+
𝜕𝑤𝑧

𝜕𝑧
, (1.8)

𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑡

+
(︀
𝑢𝑥 − 𝑤𝑥

)︀𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑥

+
(︀
𝑢𝑦 − 𝑤𝑦

)︀𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑦

+
(︀
𝑢𝑧 − 𝑤𝑧

)︀𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑧

+
𝜕𝑝

𝜕𝑥
=

= 𝜈
(︁𝜕2𝑢𝑥
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑢𝑥
𝜕𝑦2

+
𝜕2𝑢𝑥
𝜕𝑧2

)︁
+ 𝜈

𝜕

𝜕𝑥

(︁𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑦

+
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑧

)︁
+

+
𝜕(𝑢𝑥𝑤𝑥)

𝜕𝑥
+
𝜕(𝑢𝑦𝑤𝑥)

𝜕𝑦
+
𝜕(𝑢𝑧𝑤𝑥)

𝜕𝑧
, (1.9)

𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑡

+
(︀
𝑢𝑥 − 𝑤𝑥

)︀𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑥

+
(︀
𝑢𝑦 − 𝑤𝑦

)︀𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑦

+
(︀
𝑢𝑧 − 𝑤𝑧

)︀𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑧

+
𝜕𝑝

𝜕𝑦
=

= 𝜈
(︁𝜕2𝑢𝑦
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑢𝑦
𝜕𝑦2

+
𝜕2𝑢𝑦
𝜕𝑧2

)︁
+ 𝜈

𝜕

𝜕𝑦

(︁𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑦

+
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑧

)︁
+

+
𝜕(𝑢𝑥𝑤𝑦)

𝜕𝑥
+
𝜕(𝑢𝑦𝑤𝑦)

𝜕𝑦
+
𝜕(𝑢𝑧𝑤𝑦)

𝜕𝑧
, (1.10)

𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑡

+
(︀
𝑢𝑥 − 𝑤𝑥

)︀𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑥

+
(︀
𝑢𝑦 − 𝑤𝑦

)︀𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑦

+
(︀
𝑢𝑧 − 𝑤𝑧

)︀𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑧

+
𝜕𝑝

𝜕𝑧
=

= 𝜈
(︁𝜕2𝑢𝑧
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑢𝑧
𝜕𝑦2

+
𝜕2𝑢𝑧
𝜕𝑧2

)︁
+ 𝜈

𝜕

𝜕𝑧

(︁𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑦

+
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑧

)︁
+

+
𝜕(𝑢𝑥𝑤𝑧)

𝜕𝑥
+
𝜕(𝑢𝑦𝑤𝑧)

𝜕𝑦
+
𝜕(𝑢𝑧𝑤𝑧)

𝜕𝑧
. (1.11)

Здесь

𝑤𝑥 = 𝜏
(︁
𝑢𝑥
𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑥

+ 𝑢𝑦
𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑦

+ 𝑢𝑧
𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑧

+
𝜕𝑝

𝜕𝑥

)︁
, (1.12)

𝑤𝑦 = 𝜏
(︁
𝑢𝑥
𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑥

+ 𝑢𝑦
𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑦

+ 𝑢𝑧
𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑧

+
𝜕𝑝

𝜕𝑦

)︁
, (1.13)

𝑤𝑧 = 𝜏
(︁
𝑢𝑥
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑥

+ 𝑢𝑦
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑦

+ 𝑢𝑧
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑧

+
𝜕𝑝

𝜕𝑧

)︁
. (1.14)

Система (1.8) – (1.14) замкнута относительно неизвестных функций – компонент
вектора скорости 𝑢𝑥 = 𝑢𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡), 𝑢𝑦 = 𝑢𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡), 𝑢𝑧 = 𝑢𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) и давления
𝑝 = 𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡).

Система Навье–Стокса (1.4) – (1.5) в декартовых координатах записывается
следующим образом:

𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑦

+
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑧

= 0, (1.15)
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𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑡

+ 𝑢𝑥
𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑥

+ 𝑢𝑦
𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑦

+ 𝑢𝑧
𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑧

+
𝜕𝑝

𝜕𝑥
= 𝜈

(︁𝜕2𝑢𝑥
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑢𝑥
𝜕𝑦2

+
𝜕2𝑢𝑥
𝜕𝑧2

)︁
, (1.16)

𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑡

+ 𝑢𝑥
𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑥

+ 𝑢𝑦
𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑦

+ 𝑢𝑧
𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑧

+
𝜕𝑝

𝜕𝑦
= 𝜈

(︁𝜕2𝑢𝑦
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑢𝑦
𝜕𝑦2

+
𝜕2𝑢𝑦
𝜕𝑧2

)︁
, (1.17)

𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑡

+ 𝑢𝑥
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑥

+ 𝑢𝑦
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑦

+ 𝑢𝑧
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑧

+
𝜕𝑝

𝜕𝑧
= 𝜈

(︁𝜕2𝑢𝑧
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑢𝑧
𝜕𝑦2

+
𝜕2𝑢𝑧
𝜕𝑧2

)︁
. (1.18)

2. Метод Громеки–Бельтрами

Займемся построением точных решений, общих для квазигидродинамической
системы и системы Навье–Стокса.

Утверждение 1. Пусть 𝑢⃗ = 𝑢⃗(𝑥⃗, 𝑡), 𝑝 = 𝑝(𝑥⃗, 𝑡) – гладкое решение переопределен-
ной системы уравнений в частных производных

𝜕𝑢⃗

𝜕𝑡
= 𝜈∆𝑢⃗, (2.1)

div 𝑢⃗ = 0, (2.2)

(𝑢⃗ · ∇)𝑢⃗+ ∇𝑝 = 0. (2.3)

Тогда пара (𝑢⃗, 𝑝) является точным решением как системы Навье–Стокса (1.4) –
(1.5), так и квазигидродинамической системы (1.1) – (1.2).

Доказательство. Непосредственной проверкой убеждаемся в том, что равенства
(1.4) и (1.5) выполняются. В силу (2.3) и (1.3) все добавочные к системе Навье–
Стокса члены в квазигидродинамической системе обращаются в нуль.

Запишем (2.3) в форме Громеки–Лэмба

∇
(︁ 𝑢⃗2

2
+ 𝑝

)︁
= [𝑢⃗× 𝜔⃗]. (2.4)

Здесь

𝜔⃗ = rot 𝑢⃗ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑖⃗ 𝑗⃗ 𝑘⃗
𝜕
𝜕𝑥

𝜕
𝜕𝑦

𝜕
𝜕𝑧

𝑢𝑥 𝑢𝑦 𝑢𝑧

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ (2.5)

– вихрь поля скорости, 𝑖⃗, 𝑗⃗ и 𝑘⃗ – единичные орты правой декартовой системы
координат. Допустим, что 𝑢⃗ = 𝑢⃗(𝑥⃗, 𝑡) удовлетворяет обобщенному условию Громе-
ки–Бельтрами

rot [𝑢⃗× 𝜔⃗] = 0. (2.6)

Тогда векторное поле [𝑢⃗ × 𝜔⃗] является потенциальным, т.е. существует функция
𝛹 = 𝛹(𝑥⃗, 𝑡), такая, что

∇𝛹 = [𝑢⃗× 𝜔⃗]. (2.7)



О НОВОМ КЛАССЕ ТОЧНЫХ РЕШЕНИЙ... 9

Утверждение 2. Пусть векторное поле 𝑢⃗ = 𝑢⃗(𝑥⃗, 𝑡) ∈ C∞(Ω) подчиняется пе-
реопределенной системе уравнений в частных производных

𝜕𝑢⃗

𝜕𝑡
= 𝜈∆𝑢⃗, (2.8)

div 𝑢⃗ = 0, (2.9)

rot [𝑢⃗× 𝜔⃗] = 0. (2.10)

Тогда пара (𝑢⃗, 𝑝), где

𝑝 = 𝑝0(𝑡) + 𝛹 − 𝑢⃗2

2
, (2.11)

является точным решением как системы Навье–Стокса (1.4) – (1.5), так и
квазигидродинамической системы (1.1) – (1.2). Здесь функция 𝛹 удовлетворяет
уравнению (2.7), 𝑝0(𝑡) – произвольная бесконечно дифференцируемая на проме-
жутке [0,+∞) функция времени.

Доказательство. С помощью (2.7) преобразуем (2.4) к виду

∇
(︁ 𝑢⃗2

2
+ 𝑝− 𝛹

)︁
= 0. (2.12)

Подстановка (2.11) в (2.12) приводит к истинному равенству. Далее нужно вос-
пользоваться Утверждением 1.

Утверждение 3. Пусть существует функция 𝛹0 = 𝛹0(𝑥⃗) ∈ 𝐶∞(R3
𝑥⃗) и веще-

ственное положительное число 𝜆, такие, что отличное от тождественного
нуля векторное поле 𝑢⃗0 = 𝑢⃗0(𝑥⃗) ∈ C∞(R3

𝑥⃗) удовлетворяет системе уравнений

∆𝑢⃗0 = −𝜆𝑢⃗0, (2.13)

div 𝑢⃗0 = 0, (2.14)

∇𝛹0 = [𝑢⃗0 × 𝜔⃗0]. (2.15)

Тогда пара (𝑢⃗, 𝑝), где
𝑢⃗ = 𝑢⃗0𝑒

−𝜆𝜈𝑡, (2.16)

𝑝 = 𝑝0(𝑡) +
(︁
𝛹0 −

𝑢⃗20
2

)︁
𝑒−2𝜆𝜈𝑡, (2.17)

является точным решением задачи Коши как для системы Навье–Стокса, так
и для квазигидродинамической системы. Здесь 𝜔⃗0 = rot 𝑢⃗0, 𝑝0(𝑡) – произвольная
бесконечно дифференцируемая на промежутке [0,+∞) функция времени.

Доказательство. Непосредственной проверкой убеждаемся в том, что равенства
(2.8), (2.9) и (1.6) выполняются. Подействуем оператором rot на (2.16). Это дает

𝜔⃗ = 𝜔⃗0𝑒
−𝜆𝜈𝑡. (2.18)

С помощью (2.15), (2.16) и (2.18) находим

[𝑢⃗× 𝜔⃗] = 𝑒−2𝜆𝜈𝑡[𝑢⃗0 × 𝜔⃗0] = 𝑒−2𝜆𝜈𝑡∇𝛹0 = ∇𝛹, (2.19)
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где
𝛹 = 𝛹0𝑒

−2𝜆𝜈𝑡. (2.20)

Тогда
rot [𝑢⃗× 𝜔⃗] = rot ∇𝛹 = 0, (2.21)

и условие (2.10) также выполняется. Подстановка (2.16) и (2.20) в (2.11) приводит
к формуле для вычисления давления (2.17).

Изложенные здесь построения основаны на идеях И.С. Громеки и Э. Бель-
трами. Для системы Навье–Стокса в динамике вязкой несжимаемой жидкости
этот подход получил дальнейшее развитие в работах В. Тркала, Дж.И. Тейлора
и других авторов. Научная новизна заключается в том, что используемый метод
построения точных решений в полной мере применим к квазигидродинамической
системе уравнений.

3. Точные решения трехмерной квазигидродинамической системы,
порождаемые собственными функциями двумерного оператора Лапласа

Рассмотрим новый способ построения точных решений квазигидродинамичес-
кой системы.

Утверждение 4. Пусть существует отличная от тождественного нуля функ-
ция 𝜓0 = 𝜓0(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶∞(R2

𝑥,𝑦) и вещественное положительное число 𝜆, такие,
что выполняется равенство

𝜕2𝜓0

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝜓0

𝜕𝑦2
= −𝜆𝜓0, (𝑥, 𝑦) ∈ R2

𝑥,𝑦. (3.1)

Тогда пара (𝑢⃗, 𝑝), где
𝑢⃗ = 𝑢⃗0𝑒

−𝜆𝜈𝑡, (3.2)

𝑝 = 𝑝0(𝑡) +
(︁
𝛹0 −

𝑢⃗20
2

)︁
𝑒−2𝜆𝜈𝑡, (3.3)

является точным решением задачи Коши как для системы Навье–Стокса, так
и для квазигидродинамической системы. Здесь

𝑢⃗0 = 𝑖⃗
𝜕𝜓0

𝜕𝑦
− 𝑗⃗

𝜕𝜓0

𝜕𝑥
+ 𝛼𝑘⃗ 𝜓0, (3.4)

𝛹0 =

(︀
𝛼2 − 𝜆

)︀
2

𝜓2
0 , (3.5)

𝛼 – любое вещественное число, 𝑝0(𝑡) – произвольная бесконечно дифференцируе-
мая на промежутке [0,+∞) функция времени.

Доказательство. Заметим, что для векторного поля 𝑢⃗0, определяемого формулой
(3.4), выполняются равенства (2.13) и (2.14). Вычислим

𝜔⃗0 = rot 𝑢⃗0 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑖⃗ 𝑗⃗ 𝑘⃗
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧
𝜕𝜓0

𝜕𝑦
−𝜕𝜓0

𝜕𝑥
𝛼𝜓0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ =



О НОВОМ КЛАССЕ ТОЧНЫХ РЕШЕНИЙ... 11

= 𝛼𝑖
𝜕𝜓0

𝜕𝑦
− 𝛼𝑗⃗

𝜕𝜓0

𝜕𝑥
− 𝑘⃗

(︁𝜕2𝜓0

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝜓0

𝜕𝑦2

)︁
=

= 𝛼𝑖
𝜕𝜓0

𝜕𝑦
− 𝛼𝑗⃗

𝜕𝜓0

𝜕𝑥
+ 𝜆𝑘⃗ 𝜓0. (3.6)

С помощью (3.4) и (3.6) находим

[𝑢⃗0 × 𝜔⃗0] =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑖⃗ 𝑗⃗ 𝑘⃗
𝜕𝜓0

𝜕𝑦
−𝜕𝜓0

𝜕𝑥
𝛼𝜓0

𝛼
𝜕𝜓0

𝜕𝑦
−𝛼𝜕𝜓0

𝜕𝑥
𝜆𝜓0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ =

= 𝑖⃗
(︀
𝛼2 − 𝜆

)︀
𝜓0
𝜕𝜓0

𝜕𝑥
+ 𝑗⃗

(︀
𝛼2 − 𝜆

)︀
𝜓0
𝜕𝜓0

𝜕𝑦
=

(︀
𝛼2 − 𝜆

)︀
2

∇
(︁
𝜓2
0

)︁
= ∇𝛹0. (3.7)

Таким образом, равенство (2.15) также справедливо, причем функция 𝛹0 задается
формулой (3.5). Далее нужно воспользоваться Утверждением 3.

Замечание 1. Если 𝛼 ̸= ±
√
𝜆, то построенное решение не является однородно-

винтовым.

Замечание 2. В частном случае 𝛼 = −𝜆 эти точные решения системы Навье–
Стокса в безразмерной форме были построены в [15]. При этом параметр 𝜆 мог
принимать как положительные, так и отрицательные значения.

Пример 1. Собственная функция

𝜓0 = 𝐴 cos
(︁ 𝑥
𝐿

)︁
cos

(︁ 𝑦
𝐻

)︁
. (3.8)

удовлетворяет уравнению (3.1), причем

𝜆 =
1

𝐿2
+

1

𝐻2
. (3.9)

Здесь 𝐴, 𝐿 и 𝐻 – заданные положительные константы. В (3.4) положим

𝛼 =
𝛽

𝐿
, (3.10)

где 𝛽 – произвольное вещественное число. С помощью (3.2), (3.4), (3.8) – (3.10)
вычисляем компоненты вектора скорости

𝑢𝑥 = −𝐴

𝐻
cos

(︁ 𝑥
𝐿

)︁
sin

(︁ 𝑦
𝐻

)︁
𝑒−

(︀
1

𝐿2 + 1
𝐻2

)︀
𝜈𝑡, (3.11)

𝑢𝑦 =
𝐴

𝐿
sin

(︁ 𝑥
𝐿

)︁
cos

(︁ 𝑦
𝐻

)︁
𝑒−

(︀
1

𝐿2 + 1
𝐻2

)︀
𝜈𝑡, (3.12)

𝑢𝑧 =
𝛽𝐴

𝐿
cos

(︁ 𝑥
𝐿

)︁
cos

(︁ 𝑦
𝐻

)︁
𝑒−

(︀
1

𝐿2 + 1
𝐻2

)︀
𝜈𝑡. (3.13)

Принимая во внимание (3.3) – (3.5), (3.8) – (3.10), находим распределение давления
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𝑝 = 𝑝0(𝑡) +
1

2

(︂(︁𝛽2

𝐿2
− 1

𝐿2
− 1

𝐻2

)︁
𝐴2 cos2

(︁ 𝑥
𝐿

)︁
cos2

(︁ 𝑦
𝐻

)︁
−

−𝐴2

𝐻2
cos2

(︁ 𝑥
𝐿

)︁
sin2

(︁ 𝑦
𝐻

)︁
− 𝐴2

𝐿2
sin2

(︁ 𝑥
𝐿

)︁
cos2

(︁ 𝑦
𝐻

)︁
−

−𝛽
2𝐴2

𝐿2
cos2

(︁ 𝑥
𝐿

)︁
cos2

(︁ 𝑦
𝐻

)︁)︂
𝑒−2

(︀
1

𝐿2 + 1
𝐻2

)︀
𝜈𝑡. (3.14)

Для любого 𝛽 ∈ R набор функций (3.11) – (3.14) задает точное решение как си-
стемы Навье–Стокса (1.15) – (1.18), так и квазигидродинамической системы (1.8)
– (1.14). При 𝛽 = 0 получаем известный вихрь Тейлора–Грина. Если

𝛽 = ±
√︂

1 +
(︁ 𝐿
𝐻

)︁2

,

то построенное решение будет однородно-винтовым.

Заключение

Регуляризованные уравнения гидродинамики активно применяются для пост-
роения и теоретического обоснования численных методов решения практически
важных задач [16] – [20]. Найденные точные решения могут использоваться в ка-
честве тестов для демонстрации точности и эффективности этих методов.
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