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Квазигидродинамическая (КГД) система была предложена автором в
1993 году. Она имеет глубокие связи с классическими системами На-
вье–Стокса и Эйлера. В настоящей работе сформулирован и доказан
принцип суперпозиции решений для нелинейной квазигидродинамичес-
кой системы. С помощью данного подхода найдены точные решения,
общие для систем Навье–Стокса и КГД. Некоторые из этих решений
для квазигидродинамической системы построены впервые.
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Введение

Научное направление, связанное с построением точных решений системы На-
вье–Стокса в динамике вязкой несжимаемой жидкости представлено в [1–6]. В [7]
автором предложена альтернативная математическая модель, получившая назва-
ние квазигидродинамической (КГД). Физические принципы, на основе которых
эта модель построена, изложены в [8]. Она имеет глубокие связи с классическими
системами Навье–Стокса и Эйлера. Анализ точных решений КГД системы для
слабосжимаемой вязкой жидкости продолжен в монографии [9], а также в ста-
тьях [10–15]. Течения, представляющие собой суперпозицию (композицию) двух
других течений, изучались в [10, 13–15]. Интерес к решениям системы Навье–
Стокса, допускающим сложение скоростей, также проявлялся в последнее вре-
мя [16].

В настоящей работе сформулирован и доказан принцип суперпозиции решений
для нелинейной квазигидродинамической системы. С помощью данного подхода
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построены точные решения, общие для систем Навье–Стокса и КГД. Некоторые
из этих решений для квазигидродинамической системы построены впервые.

1. Квазигидродинамическая система и система Навье–Стокса

Квазигидродинамическая система для слабосжимаемой вязкой жидкости без
учета внешних сил в стандартных обозначениях может быть представлена в виде

div 𝑢⃗ = div 𝑤⃗, (1.1)

𝜕𝑢⃗

𝜕𝑡
+
(︀
(𝑢⃗− 𝑤⃗) · ∇

)︀
𝑢⃗ + ∇𝑝 = 𝜈∆𝑢⃗ + 𝜈∇

(︀
div 𝑢⃗

)︀
+ div (𝑢⃗⊗ 𝑤⃗). (1.2)

Вектор 𝑤⃗ вычисляется по формуле

𝑤⃗ = 𝜏
(︀
(𝑢⃗ · ∇)𝑢⃗ + ∇𝑝

)︀
. (1.3)

Греческой буквой 𝜈 обозначен коэффициент кинематической вязкости жидкости,
постоянная средняя плотность жидкости 𝜌 положена равной единице. Символом
∆ обозначен оператор Лапласа в R3

𝑥⃗, действующий на векторное поле. Система
(1.1) – (1.2) замкнута относительно неизвестных функций – скорости 𝑢⃗ = 𝑢⃗(𝑥⃗, 𝑡) и
давления 𝑝 = 𝑝(𝑥⃗, 𝑡). Характерное время релаксации 𝜏 вычисляется по формуле

𝜏 =
𝜈

𝑐2𝑠
,

где 𝑐𝑠 – скорость звука в жидкости. Параметры 𝜈 и 𝜏 являются положительными
константами.

Если в (1.1) – (1.2) пренебречь членами, содержащими 𝜏 , то получим класси-
ческую систему Навье–Стокса в динамике вязкой несжимаемой жидкости:

div 𝑢⃗ = 0, (1.4)

𝜕𝑢⃗

𝜕𝑡
+ (𝑢⃗ · ∇)𝑢⃗ + ∇𝑝 = 𝜈∆𝑢⃗. (1.5)

2. Принцип суперпозиции решений

Пусть Ω – область в пространстве R3
𝑥⃗ × R𝑡. Будем рассматривать гладкие ре-

шения 𝑢⃗ = 𝑢⃗(𝑥⃗, 𝑡) ∈ C∞(Ω), 𝑝 = 𝑝(𝑥⃗, 𝑡) ∈ 𝐶∞(Ω) систем Навье–Стокса и КГД.
Справедлива

Теорема 1. Пусть 𝑢⃗ = 𝑢⃗(𝑥⃗, 𝑡), 𝑝 = 𝑝(𝑥⃗, 𝑡) – гладкое решение системы Навье–
Стокса

div 𝑢⃗ = 0, (2.1)

𝜕𝑢⃗

𝜕𝑡
+ (𝑢⃗ · ∇)𝑢⃗ + ∇𝑝 = 𝜈∆𝑢⃗, (2.2)

удовлетворяющее дополнительному условию(︀
𝑢⃗ · ∇

)︀(︂𝜕𝑢⃗

𝜕𝑡
− 𝜈∆𝑢⃗

)︂
+

(︂(︂
𝜕𝑢⃗

𝜕𝑡
− 𝜈∆𝑢⃗

)︂
· ∇
)︂
𝑢⃗ = 0. (2.3)

Тогда пара (𝑢⃗, 𝑝) является точным решением квазигидродинамической системы
(1.1) – (1.2).
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Доказательство. Доказательство теоремы 1 приведено в [9] на стр. 97–98.

По формуле

𝜔⃗ = rot 𝑢⃗ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑖⃗ 𝑗⃗ 𝑘⃗
𝜕
𝜕𝑥

𝜕
𝜕𝑦

𝜕
𝜕𝑧

𝑢𝑥 𝑢𝑦 𝑢𝑧

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ (2.4)

определим вихрь векторного поля 𝑢⃗. Здесь 𝑖⃗, 𝑗⃗, 𝑘⃗ – единичные орты правой декар-
товой системы координат 𝑜𝑥𝑦𝑧.

Теорема 2 (Принцип суперпозиции). Пусть
(︀
𝑢⃗(1), 𝑝(1)

)︀
и
(︀
𝑢⃗(2), 𝑝(2)

)︀
– два гладких

решения переопределенной системы (2.1) – (2.3), и существует такая функция
𝛷 = 𝛷(𝑥⃗, 𝑡), что выполнены условия[︀

𝑢⃗(1) × 𝜔⃗(2)
]︀

+
[︀
𝑢⃗(2) × 𝜔⃗(1)

]︀
= ∇𝛷, (2.5)

(︀
𝑢⃗(1) · ∇

)︀(︂𝜕𝑢⃗(2)

𝜕𝑡
− 𝜈∆𝑢⃗(2)

)︂
+

(︂(︂
𝜕𝑢⃗(2)

𝜕𝑡
− 𝜈∆𝑢⃗(2)

)︂
· ∇
)︂
𝑢⃗(1)+

+
(︀
𝑢⃗(2) · ∇

)︀(︂𝜕𝑢⃗(1)

𝜕𝑡
− 𝜈∆𝑢⃗(1)

)︂
+

(︂(︂
𝜕𝑢⃗(1)

𝜕𝑡
− 𝜈∆𝑢⃗(1)

)︂
· ∇
)︂
𝑢⃗(2) = 0. (2.6)

Тогда пара (𝑢⃗, 𝑝), где
𝑢⃗ = 𝑢⃗(1) + 𝑢⃗(2), (2.7)

𝑝 = 𝑝(1) + 𝑝(2) −
(︀
𝑢⃗(1) · 𝑢⃗(2)

)︀
+ 𝛷, (2.8)

является точным решением как системы Навье–Стокса (1.4) – (1.5), так и ква-
зигидродинамической системы (1.1) – (1.2).

Доказательство. Если div 𝑢⃗(1) = 0 и div 𝑢⃗(2) = 0, то

div 𝑢⃗ = div
(︀
𝑢⃗(1) + 𝑢⃗(2)

)︀
= 0, (2.9)

и уравнение (2.1) выполняется. Запишем (2.2) в форме Громеки–Лэмба

𝜕𝑢⃗

𝜕𝑡
+ ∇

(︁ 𝑢⃗2

2
+ 𝑝
)︁

=
[︀
𝑢⃗× 𝜔⃗

]︀
+ 𝜈∆𝑢⃗. (2.10)

Поскольку пары
(︀
𝑢⃗(1), 𝑝(1)

)︀
и
(︀
𝑢⃗(2), 𝑝(2)

)︀
удовлетворяют уравнению (2.10), справед-

ливы равенства

𝜕𝑢⃗(1)

𝜕𝑡
+ ∇

(︁(︀𝑢⃗(1)
)︀2

2
+ 𝑝(1)

)︁
=
[︀
𝑢⃗(1) × 𝜔⃗(1)

]︀
+ 𝜈∆𝑢⃗(1), (2.11)

𝜕𝑢⃗(2)

𝜕𝑡
+ ∇

(︁(︀𝑢⃗(2)
)︀2

2
+ 𝑝(2)

)︁
=
[︀
𝑢⃗(2) × 𝜔⃗(2)

]︀
+ 𝜈∆𝑢⃗(2). (2.12)

Складывая (2.11) и (2.12), будем иметь

𝜕
(︀
𝑢⃗(1) + 𝑢⃗(2)

)︀
𝜕𝑡

+ ∇
(︁(︀𝑢⃗(1)

)︀2
2

+

(︀
𝑢⃗(2)

)︀2
2

+ 𝑝(1) + 𝑝(2)
)︁

=
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=
[︀
𝑢⃗(1) × 𝜔⃗(1)

]︀
+
[︀
𝑢⃗(2) × 𝜔⃗(2)

]︀
+ 𝜈∆

(︀
𝑢⃗(1) + 𝑢⃗(2)

)︀
. (2.13)

В силу свойств векторного произведения[︀(︀
𝑢⃗(1) + 𝑢⃗(2)

)︀
×
(︀
𝜔⃗(1) + 𝜔⃗(2)

)︀]︀
=
[︀
𝑢⃗(1) × 𝜔⃗(1)

]︀
+
[︀
𝑢⃗(2) × 𝜔⃗(2)

]︀
+

+
[︀
𝑢⃗(1) × 𝜔⃗(2)

]︀
+
[︀
𝑢⃗(2) × 𝜔⃗(1)

]︀
. (2.14)

Принимая во внимание (2.5), преобразуем (2.14) к виду[︀
𝑢⃗(1) × 𝜔⃗(1)

]︀
+
[︀
𝑢⃗(2) × 𝜔⃗(2)

]︀
=
[︀(︀
𝑢⃗(1) + 𝑢⃗(2)

)︀
×
(︀
𝜔⃗(1) + 𝜔⃗(2)

)︀]︀
−∇𝛷. (2.15)

Подстановка (2.15) в (2.13) дает

𝜕
(︀
𝑢⃗(1) + 𝑢⃗(2)

)︀
𝜕𝑡

+ ∇
(︁(︀𝑢⃗(1)

)︀2
2

+

(︀
𝑢⃗(2)

)︀2
2

+ 𝑝(1) + 𝑝(2) + 𝛷
)︁

=

=
[︀(︀
𝑢⃗(1) + 𝑢⃗(2)

)︀
×
(︀
𝜔⃗(1) + 𝜔⃗(2)

)︀]︀
+ 𝜈∆

(︀
𝑢⃗(1) + 𝑢⃗(2)

)︀
. (2.16)

Эквивалентная запись (2.16) такова

𝜕
(︀
𝑢⃗(1) + 𝑢⃗(2)

)︀
𝜕𝑡

+ ∇
(︁(︀𝑢⃗(1) + 𝑢⃗(2)

)︀2
2

+ 𝑝(1) + 𝑝(2) −
(︀
𝑢⃗(1) · 𝑢⃗(2)

)︀
+ 𝛷

)︁
=

=
[︀(︀
𝑢⃗(1) + 𝑢⃗(2)

)︀
×
(︀
𝜔⃗(1) + 𝜔⃗(2)

)︀]︀
+ 𝜈∆

(︀
𝑢⃗(1) + 𝑢⃗(2)

)︀
. (2.17)

Уравнение (2.2) также удовлетворяется, поскольку в силу (2.7), (2.8) равенство
(2.17) может быть представлено в виде (2.10).

По условиям теоремы справедливы равенства(︀
𝑢⃗(1) · ∇

)︀(︂𝜕𝑢⃗(1)

𝜕𝑡
− 𝜈∆𝑢⃗(1)

)︂
+

(︂(︂
𝜕𝑢⃗(1)

𝜕𝑡
− 𝜈∆𝑢⃗(1)

)︂
· ∇
)︂
𝑢⃗(1) = 0, (2.18)

(︀
𝑢⃗(2) · ∇

)︀(︂𝜕𝑢⃗(2)

𝜕𝑡
− 𝜈∆𝑢⃗(2)

)︂
+

(︂(︂
𝜕𝑢⃗(2)

𝜕𝑡
− 𝜈∆𝑢⃗(2)

)︂
· ∇
)︂
𝑢⃗(2) = 0. (2.19)

Следствием (2.18), (2.19) и (2.6) является соотношение

(︀(︀
𝑢⃗(1) + 𝑢⃗(2)

)︀
· ∇
)︀(︂𝜕𝑢⃗(1)

𝜕𝑡
− 𝜈∆𝑢⃗(1) +

𝜕𝑢⃗(2)

𝜕𝑡
− 𝜈∆𝑢⃗(2)

)︂
+

+

(︂(︂
𝜕𝑢⃗(1)

𝜕𝑡
− 𝜈∆𝑢⃗(1) +

𝜕𝑢⃗(2)

𝜕𝑡
− 𝜈∆𝑢⃗(2)

)︂
· ∇
)︂(︀

𝑢⃗(1) + 𝑢⃗(2)
)︀

= 0, (2.20)

которое может быть представлено в виде (2.3). По теореме 1 пара (𝑢⃗, 𝑝) является
общим точным решением систем Навье–Стокса и КГД.

3. Иллюстрирующие примеры

Пример 1. В качестве полей 𝑢⃗(1) и 𝑝(1) возьмем точное решение системы Навье-
Стокса, отвечающее стационарному симметричному относительно оси 𝑜𝑧 течению
Пуазейля–Куэтта:

𝑢⃗(1) =
(︁ 𝐴

4𝜈

(︀
𝑥2 + 𝑦2

)︀
+ 𝐵 ln

√︀
𝑥2 + 𝑦2 + 𝐶

)︁
𝑘⃗, (3.1)
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𝑝(1) = 𝐴𝑧 + 𝑝
(1)
0 . (3.2)

Здесь 𝐴, 𝐵, 𝐶 и 𝑝
(1)
0 – заданные вещественные числа, причем 𝐴 < 0. Непосред-

ственной проверкой убеждаемся в том, что для векторного поля 𝑢⃗ = 𝑢⃗(1) условие
(2.3) выполняется.

Второе стационарное решение
(︀
𝑢⃗(2), 𝑝(2)

)︀
системы Навье–Стокса выберем в ви-

де

𝑢⃗(2) = −
(︁𝜔0𝑦

2
+

Γ

2𝜋

𝑦

𝑥2 + 𝑦2

)︁
𝑖 +
(︁𝜔0𝑥

2
+

Γ

2𝜋

𝑥

𝑥2 + 𝑦2

)︁
𝑗, (3.3)

𝑝(2) =
𝜔2
0

8

(︀
𝑥2 + 𝑦2

)︀
+

𝜔0Γ

2𝜋
ln
√︀
𝑥2 + 𝑦2 − Γ2

8𝜋2
(︀
𝑥2 + 𝑦2

)︀ + 𝑝
(2)
0 . (3.4)

Здесь 𝜔0, Γ и 𝑝
(2)
0 – постоянные величины. Поскольку ∆𝑢⃗(2) = 0, для векторного

поля 𝑢⃗ = 𝑢⃗(2) условие (2.3) также выполняется.
По формуле (2.4) находим

𝜔⃗(1) = rot 𝑢⃗(1) =
(︁𝐴𝑦

2𝜈
+

𝐵𝑦

𝑥2 + 𝑦2

)︁
𝑖−
(︁𝐴𝑥

2𝜈
+

𝐵𝑥

𝑥2 + 𝑦2

)︁
𝑗, (3.5)

𝜔⃗(2) = rot 𝑢⃗(2) = 𝜔0𝑘⃗. (3.6)

Принимая во внимание (3.1), (3.3), (3.5) и (3.6), будем иметь[︀
𝑢⃗(1) × 𝜔⃗(2)

]︀
= 𝜔0

(︁ 𝐴

4𝜈

(︀
𝑥2 + 𝑦2

)︀
+ 𝐵 ln

√︀
𝑥2 + 𝑦2 + 𝐶

)︁[︀
𝑘⃗ × 𝑘⃗

]︀
= 0, (3.7)

[︀
𝑢⃗(2) × 𝜔⃗(1)

]︀
= −

(︁𝜔0𝑦

2
+

Γ

2𝜋

𝑦

𝑥2 + 𝑦2

)︁(︁𝐴𝑦

2𝜈
+

𝐵𝑦

𝑥2 + 𝑦2

)︁[︀
𝑖× 𝑖⃗

]︀
−

−
(︁𝜔0𝑥

2
+

Γ

2𝜋

𝑥

𝑥2 + 𝑦2

)︁(︁𝐴𝑥

2𝜈
+

𝐵𝑥

𝑥2 + 𝑦2

)︁[︀
𝑗 × 𝑗⃗

]︀
+

+
(︁𝜔0𝑦

2
+

Γ

2𝜋

𝑦

𝑥2 + 𝑦2

)︁(︁𝐴𝑥

2𝜈
+

𝐵𝑥

𝑥2 + 𝑦2

)︁[︀
𝑖× 𝑗⃗

]︀
+

+
(︁𝜔0𝑥

2
+

Γ

2𝜋

𝑥

𝑥2 + 𝑦2

)︁(︁𝐴𝑦
2𝜈

+
𝐵𝑦

𝑥2 + 𝑦2

)︁[︀
𝑗 × 𝑖⃗

]︀
= 0. (3.8)

Здесь учтено, что [︀
𝑖× 𝑖⃗

]︀
=
[︀
𝑗 × 𝑗⃗

]︀
= 0,

[︀
𝑖× 𝑗⃗

]︀
= −

[︀
𝑗 × 𝑖⃗

]︀
.

Таким образом, [︀
𝑢⃗(1) × 𝜔⃗(2)

]︀
+
[︀
𝑢⃗(2) × 𝜔⃗(1)

]︀
= 0, (3.9)

и условие (2.5) выполняется с функцией 𝛷 = 0. Осталось проверить условие (2.6),
которое для векторных полей (3.1) и (3.3) принимает вид

(︀
𝑢⃗(2) · ∇

)︀(︁𝐴𝑘⃗

𝜈

)︁
+

𝐴

𝜈

𝜕𝑢⃗(2)

𝜕𝑧
= 0. (3.10)

Равенство (3.10) выполняется, так как частные производные постоянного вектора
равны нулю, а поле 𝑢⃗(2) не зависит от 𝑧.



ПРИНЦИП СУПЕРПОЗИЦИИ РЕШЕНИЙ... 65

Таким образом, все условия теоремы 2 выполнены. Согласно принципу супер-
позиции, набор функций

𝑢⃗ = 𝑢⃗(1) + 𝑢⃗(2) = −
(︁𝜔0𝑦

2
+

Γ

2𝜋

𝑦

𝑥2 + 𝑦2

)︁
𝑖 +
(︁𝜔0𝑥

2
+

Γ

2𝜋

𝑥

𝑥2 + 𝑦2

)︁
𝑗+

+
(︁ 𝐴

4𝜈

(︀
𝑥2 + 𝑦2

)︀
+ 𝐵 ln

√︀
𝑥2 + 𝑦2 + 𝐶

)︁
𝑘⃗, (3.11)

𝑝 = 𝑝(1) + 𝑝(2) −
(︀
𝑢⃗(1) · 𝑢⃗(2)

)︀
+ 𝛷 =

=
𝜔2
0

8

(︀
𝑥2 + 𝑦2

)︀
+

𝜔0Γ

2𝜋
ln
√︀
𝑥2 + 𝑦2 − Γ2

8𝜋2
(︀
𝑥2 + 𝑦2

)︀ + 𝐴𝑧 + 𝑝0 (3.12)

задает точное решение, общее для стационарных систем Навье–Стокса и КГД.

Здесь 𝑝0 = 𝑝
(1)
0 + 𝑝

(2)
0 – произвольная постоянная. Это решение системы КГД

впервые было построено другим способом в [10].

Пример 2. Решение
(︀
𝑢⃗(1), 𝑝(1)

)︀
выберем таким же, как и в предыдущем приме-

ре. В качестве
(︀
𝑢⃗(2), 𝑝(2)

)︀
возьмем общее вихревое решение систем Навье–Стокса

и КГД, построенное в [14] на стр. 9–10:

𝑢⃗(2) = − 𝐷𝑦

2𝜈(𝑡0 + 𝑡)2
𝑒
−

𝑥2 + 𝑦2

4𝜈(𝑡0 + 𝑡) 𝑖⃗ +
𝐷𝑥

2𝜈(𝑡0 + 𝑡)2
𝑒
−

𝑥2 + 𝑦2

4𝜈(𝑡0 + 𝑡) 𝑗⃗. (3.13)

𝑝(2) = − 𝐷2

4𝜈(𝑡0 + 𝑡)3
𝑒
−

𝑥2 + 𝑦2

2𝜈(𝑡0 + 𝑡) + 𝑝
(2)
0 (𝑡). (3.14)

Здесь 𝐷 и 𝑡0 – заданные положительные константы, 𝑝
(2)
0 (𝑡) – произвольная функ-

ция времени, определенная при 𝑡 > 0. Поскольку

𝜕𝑢⃗(2)

𝜕𝑡
− 𝜈∆𝑢⃗(2) = 0, (3.15)

для векторного поля 𝑢⃗ = 𝑢⃗(2) условие (2.3) выполняется. С помощью (2.4) находим

𝜔⃗(1) = rot 𝑢⃗(1) =
(︁𝐴𝑦

2𝜈
+

𝐵𝑦

𝑥2 + 𝑦2

)︁
𝑖−
(︁𝐴𝑥

2𝜈
+

𝐵𝑥

𝑥2 + 𝑦2

)︁
𝑗, (3.16)

𝜔⃗(2) = rot 𝑢⃗(2) =
𝐷

𝜈(𝑡0 + 𝑡)2

(︂
1 − 𝑥2 + 𝑦2

4𝜈(𝑡0 + 𝑡)

)︂
𝑒
−

𝑥2 + 𝑦2

4𝜈(𝑡0 + 𝑡) 𝑘⃗. (3.17)

Имеем [︀
𝑢⃗(1) × 𝜔⃗(2)

]︀
=
(︁ 𝐴

4𝜈

(︀
𝑥2 + 𝑦2

)︀
+ 𝐵 ln

√︀
𝑥2 + 𝑦2 + 𝐶

)︁
×

× 𝐷

𝜈(𝑡0 + 𝑡)2

(︂
1 − 𝑥2 + 𝑦2

4𝜈(𝑡0 + 𝑡)

)︂
𝑒
−

𝑥2 + 𝑦2

4𝜈(𝑡0 + 𝑡) [︀𝑘⃗ × 𝑘⃗
]︀

= 0, (3.18)
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[︀
𝑢⃗(2) × 𝜔⃗(1)

]︀
= − 𝐷𝑦

2𝜈(𝑡0 + 𝑡)2
𝑒
−

𝑥2 + 𝑦2

4𝜈(𝑡0 + 𝑡)
(︁𝐴𝑦

2𝜈
+

𝐵𝑦

𝑥2 + 𝑦2

)︁[︀
𝑖× 𝑖⃗

]︀
−

− 𝐷𝑥

2𝜈(𝑡0 + 𝑡)2
𝑒
−

𝑥2 + 𝑦2

4𝜈(𝑡0 + 𝑡)
(︁𝐴𝑥

2𝜈
+

𝐵𝑥

𝑥2 + 𝑦2

)︁[︀
𝑗 × 𝑗⃗

]︀
+

+
𝐷𝑦

2𝜈(𝑡0 + 𝑡)2
𝑒
−

𝑥2 + 𝑦2

4𝜈(𝑡0 + 𝑡)
(︁𝐴𝑥

2𝜈
+

𝐵𝑥

𝑥2 + 𝑦2

)︁[︀
𝑖× 𝑗⃗

]︀
+

+
𝐷𝑥

2𝜈(𝑡0 + 𝑡)2
𝑒
−

𝑥2 + 𝑦2

4𝜈(𝑡0 + 𝑡)
(︁𝐴𝑦

2𝜈
+

𝐵𝑦

𝑥2 + 𝑦2

)︁[︀
𝑗 × 𝑖⃗

]︀
= 0. (3.19)

Следовательно, [︀
𝑢⃗(1) × 𝜔⃗(2)

]︀
+
[︀
𝑢⃗(2) × 𝜔⃗(1)

]︀
= 0, (3.20)

и условие (2.5) выполнено с функцией 𝛷 = 0. В силу (3.15) условие (2.6) принимает
вид (︀

𝑢⃗(2) · ∇
)︀(︁𝐴𝑘⃗

𝜈

)︁
+

𝐴

𝜈

𝜕𝑢⃗(2)

𝜕𝑧
= 0. (3.21)

Оно выполняется, поскольку поле 𝑢⃗(2) не зависит от 𝑧. Частные производные от
постоянного вектора также обращаются в нуль. По принципу суперпозиции функ-
ции

𝑢⃗ = 𝑢⃗(1) + 𝑢⃗(2) = − 𝐷𝑦

2𝜈(𝑡0 + 𝑡)2
𝑒
−

𝑥2 + 𝑦2

4𝜈(𝑡0 + 𝑡) 𝑖⃗ +
𝐷𝑥

2𝜈(𝑡0 + 𝑡)2
𝑒
−

𝑥2 + 𝑦2

4𝜈(𝑡0 + 𝑡) 𝑗⃗+

+
(︁ 𝐴

4𝜈

(︀
𝑥2 + 𝑦2

)︀
+ 𝐵 ln

√︀
𝑥2 + 𝑦2 + 𝐶

)︁
𝑘⃗, (3.22)

𝑝 = 𝑝(1) + 𝑝(2) −
(︀
𝑢⃗(1) · 𝑢⃗(2)

)︀
+ 𝛷 =

= − 𝐷2

4𝜈(𝑡0 + 𝑡)3
𝑒
−

𝑥2 + 𝑦2

2𝜈(𝑡0 + 𝑡) + 𝐴𝑧 + 𝑝0(𝑡), (3.23)

при 𝑡 > 0 образуют общее точное решение систем Навье–Стокса и КГД. Здесь 𝑝0(𝑡)
– произвольная функция времени.

Пример 3. Пусть пара функций
(︀
𝑢⃗(1), 𝑝(1)

)︀
задает точное решение системы

Навье-Стокса, отвечающее плоскому стационарному течению Пуазейля–Куэтта:

𝑢⃗(1) =
(︁ 𝐴

2𝜈
𝑥2 + 𝐵𝑥 + 𝐶

)︁
𝑘⃗. (3.24)

𝑝(1) = 𝐴𝑧 + 𝑝
(1)
0 . (3.25)
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Здесь 𝐴, 𝐵, 𝐶 и 𝑝
(1)
0 – заданные вещественные числа, причем 𝐴 < 0. Для векторно-

го поля 𝑢⃗ = 𝑢⃗(1) условие (2.3) выполняется. В качестве
(︀
𝑢⃗(2), 𝑝(2)

)︀
выберем общее

решение систем Навье–Стокса и КГД вида

𝑢⃗(2) =
𝐷

2
√︀
𝜋𝜈(𝑡 + 𝑡0)

exp

(︂
− 𝑥2

4𝜈(𝑡 + 𝑡0)

)︂
𝑗⃗, (3.26)

𝑝(2) = 𝑝
(2)
0 (𝑡). (3.27)

Символами 𝐷 и 𝑡0 обозначены заданные положительные постоянные, 𝑝
(2)
0 (𝑡) – про-

извольная функция времени, определенная при 𝑡 > 0. Так как

𝜕𝑢⃗(2)

𝜕𝑡
− 𝜈∆𝑢⃗(2) = 0, (3.28)

для векторного поля 𝑢⃗ = 𝑢⃗(2) условие (2.3) выполняется. С помощью (2.4) опреде-
ляем

𝜔⃗(1) = rot 𝑢⃗(1) = −
(︁𝐴𝑥

𝜈
+ 𝐵

)︁
𝑗, (3.29)

𝜔⃗(2) = rot 𝑢⃗(2) = − 𝐷𝑥

4
√
𝜋(𝜈(𝑡 + 𝑡0))3/2

exp

(︂
− 𝑥2

4𝜈(𝑡 + 𝑡0)

)︂
𝑘⃗. (3.30)

Вычисления дают [︀
𝑢⃗(1) × 𝜔⃗(2)

]︀
+
[︀
𝑢⃗(2) × 𝜔⃗(1)

]︀
=

= −
(︁ 𝐴

2𝜈
𝑥2 + 𝐵𝑥 + 𝐶

)︁ 𝐷𝑥

4
√
𝜋(𝜈(𝑡 + 𝑡0))3/2

exp

(︂
− 𝑥2

4𝜈(𝑡 + 𝑡0)

)︂[︀
𝑘⃗ × 𝑘⃗

]︀
−

− 𝐷

2
√︀
𝜋𝜈(𝑡 + 𝑡0)

exp

(︂
− 𝑥2

4𝜈(𝑡 + 𝑡0)

)︂(︁𝐴𝑥

𝜈
+ 𝐵

)︁[︀
𝑗 × 𝑗⃗

]︀
= 0. (3.31)

Условие (2.5) выполннено с функцией 𝛷 = 0. Условие (2.6) принимает вид

(︁
𝑢(2)
𝑦

𝜕

𝜕𝑦

)︁(︁𝐴𝑘⃗

𝜈

)︁
+

𝐴

𝜈

𝜕𝑢⃗(2)

𝜕𝑧
= 0.

Оно также выполняется. Согласно принципу суперпозиции, функции

𝑢⃗ = 𝑢⃗(1) + 𝑢⃗(2) =
𝐷

2
√︀
𝜋𝜈(𝑡 + 𝑡0)

exp

(︂
− 𝑥2

4𝜈(𝑡 + 𝑡0)

)︂
𝑗⃗+

+
(︁ 𝐴

2𝜈
𝑥2 + 𝐵𝑥 + 𝐶

)︁
𝑘⃗,

𝑝 = 𝑝(1) + 𝑝(2) −
(︀
𝑢⃗(1) · 𝑢⃗(2)

)︀
+ 𝛷 = 𝐴𝑧 + 𝑝0(𝑡),

при 𝑡 > 0 задают общее точное решение систем Навье–Стокса и КГД. Здесь 𝑝0(𝑡)
– произвольная функция времени.

Заметим, что нестационарные решения из примеров 2 и 3 для квазигидроди-
намической системы построены впервые.
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Заключение

Нетрудно показать, что принцип суперпозиции справедлив для установивших-
ся потенциальных течений жидкости. Кроме того, он выполняется для двух неста-
ционарных однородно-винтовых решений

(︀
𝑢⃗(1), 𝑝(1)

)︀
и
(︀
𝑢⃗(2), 𝑝(2)

)︀
квазигидродина-

мической системы, подчиняющихся условиям

𝜔⃗(1) = 𝜆𝑢⃗(1), 𝜔⃗(2) = 𝜆𝑢⃗(2),

с одинаковым значением 𝜆 ̸= 0. Для системы Навье–Стокса эти факты были давно
известны. Регуляризованные уравнения гидродинамики квазигидродинамическо-
го типа широко используются для построения численных методов. Некоторые пос-
ледние результаты представлены в [17–22].
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The quasi-hydrodynamic (QHD) system was proposed by the author in
1993. It has deep connections with classical Navier–Stokes and Euler sys-
tems. In this paper the principle of superposition of solutions for nonlinear
quasi–hydrodynamic system is formulated and proved. Using this approach,
exact solutions are found that are common for the Navier–Stokes and QHD
systems. Some of these solutions for the quasi–hydrodynamic system are
constructed for the first time.
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