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В работе рассматриваются минимальные проекции пространства 𝑙3𝑚∞ на
некоторые подпространства коразмерности 𝑚. Для них найдены отно-
сительные проекционные константы, а в случае минимальной проекции
с единичной нормой найдено максимальное значение константы силь-
ной единственности. Найденные проекционные константы могут найти
применение в вычислительной математике, в частности, для оценки
сходимости проекционных методов.
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Введение

Вычисление проекционных констант является одной из задач прикладного
функционального анализа. Актуальность этой проблемы и применение получен-
ных результатов рассматриваются в работах [2, 12, 17, 18, 20, 22]. Рассмотрим эти
аспекты более подробно.

Большой интерес к задачам этой тематики обусловлен тем, что операторы про-
ектирования (ограниченные идемпотентные операторы) дают приближение того
же порядка, что и наилучшее, и, следовательно, находят применение в вычис-
лительной математике. Известно, что для приближенных решений линейных и
нелинейных операторных уравнений широко применяются проекционные мето-
ды. Для оценки сходимости этих методов (например, метода Галеркина – Петро-
ва) зачастую удобно было бы использовать абсолютные проекционные константы
𝜆(𝑘, 𝑛), (1 6 𝑘 6 𝑛 − 1), точные значения которых для 𝑘 6 𝑛 − 2 пока неизвест-
ны. Поэтому даже их оценки (с помощью относительных проекционных констант)
очень важны, и, именно это, делает проблему нахождения относительных проек-
ционных констант актуальной.

В монографии Одинца [17] показана связь проблемы единственности мини-
мальных проекций в банаховых пространствах с проблемой единственности в
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математическом программировании. В конечномерных симметричных простран-
ствах проблема единственности минимальной проекции по сути является некото-
рой задачей математического программирования.

Связь функционального анализа с математическим программированием хо-
рошо известна. В основном методы функционального анализа применяются для
решения той или иной задачи математического программирования. В [17] мето-
ды математического программирования (в частности, симплекс-метод) применены
для решения задачи функционального анализа – проблемы единственности мини-
мальной проекции в конечномерном симметричном пространстве. Здесь же при-
веден пример, который демонстрирует связь теории матричных игр с проблемой
единственности минимальных проекций.

Существуют два основных применения констант сильной единственности: 1.
Оценка погрешности алгоритма Ремеза; 2. Непрерывность по Липшицу операто-
ра наилучшего приближения в 𝑥0 (если существует сильно единственный элемент
наилучшего приближения к 𝑥0). Оценка погрешности алгоритма Ремеза основана
на итерационном процессе нахождения константы 𝑘 из (1.2). Сначала этот алго-
ритм использовался для приближения по Чебышеву. Сегодня он используется для
проектирования фильтров при цифровой обработке сигналов. В настоящее время
в численных методах приближения по Чебышеву константы сильной единствен-
ности используются совместно с метрической проекцией непрерывной по Липши-
цу [20].

Пусть 𝑌 – замкнутое подпространство банахова пространства 𝑋.

Определение 1. Линейный ограниченный оператор 𝜋 : 𝑋 → 𝑌 называется опе-
ратором проектирования (проекцией) пространства 𝑋 на 𝑌 , если 𝜋𝑦 = 𝑦 для
любого 𝑦 ∈ 𝑌 .

Множество всех операторов проектирования пространства 𝑋 на подпростран-
ство 𝑌 будем обозначать через 𝜋(𝑋,𝑌 ).

Определение 2. Относительной проекционной константой подпространства
𝑌 в пространстве 𝑋 называется число 𝜆(𝑌,𝑋) = inf

{︀
‖𝜋‖, 𝜋 ∈ 𝜋(𝑋,𝑌 )

}︀
.

Среди операторов проектирования особый интерес представляют те, для кото-
рых выполняется равенство ‖𝜋‖ = 𝜆(𝑌,𝑋). Такие проекции, если они существуют,
называются минимальными.

Множество минимальных проекций из 𝑋 на 𝑌 будем обозначать ∆(𝑋,𝑌 ).

Определение 3. Если множество ∆(𝑋,𝑌 ) состоит ровно из одного элемен-
та, то говорят, что пара (𝑋,𝑌 ) обладает свойством единственности или, что
минимальная проекция 𝜋 является единственной.

Условия единственности для некоторых минимальных проекций в простран-
ствах 𝑙𝑛∞ и 𝑙𝑛1 можно найти, например, в [1, 3, 7, 19,22].

Пусть 𝑌2𝑚 есть 2𝑚 – мерное подпространство пространства 𝑋 = 𝑙3𝑚∞ , 3𝑚-
мерного линейного нормированного пространства элементов 𝑥 =

(︀
𝑥𝑖
)︀3𝑚
1

с нормой

‖𝑥‖ = max
16𝑖63𝑚

⃒⃒
𝑥𝑖
⃒⃒
.
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Предложение 1. [1] Любой оператор проектирования 𝜋 : 𝑙3𝑚∞ → 𝑌2𝑚 имеет вид
𝜋𝛼, где

𝜋𝛼𝑥 = 𝑥−
𝑚∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝑓𝑖(𝑥),

𝛼𝑖 =
(︀
𝛼𝑖𝑗

)︀3𝑚
𝑗=1

– элементы пространства 𝑙3𝑚∞ , а 𝑓𝑖 = (𝑓𝑖𝑗)
3𝑚
𝑗=1 ̸= 0 – линейные

функционалы, определенные в 𝑙3𝑚∞ , причем

𝑓𝑖
(︀
𝛼𝑗

)︀
=

3𝑚∑︁
𝑘=1

𝛼𝑗𝑘𝑓𝑖𝑘 = 𝛿𝑖𝑗 (𝑖, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚). (1.1)

Гиперплоскости пространства 𝑙3𝑚∞ имеют вид

𝑓−1
𝑖 (0) =

{︃
𝑥 ∈ 𝑙3𝑚∞

⃒⃒
𝑓𝑖(𝑥) =

3𝑚∑︁
𝑘=1

𝑓𝑖𝑘𝑥𝑘 = 0

}︃
(𝑖 = 1, . . . ,𝑚),

и в силу линейной независимости функционалов 𝑓𝑖 (𝑖 = 1, . . . ,𝑚) , которая следу-
ет из формул (1.1), пространство 𝑌2𝑚 =

⋂︀𝑚
𝑖=1 𝑓

−1
𝑖 (0) является подпространством

пространства 𝑙3𝑚∞ коразмерности m.

Определение 4. Оператор проектирования 𝜋0 ∈ ∆
(︀
𝑙3𝑚∞ , 𝑌2𝑚

)︀
называется сильно

единственным, если для любого 𝜋 ∈ 𝜋
(︀
𝑙3𝑚∞ , 𝑌2𝑚

)︀
справедливо неравенство⃦⃦

𝜋0
⃦⃦

+ 𝑘 ·
⃦⃦
𝜋 − 𝜋0

⃦⃦
6 ‖𝜋‖, (1.2)

где 𝑘 не зависит от 𝜋 и 𝑘 ∈ (0; 1].

Число 𝑘 называется константой сильной единственности, а через 𝑘0 обознача-
ется максимальное значение 𝑘, при котором выполняется неравенство (1.2).

Очевидно, что сильно единственный оператор 𝜋0 имеет минимальную норму и
является единственным.

Предложение 2. [1] Пусть 𝜋 ∈ 𝜋
(︀
𝑙3𝑚∞ , 𝑌𝑚

)︀
, а 𝜋0 ∈ ∆

(︀
𝑙3𝑚∞ , 𝑌𝑚

)︀
. Нормы операто-

ров 𝜋 и 𝜋 − 𝜋0 вычисляются по формулам

‖𝜋‖ = max
16𝑖63𝑚

𝑇𝑖,
⃦⃦
𝜋 − 𝜋0

⃦⃦
= max

16𝑖63𝑚
𝐵𝑖,

где

𝑇𝑖 =

3𝑚∑︁
𝑗=1

⃒⃒⃒⃒
⃒𝛿𝑖𝑗 −

𝑚∑︁
𝑘=1

𝛼𝑘𝑖𝑓𝑘𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒ , 𝐵𝑖 =

3𝑚∑︁
𝑗=1

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑚∑︁
𝑘=1

(︁
𝛼𝑘𝑖 − 𝛼

(0)
𝑘𝑖

)︁
𝑓𝑘𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒ ,

а оператор 𝜋0 имеет вид 𝜋
(0)
𝛼 , где

𝜋(0)
𝛼 𝑥 = 𝑥−

𝑚∑︁
𝑘=1

𝛼
(0)
𝑘 𝑓𝑘(𝑥).
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Относительные проекционные константы гиперплоскостей и подпространств
коразмерности больше единицы найдены в работах [1,3, 5, 7, 9–16].

В работах [2–4, 6–12, 14–16, 21] можно найти решение некоторых проблем, свя-
занных с сильной единственностью операторов проектирования в конечномерных
пространствах.

Найдем проекционные константы для операторов проектирования простран-
ства 𝑙3𝑚∞ на некоторый класс подпространств коразмерности 𝑚.

1. Относительные проекционные константы

Функционалы 𝑓𝑖 (𝑖 = 1, . . . ,𝑚) зададим следующим образом:

𝑓𝑖 = (𝑓𝑖𝑗)
3𝑚
𝑗=1, где 𝑓𝑖𝑗 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1, если 𝑗 = 𝑖;

𝑟, если 𝑗 = 𝑚+ 𝑖;

𝑠, если 𝑗 = 2𝑚+ 𝑖;

0, если 𝑗 ̸= 𝑖, 𝑗 ̸= 𝑚+ 𝑖, 𝑗 ̸= 2𝑚+ 𝑖.

(2.1)

где 𝑟 > 0, 𝑠 > 0. В этом случае, если 𝑌2𝑚 =
⋂︀𝑚

𝑖=1 𝑓
−1
𝑖 (0), то для проекций

𝜋𝛼 ∈ 𝜋
(︀
𝑙3𝑚∞ , 𝑌2𝑚

)︀
соотношения (1.1) примут вид

𝑓𝑖
(︀
𝛼𝑗

)︀
= 𝛼𝑗𝑖 + 𝑟𝛼𝑗 𝑚+𝑖 + 𝑠𝛼𝑗 2𝑚+𝑖 = 𝛿𝑖𝑗 (𝑖, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚). (2.2)

Теорема 1. Пусть 𝜋(0)
𝛼 – минимальный оператор проектирования пространства

𝑙3𝑚∞ на подпространство 𝑌2𝑚, определяемое функционалами (2.1). Тогда

(1) 𝜆
(︀
𝑌2𝑚, 𝑙

3𝑚
∞
)︀

=
⃦⃦
𝜋(0)
𝛼

⃦⃦
= 1, если 0 < 𝑟 + 𝑠 6 1;

(2) 𝜆
(︀
𝑌2𝑚, 𝑙

3𝑚
∞
)︀

=
⃦⃦
𝜋(0)
𝛼

⃦⃦
=

4𝑟𝑠(︀
1 − (𝑠− 𝑟)2

)︀
(1 − 𝑟 − 𝑠) + 4𝑟𝑠

,

если 𝑟 + 𝑠 > 1 и |𝑟 − 𝑠| < 1.

Доказательство. Найдем значения 𝑇 (0)
𝑖 (𝑖 = 1, . . . , 3𝑚). Имеем

𝑇
(0)
𝑖 =

3𝑚∑︁
𝑗=1

⃒⃒⃒⃒
⃒𝛿𝑖𝑗 −

𝑚∑︁
𝑘=1

𝛼
(0)
𝑘𝑖 𝑓𝑘𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

⃒⃒
1 − 𝛼

(0)
𝑖𝑖

⃒⃒
+

𝑚∑︁
𝑘=1, 𝑘 ̸=𝑖

⃒⃒
𝛼
(0)
𝑘𝑖

⃒⃒
+ (𝑟 + 𝑠)

𝑚∑︁
𝑘=1

⃒⃒
𝛼
(0)
𝑘𝑖

⃒⃒
,

𝑇
(0)
𝑚+𝑖 =

3𝑚∑︁
𝑗=1

⃒⃒⃒⃒
⃒𝛿𝑚+𝑖 𝑗 −

𝑚∑︁
𝑘=1

𝛼
(0)
𝑘𝑚+𝑖𝑓𝑘𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

⃒⃒
1 − 𝑟𝛼

(0)
𝑖𝑚+𝑖

⃒⃒
+ 𝑟

𝑚∑︁
𝑘=1, 𝑘 ̸=𝑖

⃒⃒
𝛼
(0)
𝑘𝑚+𝑖

⃒⃒

+(1 + 𝑠)

𝑚∑︁
𝑘=1

⃒⃒
𝛼
(0)
𝑘𝑚+𝑖

⃒⃒
, 𝑇

(0)
2𝑚+𝑖 =

3𝑚∑︁
𝑗=1

⃒⃒⃒⃒
⃒𝛿2𝑚+𝑖 𝑗 −

𝑚∑︁
𝑘=1

𝛼
(0)
𝑘 2𝑚+𝑖𝑓𝑘𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

⃒⃒
1 − 𝑠𝛼

(0)
𝑖 2𝑚+𝑖

⃒⃒
+𝑠

𝑚∑︁
𝑘=1, 𝑘 ̸=𝑖

⃒⃒
𝛼
(0)
𝑘 2𝑚+𝑖

⃒⃒
+ (1 + 𝑟)

𝑚∑︁
𝑘=1

⃒⃒
𝛼
(0)
𝑘 2𝑚+𝑖

⃒⃒
,

где 𝑖 = 1, . . . ,𝑚.
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Рассмотрим два случая.
(1) 0 < 𝑟 + 𝑠 6 1. В равенствах, полученных для 𝑇𝑖 (𝑖 = 1, . . . , 3𝑚), положим

𝛼
(0)
𝑖𝑖 = 1 (𝑖 = 1, . . . ,𝑚), все остальные 𝛼𝑖𝑗 пусть будут равны нулю. При этом

условия (2.2) выполняются. Тогда 𝑇 (0)
𝑖 = 𝑟+𝑠 6 1, 𝑇

(0)
𝑚+𝑖 = 𝑇

(0)
2𝑚+𝑖 = 1 (𝑖 = 1, . . . ,𝑚).

Следовательно,

𝜆
(︀
𝑌2𝑚, 𝑙

3𝑚
∞
)︀

=
⃦⃦
𝜋(0)
𝛼

⃦⃦
= max

16𝑖63𝑚
𝑇

(0)
𝑖 = 1.

(2) 𝑟 + 𝑠 > 1 и |𝑟 − 𝑠| < 1. Очевидно, что
⃦⃦
𝜋
(0)
𝛼

⃦⃦
> 𝑇

(0)
𝑖 (𝑖 = 1, . . . , 3𝑚). Оце-

ним выражения для 𝑇 (0)
𝑖 (𝑖 = 1, . . . , 3𝑚) снизу. Для этого воспользуемся тем, что

|𝑥 − 𝑦| > |𝑥| − |𝑦| и очевидными неравенствами |𝛼(0)
𝑖𝑗 | > 0. Также из условий (2.2)

следует, что 𝛼(0)
𝑖𝑖 = 1 − 𝑟𝛼

(0)
𝑖𝑚+𝑖 − 𝑠𝛼

(0)
𝑖 2𝑚+𝑖. Тогда⃦⃦

𝜋(0)
𝛼

⃦⃦
> 𝑇

(0)
𝑖 >

⃒⃒
1 − 𝛼

(0)
𝑖𝑖

⃒⃒
+ (𝑟 + 𝑠)

⃒⃒
𝛼
(0)
𝑖𝑖

⃒⃒
=
⃒⃒
𝑟𝛼

(0)
𝑖𝑚+𝑖 + 𝑠𝛼

(0)
𝑖 2𝑚+𝑖

⃒⃒
+(𝑟 + 𝑠)

⃒⃒
1 −

(︀
𝑟𝛼

(0)
𝑖𝑚+𝑖 + 𝑠𝛼

(0)
𝑖 2𝑚+𝑖

)︀⃒⃒
> 𝑟 + 𝑠+ (1 − 𝑟 − 𝑠)

⃒⃒
𝑟𝛼

(0)
𝑖𝑚+𝑖 + 𝑠𝛼

(0)
𝑖 2𝑚+𝑖

⃒⃒
.

Аналогично получим⃦⃦
𝜋(0)
𝛼

⃦⃦
> 𝑇

(0)
𝑚+𝑖 >

⃒⃒
1 − 𝑟𝛼

(0)
𝑖𝑚+𝑖

⃒⃒
+ (1 + 𝑠)

⃒⃒
𝛼
(0)
𝑖𝑚+𝑖

⃒⃒
> 1 + (1 − 𝑟 + 𝑠)

⃒⃒
𝛼
(0)
𝑖𝑚+𝑖

⃒⃒
,⃦⃦

𝜋(0)
𝛼

⃦⃦
> 𝑇

(0)
2𝑚+𝑖 >

⃒⃒
1 − 𝑠𝛼

(0)
𝑖 2𝑚+𝑖

⃒⃒
+ (1 + 𝑟)

⃒⃒
𝛼
(0)
𝑖 2𝑚+𝑖

⃒⃒
> 1 + (1 + 𝑟 − 𝑠)

⃒⃒
𝛼
(0)
𝑖 2𝑚+𝑖

⃒⃒
,

где 𝑖 = 1, . . . ,𝑚.
Далее достаточно рассматривать неравенства только для 𝑖 = 1. Остальные

оценки будут такими же. Имеем⃦⃦
𝜋(0)
𝛼

⃦⃦
> 𝑇

(0)
1 > 𝑟 + 𝑠+ (1 − 𝑟 − 𝑠)

⃒⃒
𝑟𝛼

(0)
1𝑚+1 + 𝑠𝛼

(0)
1 2𝑚+1

⃒⃒
.

Неравенства для 𝑇
(0)
𝑚+1 и 𝑇

(0)
2𝑚+1 умножим на 𝑟(𝑟+𝑠−1)

1−𝑟+𝑠 и 𝑠(𝑟+𝑠−1)
1+𝑟−𝑠 соответ-

ственно. Обе дроби являются положительными величинами в силу условий
𝑟 > 0, 𝑠 > 0, 𝑟 + 𝑠 > 1 и |𝑟 − 𝑠| < 1. Получим

𝑟(𝑟 + 𝑠− 1)

1 − 𝑟 + 𝑠

⃦⃦
𝜋(0)
𝛼

⃦⃦
>
𝑟(𝑟 + 𝑠− 1)

1 − 𝑟 + 𝑠
𝑇

(0)
𝑚+1 >

𝑟(𝑟 + 𝑠− 1)

1 − 𝑟 + 𝑠
+ 𝑟(𝑟 + 𝑠− 1)

⃒⃒
𝛼
(0)
1𝑚+1

⃒⃒
,

𝑠(𝑟 + 𝑠− 1)

1 + 𝑟 − 𝑠

⃦⃦
𝜋(0)
𝛼

⃦⃦
>
𝑠(𝑟 + 𝑠− 1)

1 + 𝑟 − 𝑠
𝑇

(0)
2𝑚+1 >

𝑠(𝑟 + 𝑠− 1)

1 + 𝑟 − 𝑠
+ 𝑠(𝑟 + 𝑠− 1)

⃒⃒
𝛼
(0)
1 2𝑚+1

⃒⃒
.

Сложим полученные три неравенства(︂
1 +

𝑟(𝑟 + 𝑠− 1)

1 − 𝑟 + 𝑠
+
𝑠(𝑟 + 𝑠− 1)

1 + 𝑟 − 𝑠

)︂ ⃦⃦
𝜋(0)
𝛼

⃦⃦
> 𝑟 + 𝑠+

𝑟(𝑟 + 𝑠− 1)

1 − 𝑟 + 𝑠
+
𝑠(𝑟 + 𝑠− 1)

1 + 𝑟 − 𝑠

+(1 − 𝑟 − 𝑠)
⃒⃒
𝑟𝛼

(0)
1𝑚+1 + 𝑠𝛼

(0)
1 2𝑚+1

⃒⃒
+ (𝑟 + 𝑠− 1)

(︀
𝑟
⃒⃒
𝛼
(0)
1𝑚+1

⃒⃒
+ 𝑠
⃒⃒
𝛼
(0)
1 2𝑚+1

⃒⃒)︀
> 𝑟 + 𝑠

+

(︀
𝑟 + 𝑠+ (𝑠− 𝑟)2

)︀
(𝑟 + 𝑠− 1)

1 + (𝑠− 𝑟)2
+ (1 − 𝑟 − 𝑠)

⃒⃒
𝑟𝛼

(0)
1𝑚+1 + 𝑠𝛼

(0)
1 2𝑚+1

⃒⃒



ПРОЕКЦИОННЫЕ КОНСТАНТЫ ПРОСТРАНСТВА... 81

+(𝑟 + 𝑠− 1)
⃒⃒
𝑟𝛼

(0)
1𝑚+1 + 𝑠𝛼

(0)
1 2𝑚+1

⃒⃒
= 𝑟 + 𝑠+

(︀
𝑟 + 𝑠+ (𝑠− 𝑟)2

)︀
(𝑟 + 𝑠− 1)

1 + (𝑠− 𝑟)2
.

Таким образом,(︃
1 +

(︀
𝑟 + 𝑠+ (𝑠− 𝑟)2

)︀
(𝑟 + 𝑠− 1)

1 + (𝑠− 𝑟)2

)︃ ⃦⃦
𝜋(0)
𝛼

⃦⃦
> 𝑟 + 𝑠+

(︀
𝑟 + 𝑠+ (𝑠− 𝑟)2

)︀
(𝑟 + 𝑠− 1)

1 + (𝑠− 𝑟)2
.

Следовательно,

𝜆
(︀
𝑌2𝑚, 𝑙

3𝑚
∞
)︀

=
⃦⃦
𝜋(0)
𝛼

⃦⃦
> 1 +

(𝑠+ 𝑟 − 1)
(︀
1 − (𝑠− 𝑟)2

)︀
1 − (𝑠− 𝑟)2 +

(︀
𝑟 + 𝑠+ (𝑠− 𝑟)2

)︀
(𝑟 + 𝑠− 1)

=
4𝑟𝑠(︀

1 − (𝑠− 𝑟)2
)︀
(1 − 𝑟 − 𝑠) + 4𝑟𝑠

= 𝑇0.

Очевидно, что, в силу условий 𝑟 > 0, 𝑠 > 0, 𝑟+𝑠 > 1 и |𝑟−𝑠| < 1, величина 𝑇0 > 1.
Покажем, что эта оценка снизу точная. Для этого найдем

𝛼
(0)
𝑖𝑗 (𝑖 = 1, . . . ,𝑚; 𝑗 = 1, . . . , 3𝑚) такие, что 𝑇 (0)

𝑖 = 𝑇0 (𝑖 = 1, ..., 3𝑚).
Положим

𝛼
(0)
𝑖𝑖 =

1 − (𝑠− 𝑟)2(︀
1 − (𝑠− 𝑟)2

)︀
(1 − 𝑟 − 𝑠) + 4𝑟𝑠

,

𝛼
(0)
𝑖𝑚+𝑖 =

(𝑠+ 𝑟 − 1)
(︀
1 − (𝑠− 𝑟)2

)︀
(1 − 𝑟 + 𝑠)

[︀(︀
1 − (𝑠− 𝑟)2

)︀
(1 − 𝑟 − 𝑠) + 4𝑟𝑠

]︀ ,
𝛼
(0)
𝑖 2𝑚+𝑖 =

(𝑠+ 𝑟 − 1)
(︀
1 − (𝑠− 𝑟)2

)︀
(1 + 𝑟 − 𝑠)

[︀(︀
1 − (𝑠− 𝑟)2

)︀
(1 − 𝑟 − 𝑠) + 4𝑟𝑠

]︀ ,
где 𝑖 = 1, . . . ,𝑚. Остальные 𝛼𝑖𝑗 положим равными нулю. Условия (2.2) при этом
выполняются.

Тогда

𝑇
(0)
𝑖 =

⃒⃒
1 − 𝛼

(0)
𝑖𝑖

⃒⃒
+ (𝑟 + 𝑠)

⃒⃒
𝛼
(0)
𝑖𝑖

⃒⃒
= 1 + (𝑟 + 𝑠− 1)𝛼

(0)
𝑖𝑖 = 𝑇0.

Аналогично 𝑇
(0)
𝑚+𝑖 = 𝑇

(0)
2𝑚+𝑖 = 𝑇0, где 𝑖 = 1, . . . ,𝑚.

Таким образом,

𝜆(𝑌2𝑚, 𝑙
3𝑚
∞ ) =

⃦⃦
𝜋(0)
𝛼

⃦⃦
=

4𝑟𝑠(︀
1 − (𝑠− 𝑟)2

)︀
(1 − 𝑟 − 𝑠) + 4𝑟𝑠

.

2. Константы сильной единственности

Покажем, что рассмотренные выше операторы проектирования с единичной
нормой, в случае 𝑟 > 0, 𝑠 > 0 и max{𝑟, 𝑠} 6 1

2 , обладают свойством сильной
единственности и найдем максимальные значения констант сильной единственно-
сти.
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Лемма 1. Значение константы сильной единственности 𝑘 из неравенства (1.2)

для оператора проектирования 𝜋
(0)
𝛼 : 𝑙3𝑚∞ → 𝑌2𝑚, который определяется функци-

оналами (2.1), удовлетворяет условию

𝑘 6
1 − |𝑠− 𝑟|
1 + 𝑟 + 𝑠

,

если 𝑟 > 0, 𝑠 > 0, 𝑟 + 𝑠 6 1.

Доказательство. Для получения оценки константы 𝑘 сверху рассмотрим опера-
тор 𝜋𝑥 = 𝑥 −

∑︀𝑚
𝑘=1 𝛼𝑘𝑓𝑘(𝑥). Значения 𝛼𝑘 (𝑘 = 1, . . . ,𝑚) определим следующим

образом: 0 < 𝛼𝑖𝑖 < 1, 𝛼𝑖𝑚+𝑖 > 0, 𝛼𝑖 2𝑚+𝑖 > 0 для всех 𝑖 = 1, . . . ,𝑚. Значения всех
остальных 𝛼𝑖𝑗 положим равными нулю.

Вычислим нормы операторов 𝜋 и 𝜋 − 𝜋(0).
Имеем ⃦⃦

𝜋
⃦⃦

= max
16𝑖63𝑚

𝑇 𝑖 = max
𝑖

3𝑚∑︁
𝑗=1

⃒⃒⃒⃒
⃒𝛿𝑖𝑗 −

𝑚∑︁
𝑘=1

𝛼𝑘𝑖𝑓𝑘𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒ .

Найдем значения 𝑇 𝑖, учитывая, что 1−𝛼𝑖𝑖 > 0, 1−𝑟𝛼𝑖𝑚+𝑖 = 𝛼𝑖𝑖+𝑠𝛼𝑖 2𝑚+𝑖 > 0,
1 − 𝑠𝛼𝑖 2𝑚+𝑖 = 𝛼𝑖𝑖 + 𝑟𝛼𝑖𝑚+𝑖 > 0.

𝑇 𝑖 = 1 − 𝛼𝑖𝑖 + (𝑟 + 𝑠)𝛼𝑖𝑖 = 1 + (𝑟 + 𝑠− 1)𝛼𝑖𝑖 6 1,

𝑇𝑚+𝑖 = 1 − 𝑟𝛼𝑖𝑚+𝑖 + (1 + 𝑠)𝛼𝑖𝑚+𝑖 = 1 + (1 − 𝑟 + 𝑠)𝛼𝑖𝑚+𝑖 > 1,

𝑇 2𝑚+𝑖 = 1 − 𝑠𝛼𝑖 2𝑚+𝑖 + (1 + 𝑟)𝛼𝑖 2𝑚+𝑖 = 1 + (1 + 𝑟 − 𝑠)𝛼𝑖 2𝑚+𝑖 > 1.

Таким образом,
max

16𝑖63𝑚
𝑇 𝑖 = max

16𝑖6𝑚

{︀
𝑇𝑚+𝑖, 𝑇 2𝑚+𝑖

}︀
.

Далее

⃦⃦
𝜋 − 𝜋(0)

𝛼

⃦⃦
= max

16𝑖63𝑚
𝐵𝑖 = max

16𝑖63𝑚

3𝑚∑︁
𝑗=1

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑚∑︁
𝑘=1

(︁
𝛼𝑘𝑖 − 𝛼

(0)
𝑘𝑖

)︁
𝑓𝑘𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒

= max
16𝑖6𝑚

⎧⎨⎩
3𝑚∑︁
𝑗=1

⃒⃒(︀
𝛼𝑖𝑖 − 1

)︀
𝑓𝑖𝑗
⃒⃒
;

3𝑚∑︁
𝑗=1

⃒⃒
𝛼𝑖𝑚+𝑖𝑓𝑖𝑗

⃒⃒
;

3𝑚∑︁
𝑗=1

⃒⃒
𝛼𝑖 2𝑚+𝑖𝑓𝑖𝑗

⃒⃒⎫⎬⎭
= max

16𝑖6𝑚

{︀
(1 + 𝑟 + 𝑠)

⃒⃒
𝛼𝑖𝑖 − 1

⃒⃒
; (1 + 𝑟 + 𝑠)

⃒⃒
𝛼𝑖𝑚+𝑖

⃒⃒
; (1 + 𝑟 + 𝑠)

⃒⃒
𝛼𝑖 2𝑚+𝑖

⃒⃒}︀
= (1 + 𝑟 + 𝑠) max

16𝑖6𝑚

{︀⃒⃒
𝛼𝑖𝑖 − 1

⃒⃒
;
⃒⃒
𝛼𝑖𝑚+𝑖

⃒⃒
;
⃒⃒
𝛼𝑖 2𝑚+𝑖

⃒⃒}︀
= (1 + 𝑟 + 𝑠) max

16𝑖6𝑚
{𝑟𝛼𝑖𝑚+𝑖

+𝑠𝛼𝑖 2𝑚+𝑖; 𝛼𝑖𝑚+𝑖; 𝛼𝑖 2𝑚+𝑖} = (1 + 𝑟 + 𝑠) max
16𝑖6𝑚

{︀
𝛼𝑖𝑚+𝑖; 𝛼𝑖 2𝑚+𝑖

}︀
,

так как 𝑟𝛼𝑖𝑚+𝑖 + 𝑠𝛼𝑖 2𝑚+𝑖 6 (𝑟 + 𝑠) max
{︀
𝛼𝑖𝑚+𝑖; 𝛼𝑖 2𝑚+𝑖

}︀
6 max

{︀
𝛼𝑖𝑚+𝑖; 𝛼𝑖 2𝑚+𝑖

}︀
для каждого номера 𝑖 = 1, . . . ,𝑚.

Найдем для 𝑘 оценку сверху. Неравенство (1.2) примет вид

1 + 𝑘 · (1 + 𝑟 + 𝑠) max
16𝑖6𝑚

{︀
𝛼𝑖𝑚+𝑖; 𝛼𝑖 2𝑚+𝑖

}︀
6 max

16𝑖6𝑚

{︀
𝑇𝑚+𝑖, 𝑇 2𝑚+𝑖

}︀
. (3.1)
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Рассмотрим два случая.
1) max16𝑖63𝑚𝐵𝑖 = (1 + 𝑟 + 𝑠)𝛼𝑖𝑚+𝑖. Тогда неравенство (3.1) перепишется так

1 + 𝑘 · (1 + 𝑟 + 𝑠)𝛼𝑖𝑚+𝑖 6 1 + (1 − 𝑟 + 𝑠)𝛼𝑖𝑚+𝑖,

откуда получим, что 𝑘 6 1−𝑟+𝑠
1+𝑟+𝑠 .

2) max16𝑖63𝑚𝐵𝑖 = (1 + 𝑟 + 𝑠)𝛼𝑖 2𝑚+𝑖. Тогда неравенство (3.1) будет иметь вид

1 + 𝑘 · (1 + 𝑟 + 𝑠)𝛼𝑖 2𝑚+𝑖 6 1 + (1 + 𝑟 − 𝑠)𝛼𝑖 2𝑚+𝑖,

откуда получим, что 𝑘 6 1+𝑟−𝑠
1+𝑟+𝑠 .

Так как неравенство 1 − 𝑟 + 𝑠 6 1 + 𝑟 − 𝑠 равносильно условию 𝑠 6 𝑟, то
окончательно получим следующую оценку 𝑘 6 1−|𝑠−𝑟|

1+𝑟+𝑠 . Очевидно, что 𝑘 ∈ (0, 1].

Теорема 2. Оператор проектирования 𝜋
(0)
𝛼 пространства 𝑙3𝑚∞ на подпростран-

ство 𝑌2𝑚, определяемое функционалами (2.1), является сильно единственным

и максимальное значение константы сильной единственности 𝑘0 равно
1−|𝑠−𝑟|
1+𝑟+𝑠 ,

если 𝑟 > 0, 𝑠 > 0 и max{𝑟, 𝑠} 6 1
2 .

Доказательство. Значения 𝑇𝑖, (𝑖 = 1, . . . , 3𝑚) имеют вид

𝑇𝑖 =

3𝑚∑︁
𝑗=1

=
⃒⃒
1 − 𝛼𝑖𝑖

⃒⃒
+

𝑚∑︁
𝑘=1, 𝑘 ̸=𝑖

⃒⃒
𝛼𝑘𝑖

⃒⃒
+ (𝑟 + 𝑠)

𝑚∑︁
𝑘=1

⃒⃒
𝛼𝑘𝑖

⃒⃒
, 𝑇𝑚+𝑖 =

⃒⃒
1 − 𝑟𝛼𝑖𝑚+𝑖

⃒⃒

+𝑟

𝑚∑︁
𝑘=1, 𝑘 ̸=𝑖

⃒⃒
𝛼𝑘𝑚+𝑖

⃒⃒
+ (1 + 𝑠)

𝑚∑︁
𝑘=1

⃒⃒
𝛼𝑘𝑚+𝑖

⃒⃒
, 𝑇2𝑚+𝑖 =

⃒⃒
1 − 𝑠𝛼𝑖 2𝑚+𝑖

⃒⃒
+𝑠

𝑚∑︁
𝑘=1, 𝑘 ̸=𝑖

⃒⃒
𝛼𝑘 2𝑚+𝑖

⃒⃒
+ (1 + 𝑟)

𝑚∑︁
𝑘=1

⃒⃒
𝛼𝑘 2𝑚+𝑖

⃒⃒
,

где 𝑖 = 1, . . . ,𝑚.
Далее найдем 𝐵𝑖, (𝑖 = 1, . . . , 3𝑚). Имеем

𝐵𝑖 =

3𝑚∑︁
𝑗=1

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑚∑︁
𝑘=1

(︀
𝛼𝑘𝑖 − 𝛼

(0)
𝑘𝑖

)︀
𝑓𝑘𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒ = (1 + 𝑟 + 𝑠)

⎛⎝⃒⃒𝛼𝑖𝑖 − 1
⃒⃒
+

𝑚∑︁
𝑘=1, 𝑘 ̸=𝑖

⃒⃒
𝛼𝑘𝑖

⃒⃒⎞⎠

= (1 + 𝑟 + 𝑠)

⎛⎝⃒⃒𝑟𝛼𝑖𝑚+𝑖 + 𝑠𝛼𝑖 2𝑚+𝑖

⃒⃒
+

𝑚∑︁
𝑘=1, 𝑘 ̸=𝑖

⃒⃒
𝑟𝛼𝑘𝑚+𝑖 + 𝑠𝛼𝑘 2𝑚+𝑖

⃒⃒⎞⎠
= (1 + 𝑟 + 𝑠)

𝑚∑︁
𝑘=1

⃒⃒
𝑟𝛼𝑘𝑚+𝑖 + 𝑠𝛼𝑘 2𝑚+𝑖

⃒⃒
,

𝐵𝑚+𝑖 =

3𝑚∑︁
𝑗=1

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑚∑︁
𝑘=1

𝛼𝑘𝑚+𝑖𝑓𝑘𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒ = (1 + 𝑟 + 𝑠)

𝑚∑︁
𝑘=1

⃒⃒
𝛼𝑘𝑚+𝑖

⃒⃒
,
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𝐵2𝑚+𝑖 =

3𝑚∑︁
𝑗=1

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑚∑︁
𝑘=1

𝛼𝑘 2𝑚+𝑖𝑓𝑘𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒ = (1 + 𝑟 + 𝑠)

𝑚∑︁
𝑘=1

⃒⃒
𝛼𝑘 2𝑚+𝑖

⃒⃒
,

где 𝑖 = 1, . . . ,𝑚.

Покажем, что 𝑘0 = 1−|𝑠−𝑟|
1+𝑟+𝑠

(︀
𝑟 > 0, 𝑠 > 0, max{𝑟, 𝑠} 6 1

2

)︀
– максимально воз-

можное значение константы сильной единственности. Для этого надо доказать,
что неравенство ⃦⃦

𝜋(0)
𝛼

⃦⃦
+ 𝑘0 · max

16𝑖63𝑚
𝐵𝑖 6 max

16𝑖63𝑚
𝑇𝑖 (3.2)

выполняется при любых значениях 𝛼𝑖𝑗 , (𝑖 = 1, . . . ,𝑚, 𝑗 = 1, . . . , 3𝑚).
Сравним значения 𝐵𝑖. Докажем неравенства

𝐵𝑚+𝑖 +𝐵2𝑚+𝑖 > 2𝐵𝑖 (𝑖 = 1, . . . ,𝑚). (3.3)

Для этого достаточно доказать, что⃒⃒
𝛼𝑘𝑚+𝑖

⃒⃒
+
⃒⃒
𝛼𝑘 2𝑚+𝑖

⃒⃒
> 2
⃒⃒
𝑟𝛼𝑘𝑚+𝑖 + 𝑠𝛼𝑘 2𝑚+𝑖

⃒⃒
где 𝑖, 𝑘 = 1, . . . ,𝑚.

Последние неравенства выполняются, так как

2
⃒⃒
𝑟𝛼𝑘𝑚+𝑖 + 𝑠𝛼𝑘 2𝑚+𝑖

⃒⃒
6 2 · max{𝑟, 𝑠} ·

⃒⃒
𝛼𝑘𝑚+𝑖 + 𝛼𝑘 2𝑚+𝑖

⃒⃒
6
⃒⃒
𝛼𝑘𝑚+𝑖 + 𝛼𝑘 2𝑚+𝑖

⃒⃒
6
⃒⃒
𝛼𝑘𝑚+𝑖

⃒⃒
+
⃒⃒
𝛼𝑘 2𝑚+𝑖

⃒⃒
.

Таким образом, неравенство (3.3) доказано.
Если 𝐵𝑖 > 𝐵𝑚+𝑖 и 𝐵𝑖 > 𝐵2𝑚+𝑖 (𝑖 = 1, . . . ,𝑚), то неравенства (3.3) не вы-

полняются. Значит, хотя бы одно из 𝐵𝑚+𝑖, 𝐵2𝑚+𝑖 не меньше 𝐵𝑖 (𝑖 = 1, . . . ,𝑚).
Следовательно,

max
16𝑖63𝑚

𝐵𝑖 = max
16𝑖6𝑚

{𝐵𝑚+𝑖, 𝐵2𝑚+𝑖}.

Рассмотрим два случая.
1) Пусть

max
16𝑖63𝑚

𝐵𝑖 = max
16𝑖6𝑚

𝐵𝑚+𝑖.

Для доказательства неравенства (3.2) достаточно доказать неравенства

1 +
1 − |𝑠− 𝑟|
1 + 𝑟 + 𝑠

·𝐵𝑚+𝑖 6 𝑇𝑚+𝑖 (𝑖 = 1, . . . ,𝑚).

т.е.

1 + (1 − |𝑠− 𝑟|)
𝑚∑︁

𝑘=1

⃒⃒
𝛼𝑘𝑚+𝑖

⃒⃒
6
⃒⃒
1 − 𝑟𝛼𝑖𝑚+𝑖

⃒⃒
+ 𝑟

𝑚∑︁
𝑘=1, 𝑘 ̸=𝑖

⃒⃒
𝛼𝑘𝑚+𝑖

⃒⃒
+ (1 + 𝑠)

𝑚∑︁
𝑘=1

⃒⃒
𝛼𝑘𝑚+𝑖

⃒⃒
.

Так как неравенства

(1 − |𝑠− 𝑟|)
𝑚∑︁

𝑘=1, 𝑘 ̸=𝑖

⃒⃒
𝛼𝑘𝑚+𝑖

⃒⃒
6 (1 + 𝑟 + 𝑠)

𝑚∑︁
𝑘=1, 𝑘 ̸=𝑖

⃒⃒
𝛼𝑘𝑚+𝑖

⃒⃒
(𝑖 = 1, . . . ,𝑚)
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равносильны очевидному неравенству 1 − |𝑠 − 𝑟| 6 1 + 𝑟 + 𝑠, то остается дока-
зать неравенства 1 + (1 − |𝑠 − 𝑟|)

⃒⃒
𝛼𝑖𝑚+𝑖

⃒⃒
6
⃒⃒
1 − 𝑟𝛼𝑖𝑚+𝑖

⃒⃒
+ (1 + 𝑠)

⃒⃒
𝛼𝑖𝑚+𝑖

⃒⃒
. Имеем⃒⃒

1 − 𝑟𝛼𝑖𝑚+𝑖

⃒⃒
+ (1 + 𝑠)

⃒⃒
𝛼𝑖𝑚+𝑖

⃒⃒
> 1 + (1 − 𝑟+ 𝑠)

⃒⃒
𝛼𝑖𝑚+𝑖

⃒⃒
> 1 + (1 − |𝑠− 𝑟|)

⃒⃒
𝛼𝑖𝑚+𝑖

⃒⃒
, так

как, если 𝑠 > 𝑟, то неравенство 1− 𝑟+ 𝑠 > 1− |𝑠− 𝑟| равносильно условию 𝑠 > 𝑟,
а если 𝑠 6 𝑟, то неравенство 1 − 𝑟 + 𝑠 > 1 − |𝑠 − 𝑟| преобразуется к очевидному
неравенству 1 − 𝑟 + 𝑠 > 1 − 𝑟 + 𝑠.

2) Пусть
max

16𝑖63𝑚
𝐵𝑖 = max

16𝑖6𝑚
𝐵2𝑚+𝑖.

Для доказательства неравенства (3.2) достаточно доказать неравенства

1 +
1 − |𝑠− 𝑟|
1 + 𝑟 + 𝑠

·𝐵2𝑚+𝑖 6 𝑇2𝑚+𝑖 (𝑖 = 1, . . . ,𝑚).

т.е.

1 + (1 − |𝑠− 𝑟|)
𝑚∑︁

𝑘=1

⃒⃒
𝛼𝑘 2𝑚+𝑖

⃒⃒
6
⃒⃒
1 − 𝑠𝛼𝑖 2𝑚+𝑖

⃒⃒
+𝑠

𝑚∑︁
𝑘=1, 𝑘 ̸=𝑖

⃒⃒
𝛼𝑘 2𝑚+𝑖

⃒⃒
+ (1 + 𝑟)

𝑚∑︁
𝑘=1

⃒⃒
𝛼𝑘 2𝑚+𝑖

⃒⃒
.

Так как неравенства

(1 − |𝑠− 𝑟|)
𝑚∑︁

𝑘=1, 𝑘 ̸=𝑖

⃒⃒
𝛼𝑘 2𝑚+𝑖

⃒⃒
6 (1 + 𝑟 + 𝑠)

𝑚∑︁
𝑘=1, 𝑘 ̸=𝑖

⃒⃒
𝛼𝑘 2𝑚+𝑖

⃒⃒
(𝑖 = 1, . . . ,𝑚)

равносильны очевидному неравенству 1 − |𝑠 − 𝑟| 6 1 + 𝑟 + 𝑠, то остается дока-
зать неравенства 1 + (1 − |𝑠− 𝑟|)

⃒⃒
𝛼𝑖 2𝑚+𝑖

⃒⃒
6
⃒⃒
1 − 𝑠𝛼𝑖 2𝑚+𝑖

⃒⃒
+ (1 + 𝑟)

⃒⃒
𝛼𝑖 2𝑚+𝑖

⃒⃒
. Имеем⃒⃒

1 − 𝑠𝛼𝑖 2𝑚+𝑖

⃒⃒
+ (1 + 𝑟)

⃒⃒
𝛼𝑖 2𝑚+𝑖

⃒⃒
> 1 + (1 + 𝑟 − 𝑠)

⃒⃒
𝛼𝑖 2𝑚+𝑖

⃒⃒
> 1 + (1 − |𝑠− 𝑟|)

⃒⃒
𝛼𝑖 2𝑚+𝑖

⃒⃒
.

Последние неравенства справедливы так как, если 𝑠 6 𝑟, то неравенство
1 + 𝑟 − 𝑠 > 1 − |𝑠 − 𝑟| равносильно условию 𝑠 6 𝑟, а если 𝑠 > 𝑟, то неравенство
1 + 𝑟 − 𝑠 > 1 − |𝑠− 𝑟| становится очевидным неравенством 1 + 𝑟 − 𝑠 > 1 + 𝑟 − 𝑠.

Замечание 1. Вопрос о сильной единственности минимальных проекций с нееди-
ничной нормой, найденных в теореме 1 при 𝑟 + 𝑠 > 1 и |𝑟 − 𝑠| < 1, остается
нерешенным.

Заключение

В работе найдены проекционные константы для минимальных операторов про-
ектирования на на некоторый класс подпространств коразмерности 𝑚 в простран-
стве 𝑙3𝑚∞ . Подпространства образованы с помощью гиперплоскостей рассматри-
ваемого конечномерного пространства. Относительные проекционные константы
вычислены как для минимальных проекций с единичной нормой, так и для мини-
мальных проекций с нормой больше единицы. Максимальные значения констант
сильной единственности найдены только для минимальных операторов проекти-
рования с единичной нормой. Найденые проекционные константы могут найти
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применение в вычислительной математике, в частности, для оценки сходимости
проекционных методов решения операторных уравнений и в оценках ошибки ал-
горитма Ремеза.
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