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Â äàííîé ñòàòüå äàí âûâîä îñíîâíûõ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäå-
ëè êðèçèñíûõ ýêîíîìè÷åñêèõ ÿâëåíèé, îïèñûâàåìûõ ìóëüòèôðàêòàëü-
íûìè âðåìåííûìè êðèâûìè. Ýòà ìîäåëü âêëþ÷àåò â ñåáÿ êðèòè÷åñêèå
òî÷êè Dk, òî÷êè áèôóðêàöèè Db. Èññëåäóåòñÿ ïîâåäåíèå ðåøåíèé óðàâ-
íåíèé ìîäåëè âáëèçè äàííûõ òî÷åê.

In the given paper the urgency of build-up of mathematical model of the
economic events featured by fractal temporary curves is considered. This
model include the critical points Dk, bifurcations points Db. Investigate the
behavior of solution of equation nearby of this points.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìóëüòèôðàêòàë, ôîðìóëà Òåéëîðà, ìàòåìàòè÷å-
ñêàÿ ìîäåëü.
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1. Ââåäåíèå

Äèíàìèêà ëþáûõ ýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ îáû÷íî çàäàåòñÿ çàâèñèìîñòüþ
îñíîâíûõ ïàðàìåòðîâ y1, y2....yn ýòèõ ïðîöåññîâ îò âðåìåíè, ò.å. çàâèñèìîñòÿìè
y1(t), y2(t)....yn(t). Ýòè çàâèñèìîñòè ÷àñòî íå îïèñûâàþòñÿ ãëàäêèìè êðèâûìè, à
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ôðàêòàëüíûå êðèâûå [1, 2]. Ôðàêòàëüíóþ êðèâóþ íà èí-
òåðâàëå t ∈ [a, b] ìû îïðåäåëèì êàê íåïðåðûâíóþ, íî íå ãëàäêóþ êðèâóþ, äëèíà
êîòîðîé çàâèñèò îò ìàñøòàáà óñðåäíåíèÿ δ ïî çàêîíó [1]:

L = L0δ
1−D, (1)

ãäå D � çíà÷åíèå ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè êðèâîé, õàðàêòåðèçóþùàÿ ñòåïåíü
èçðåçàííîñòè åå ãðàôèêà. D ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ îò 1 äî 2.

Ïðèìåðîì ôðàêòàëüíîé êðèâîé ÿâëÿåòñÿ ãðàôèê êëàññè÷åñêîãî áðîóíîâñêîãî
äâèæåíèÿ x(t), êîòîðûé îïèñûâàåò íåïðåðûâíóþ ãëàäêóþ ôóíêöèþ ñ D = 1, 5 [2].

Êëàññè÷åñêîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé õîðîøóþ ìîäåëü ìàð-
êîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ôðàêòàëîâ, äëÿ êîòîðûõ õàðàêòåðíî îòñóòñòâèå ïàìÿòè. Íî
÷àñòî ñóùåñòâóåò íåîáõîäèìîñòü ââåäåíèÿ òàêîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà, êîòîðûé
áû îáëàäàë íåêîòîðîé ïàìÿòüþ.
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Òàêîé ïðîöåññ ïîëó÷èë íàçâàíèå ôðàêòàëüíîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ (ÔÁÄ)
è áûë èññëåäîâàí Ìàíäåëüáðîòîì è Âàí Íåñîì â 1968 ãîäó [3]. Îíè äîêàçàëè
ñóùåñòâîâàíèå ÔÁÄ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòîõàñòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ.

ÔÁÄ óäîáíî îïðåäåëèòü ñ ïîìîùüþ ïàðàìåòðà H, 0 < H < 1. Ïðè H = 1
2 ÔÁÄ

ñîâïàäàþò ñ êëàññè÷åñêèì, ïðè÷åì, D = 2−H.
Â ñèëó âàæíîñòè ÔÁÄ ïðèâåäåì áîëåå òî÷íîå åãî îïðåäåëåíèå.
Ãàóññîâñêèé ïðîöåññ X(t) íàçûâàåòñÿ ÔÁÄ ñ ïàðàìåòðîì H, åñëè îí îáëàäàåò

ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè [3]:

1) X(0) = 0 è ôóíêöèÿ X(t) ïî÷òè âñåãäà íåïðåðûâíà;

2) èìååò ìåñòî ãàóññîâîñòü ïðèðàùåíèé, ò.å. ∆X = X(t1) − X(t2) èìååò ãàóñ-
ñîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è äèñïåðñèåé
σ2 (t2 − t1)

2H , ãäå t2 > t1 è σ > 0:

P (∆X < x) =
1√

2πσ (t2 − t1)
H

∫ x

−∞
exp

(
−1

2

(
u

σ (t2 − t1)
H

))2

du, (2)

ãäå P (∆X < x) � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî (∆X < x).

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè H = 1
2 ÔÁÄ ñîâïàäàåò ñ êëàññè÷åñêèì áðîóíîâñêèì äâèæå-

íèåì.
Äëÿ (2) èìååò ìåñòî îäíî âàæíîå ñâîéñòâî. Åñëè H > 1

2 , òî ïðèðàùåíèÿ X (t)−
X (0) è X (t + h)−X (t) èìåþò îäèíàêîâûå çíàêè, à ïðè H < 1

2 ðàçíûå çíàêè, ò.å.
êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëîæèòåëåí, à âî âòîðîì îòðèöàòåëåí.
Ýòî çíà÷èò, ÷òî X(t) áóäåò ðàñòè â áóäóùåì, åñëè îíà ðîñëà â ïðîøëîì

(
H > 1

2

)
è íàîáîðîò

(
H < 1

2

)
[3].

Íà íàø âçãëÿä ìîäåëü ÔÁÄ õîðîøî ìîæåò îïèñûâàòü ðåàëüíûå ïðîöåññû ëèøü
âáëèçè H = 1

2 , ò.å. êîãäà èõ õàðàêòåðèñòèêè íå ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ îò ãàóññîâñêîãî
ïðîöåññà. Ýòà ìîäåëü íå â ñîñòîÿíèè îïèñûâàòü êðèçèñíûå ÿâëåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ
õàðàêòåðíî íàëè÷èå êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè Dk. Âáëè-
çè Dk çíà÷åíèå îñíîâíîãî ïàðàìåòðà ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû ìîæåò ìíîãîêðàòíî
èçìåíÿòüñÿ.

Àêòóàëüíîñòü ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ýêîíîìè÷åñêèõ ÿâëåíèé,
îïèñûâàåìûõ ôðàêòàëüíûìè âðåìåííûìè êðèâûìè, è êîòîðàÿ îäíîâðåìåííî èìå-
ëà êàê äîñòîèíñòâà ìîäåëè ÔÁÄ ïðè D ' 1, 5, òàê è ìîãëà îïèñàòü êðèòè÷åñêèå
ÿâëåíèÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ íå âûçûâàåò êàêèõ-ëèáî ñîìíåíèé. Ýòî â ïåðâóþ î÷å-
ðåäü ñâÿçàíî ñ ãëîáàëüíûì ýêîíîìè÷åñêèì êðèçèñîì, ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññîâ
êîòîðîãî ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé èíòåðåñ.

Ìíîãèå ïðîöåññû ýêîíîìèêè èìåþò ñëîæíûé õàðàêòåð è îïèñûâàþòñÿ ìóëüòè-
ôðàêòàëüíûìè êðèâûìè, ò.å. êîãäà èõ ìîæíî ðàçáèòü íà ó÷àñòêè i = 1, 2, 3..., N ,
íà êîòîðûõ çíà÷åíèå ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè Di = const. Ñâîéñòâà ñàìîïîäî-
áèÿ äëÿ ó÷àñòêîâ ñ ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè î÷åâèäíî
íå âûïîëíÿþòñÿ. Íà êàæäîì èç ýòèõ ó÷àñòêîâ ôðàêòàëüíóþ êðèâóþ àïïðîêñèìè-
ðóåì ëèíåéíîé ôóíêöèåé (ëèíåéíûé òðåíä). Òàíãåíñ óãëà íàêëîíà ãðàôèêà ëèíèè
òðåíäà íà êàæäîì ó÷àñòêå îáîçíà÷èì Xi.

Â äàëüíåéøåì âî âñåõ ôîðìóëàõ îïóñêàåì èíäåêñ i, ò.å. ïîëîæèì Xi = X (D).
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2. Óðàâíåíèÿ ìîäåëè

Îñíîâíîé âîïðîñ äàííîé ðàáîòû ñòàâèòñÿ êàê îáîñíîâàíèå óðàâíåíèÿ äëÿ
X (D) è èçó÷åíèå åãî ðåøåíèé.

Ââåäåì ïàðàìåòð η, îïèñûâàþùèé ýôôåêòèâíîå âëèÿíèå âíåøíèõ ôàêòîðîâ
íà äèíàìèêó ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû. Áóäåì ñ÷èòàòü X (D) << 1 è η << 1, ÷òî
ñîîòâåòñòâóåò äîñòàòî÷íî ìåäëåííîìó, êâàçèñòàöèîíàðíîìó õàðàêòåðó äèíàìèêè.

Äàëåå ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìåæäó ïàðàìåòðàìè X,D è η èìååò ìåñòî ôóíêöèî-
íàëüíàÿ ñâÿçü âèäà:

Φ(X,D) = η. (3)
Îò ôóíêöèè Φ ïîòðåáóåì íåïðåðûâíîñòè ïî X è D è äèôôåðåíöèðóåìîñòè

ïî X äî òðåòüåãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî. Èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè ïðè çàìåíå
X → −Xè η → −η çíàê Φ äîëæåí ìåíÿòüñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûé. Ýòî äàåò
óñëîâèå:

Φ(−X, D) = −Φ(X, D) . (4)
Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Òåéëîðà ìû èìååì:

Φ(0)
X (0, D) + Φ(1)

X (0, D)X + Φ(2)
X (0, D)X2 + Φ(3)

X (0, D)X3 + 0
(
X3

)
= η. (5)

Â(5) ìû îáîçíà÷èì Φ(n)
X (0, D) =

(
dn

dXn Φ(X,D)
)
X=0

.
Èç (4) ñëåäóåò Φ(0)

X (0, D) = Φ(2)
X (0, D) = 0. Îáîçíà÷èâ Φ(1)

X (0, D) = A (D),
Φ(3)

X (0, D) = B (D), ìû ïðèâîäèì (5) ê âèäó:

A (D)X + B (D)X3 = η. (6)
Â (6) êîýôôèöèåíò B (D) ñóùåñòâåíåí â îáëàñòè |A (D)| << 1. Òî÷êè â êîòîðûõ

A (D) = 0 íàçîâåì êðèòè÷åñêèìè è îáîçíà÷èì Dk. Òîãäà â (6) ìîæíî ñäåëàòü
çàìåíó B (D) = B (Dk) = Bk è óðàâíåíèå (6) óïðîùàåòñÿ:

A (D)X + BkX3 = η. (7)
Âåëè÷èíû Bk è η â òå÷åíèè âñåãî âðåìåíè íàáëþäåíèÿ ïðîöåññà áóäåì ñ÷èòàòü

ïîñòîÿííûìè. Äèíàìèêà ïðîöåññîâ áóäåò â äàííîé ìîäåëè îïðåäåëÿòüñÿ àíàëèòè-
÷åñêîé çàâèñèìîñòüþ êîýôôèöèåíòà À îò ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè D. Çíà÷åíèÿ
D óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ 1 < D ≤ 2. Ðàçîáüåì ýòîò èíòåðâàë íà äâà 1 < D ≤ D0

è D0 ≤ D < 2.
Â îáëàñòè 1 < D ≤ D0 ìû ïðåäëîæèì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå A (D) [4]:

A (D) =
1

D0 −D
, (8)

à â îáëàñòè D0 ≤ D < 2 - áîëåå ñëîæíîå ïðåäñòàâëåíèå [4]:

A(D) =
π

2 (Dk −D0)
tg

{
π

2
D −Dk

Dk −D0

}
=

π

2 (Dk −D0)
ctg

{
π

2
D0 −D

Dk −D0

}
. (9)
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Ðèñ. 1: Çàâèñèìîñòü âåùåñòâåííûõ êîðíåé óðàâíåíèÿ (10) ξ îò çíà÷åíèÿ ôðàêòàëüíîé
ðàçìåðíîñòè D, Bk > 0

Ïðåäñòàâëåíèÿ A (D) (8) è (9) ãëàäêî ñøèâàþòñÿ â òî÷êå D0, òàê êàê èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî ãëàâíûõ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ (8) è (9) â ðÿä Ëîðàíà ñ öåíòðîì â
òî÷êå ïîëþñà D = D0. Â òî÷êå D = Dk > D0 A (D) = 0. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì
íàçûâàòü åå êðèòè÷åñêîé òî÷êîé. Âáëèçè êðèòè÷åñêîé òî÷êè Dk êóáè÷íûì ÷ëåíîì
(7) ïðåíåáðå÷ü óæå íåëüçÿ.

Ïðèâåäåì (7) ê áîëåå óäîáíîìó äëÿ ðåøåíèÿ âèäó, ñäåëàâ çàìåíó X = Xkξ ãäå
Xk = 3

√
η

Bk
:

ξ2 − 1
ξ

= λ, (10)

ãäå λ = −A(D)

B
1
3
k η

2
3
.

Â êðèòè÷åñêîé òî÷êå D = Dk, λ = 0, ξ = 1. Òîãäà X = Xk = 3

√
η

Bk
. Ñ ó÷åòîì

óñëîâèÿ |η| << 1 è ñ÷èòàÿ |Bk| ≤ 1 èìååì |X (D < D0)| << |Xk|. Ñëåäîâàòåëüíî, â
êðèòè÷åñêîé òî÷êå Dk çíà÷åíèå X (Dk) ìíîãîêðàòíî âîçðàñòàåò. Îòñþäà î÷åâèäíî
ñëåäóåò âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ äàííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äëÿ îïèñàíèÿ
êðèçèñíûõ ÿâëåíèé.

Èç (10) âèäíî, ÷òî òî÷êà áèôóðêàöèè λb, â êîòîðîé âìåñòî îäíîãî ïîÿâëÿþòñÿ
òðè âåùåñòâåííûõ êîðíÿ óðàâíåíèÿ (10), íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèÿ λb = − 3

√
27
4 . Òåì

ñàìûì èìååò ìåñòî ñäâèã òî÷êè áèôóðêàöèè è êðèòè÷åñêîé òî÷êè ïðè η 6= 0.
Çàâèñèìîñòü âåùåñòâåííûõ êîðíåé óðàâíåíèÿ (10) ξ îò çíà÷åíèÿ ôðàêòàëüíîé

ðàçìåðíîñòè D ïðåäñòàâèì íà ðèñ. 1 (Bk > 0) è ðèñ. 2 (Bk < 0). Çíà÷åíèÿ ïàðà-
ìåòðîâ ìîäåëè ìû âçÿëè Bk = ±0, 39; η = 1; D0 = 1, 4; Dk = 1, 65. Äëÿ áîëüøåé
íàãëÿäíîñòè ãðàôèêà ìû âûáðàëè η = 1. Ýòî íåñêîëüêî íå ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèþ
η << 1.

Èç ðèñóíêîâ 1 è 2 õîðîøî âèäíû ñâîéñòâà êðèâîé ξ (D) âáëèçè òî÷åê Dk, Db,
D0, à èìåííî: ξ(D0) = 0, ξ(Dk) = 1 è ïðè D ≤ Db êàæäîìó D ñîîòâåòñòâóåò òðè
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Ðèñ. 2: Çàâèñèìîñòü âåùåñòâåííûõ êîðíåé óðàâíåíèÿ (10) ξ îò çíà÷åíèÿ ôðàêòàëüíîé
ðàçìåðíîñòè D, Bk < 0

âåùåñòâåííûõ êîðíÿ.

Çàêëþ÷åíèå

Íàøà ìîäåëü ñîäåðæèò òðè íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðà η, D0, Dk, êîòîðûå íà-
õîäÿòñÿ èç óñëîâèÿ íàèëó÷øåãî ñîãëàñèÿ ñ îïûòíûìè äàííûìè ïðè íàáëþäåíèè
ïðîöåññîâ, îïèñûâàåìûõ ôðàêòàëüíûìè êðèâûìè.

Àâòîð âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü À.Í. Êóäèíîâó, Ñ.À. Ìèõååâó è Â.Ï. Öâåòêîâó
çà âíèìàíèå, ïîääåðæêó ðàáîòû è ìíîãî÷èñëåííûå êîíñóëüòàöèè.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] Á. Ìàíäåëüáðîò. Ôðàêòàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ ïðèðîäû. Ì. Íàóêà. 1992

[2] Ð.Ì. Êðîíîâåð. Ôðàêòàëû è õàîñ â äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ. Îñíîâû òåîðèè.
Ìîñêâà: Ïîñòìàðêåò, 2000.

[3] Benoit B. Mandelbrot, J.W. Van Ness. Fractional Brownian Motions, Fractal
Noises and Applications, SIAM Review, vol.10, �4, 1968, pp. 422�437.

[4] Êóäèíîâ À.Í., Ìèõååâ Ñ.À., Öâåòêîâ Â.Ï., Öâåòêîâ È.Â. Íåëèíåéíàÿ àïïðîê-
ñèìàöèÿ ëèíåéíîãî òðåíäà âàëþòíîãî êóðñà âî âðåìÿ êðèçèñà 1998 ãîäà â
ðàìêàõ ôðàêòàëüíîé ìîäåëè. //Ïðîãðàììíûå ïðîäóêòû è ñèñòåìû. Âûï.8.
2008. Ñ. 55�64.




