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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîãîêàíàëüíàÿ ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà îáñëóæè-
âàíèÿ ñ îãðàíè÷åííûì íàêîïèòåëåì è ïåðåóïîðÿäî÷èâàíèåì çàÿâîê íà
âûõîäå â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîðÿäêîì èõ ïîñòóïëåíèÿ. Ðàçðàáîòàí àëãî-
ðèòì äëÿ ðàñ÷¼òà ñòàöèîíàðíûõ ðàñïðåäåëåíèé äëèí î÷åðåäåé â ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé ñèñòåìå.

The multichannel exponential system of service is examined with the limited
store and resequence of requests on an output in accordance with the
order of their receipt. An algorithm is developed for the calculation of the
stationary distributing of lengths of turns in the examined system.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèñòåìà ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ, ïåðåóïîðÿäî÷è-
âàíèå çàÿâîê, ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå.
Keywords: queueing system, resequence of requests, stationary
distributing.

1. Ââåäåíèå

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîãîêàíàëüíàÿ ñèñòåìà ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ (ÑÌÎ) ñ m
îáñëóæèâàþùèìè ïðèáîðàìè, 2 6 m < ∞, è îáùèì íàêîïèòåëåì îãðàíè÷åííîé ¼ì-
êîñòè. Íà ñèñòåìó ïîñòóïàåò ïóàññîíîâñêèé ïîòîê çàÿâîê ñ ïàðàìåòðîì λ. Çàÿâêè
èìåþò ñëó÷àéíóþ äëèíó, ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå äëèíû çàÿâîê íåçàâè-
ñèìû â ñîâîêóïíîñòè è èìåþò îáùóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ G(x) = 1 − e−γx,
x > 0. Âðåìåíà îáñëóæèâàíèÿ íà ïðèáîðå j íåçàâèñèìû ìåæäó ñîáîé, à òàêæå íå
çàâèñÿò îò âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ íà äðóãèõ ïðèáîðàõ è îò äëèíû îáñëóæèâàåìîé
çàÿâêè è ðàñïðåäåëåíû ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó ñ ïàðàìåòðîì µj , j = 1,m.

�ìêîñòü íàêîïèòåëÿ ñèñòåìû õàðàêòåðèçóåòñÿ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè: ìàêñèìàëü-
íûì ÷èñëîì r ìåñò äëÿ îæèäàíèÿ, r < ∞, è ÷èñëîì v, v > 0, îãðàíè÷èâàþùèì
ñóììàðíûé îáú¼ì çàÿâîê â î÷åðåäè. Çàÿâêà, ïîñòóïàþùàÿ íà ñèñòåìó, êîãäà â íåé
íàõîäèòñÿ m + r çàÿâîê, èëè æå, êîãäà ñóììàðíûé îáú¼ì îæèäàþùèõ â î÷åðå-
äè çàÿâîê è äàííîé çàÿâêè ïðåâûøàåò v òåðÿåòñÿ è â äàëüíåéøåì íå âëèÿåò íà
ôóíêöèîíèðîâàíèå ñèñòåìû.
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Äàëåå, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ïðèìåì, ÷òî µ1 > · · · > µm, ò. å èíòåíñèâ-
íîñòü îáñëóæèâàíèÿ çàÿâîê ñ âîçðàñòàíèåì íîìåðà ïðèáîðà íå âîçðàñòàåò. Ïðè-
ìåì òàêæå, ÷òî çàÿâêà, èìåþùàÿ âîçìîæíîñòü âûáîðà ïðèáîðà, âûáèðàåò èç âñåõ
ñâîáîäíûõ ïðèáîðîâ òîò, êîòîðûé èìååò íàèìåíüøèé ïîðÿäêîâûé íîìåð. Çàÿâêè
âûáèðàþòñÿ èç î÷åðåäè íà îáñëóæèâàíèå â ïîðÿäêå èõ ïðèáûòèÿ â ñèñòåìó, ò. å.
ñîãëàñíî äèñöèïëèíå FCFS.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñåì çàÿâêàì â ìîìåíò ïîñòóïëåíèÿ â ñèñòåìó ïðèñâàèâà-
åòñÿ ïîðÿäêîâûé íîìåð. Ïðè ýòîì, åñëè â ìîìåíò îêîí÷àíèÿ îáñëóæèâàíèÿ çàÿâêè
ñ íîìåðîì n (çàÿâêè n) ïðîäîëæàåòñÿ îáñëóæèâàíèå õîòÿ áû îäíîé çàÿâêè ñ íî-
ìåðîì, ìåíüøèì n, òî çàÿâêà n ïîìåùàåòñÿ â áóôåð ïåðåóïîðÿäî÷èâàíèÿ (ÁÏ).
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå çàÿâêà n ñðàçó ïîêèäàåò ñèñòåìó, è âñëåä çà íåé èç ÁÏ óõî-
äÿò âñå çàÿâêè ñ íîìåðàìè, îòëè÷àþùèìèñÿ äðóã îò äðóãà íà åäèíèöó, íà÷èíàÿ ñ
íîìåðà n + 1 (åñëè òàêîâûå â ýòîì áóôåðå èìåþòñÿ).

Ïîñëåäíåå ïðåäïîëîæåíèå ïîçâîëÿåò ìîäåëèðîâàòü ìåõàíèçì ñîõðàíåíèÿ ïî-
ðÿäêà çàÿâîê íà âûõîäå èç ñèñòåìû, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûì çàÿâêè ïîñòóïàþò
â íåå. Ïîÿñíèì ýòî íà ïðèìåðå ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîáûòèé.

i. Ïåðâàÿ çàÿâêà ïîñòóïàåò â ïóñòóþ ñèñòåìó. Åé ïðèñâàèâàåòñÿ ïîðÿäêîâûé
íîìåð 1, è îíà çàíèìàåò ïðèáîð 1.

ii. Ñëåäóþùàÿ çàÿâêà ïîñòóïàåò â ñèñòåìó. Åé ïðèñâàèâàåòñÿ íîìåð 2, è îíà
çàíèìàåò ïðèáîð 2.

iii. Çàÿâêà 2 çàâåðøàåò îáñëóæèâàíèå. Â ñèëó òîãî, ÷òî â ñèñòåìå íàõîäèòñÿ
çàÿâêà ñ ìåíüøèì íîìåðîì, çàÿâêà 2 ïîìåùàåòñÿ â ÁÏ.

iv. Òðåòüÿ çàÿâêà ïîñòóïàåò â ñèñòåìó è çàíèìàåò ïðèáîð 2, åé ïðèñâàèâàåòñÿ
íîìåð 3.

v. ×åòâåðòàÿ çàÿâêà ïîñòóïàåò â ñèñòåìó è çàíèìàåò ïðèáîð 3 (ïðåäïîëàãàåì,
÷òî m > 3) ýòà çàÿâêà èìååò íîìåð 4.

vi. Çàÿâêà 4 çàâåðøàåò îáñëóæèâàíèå è ïîìåùàåòñÿ â ÁÏ.

vii. Çàÿâêà 1 çàâåðøàåò îáñëóæèâàíèå è ïîêèäàåò ñèñòåìó. Âñëåä çà íåé èç ÁÏ
óõîäèò çàÿâêà 2, à çàÿâêà 4, ïî-ïðåæíåìó îñòà¼òñÿ â ÁÏ.

viii. Çàÿâêà 3 çàâåðøàåò îáñëóæèâàíèå è ïîêèäàåò ñèñòåìó. Âñëåä íåé èç ÁÏ
óõîäèò çàÿâêà 4.

Òàêèì îáðàçîì, çàÿâêè 1, 2, 3 è 4 ïîêèäàþò ñèñòåìó â òîì æå ïîðÿäêå, â êàêîì
ïîñòóïèëè â íå¼.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáîçíà÷åíèÿìè Êåíäàëëà ðàññìàòðèâàåìóþ ÑÌÎ áóäåì êî-
äèðîâàòü êàê M/M/m/(r, v)/res, ãäå áóêâû res ÿâëÿþòñÿ ñîêðàùåíèåì îò àíãëèé-
ñêîãî resequence � ïåðåóïîðÿäî÷èâàíèå.

2. Ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïðåæäå âñåãî ïðîàíàëèçèðóåì ìåõà-
íèçì ïîñòóïëåíèÿ çàÿâîê â ðàññìàòðèâàåìóþ ñèñòåìó. Äëÿ ýòîãî ââåä¼ì âåðîÿò-
íîñòü fk, ñ êîòîðîé çàÿâêà áóäåò ïðèíÿòà â ñèñòåìó ïðè óñëîâèè, ÷òî â ìîìåíò
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t − 0 å¼ ïîñòóïëåíèÿ â ñèñòåìå èìååòñÿ k çàÿâîê, k = 0,m + r, è ïîêàæåì, ÷òî
ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 1. Âåðîÿòíîñòè fk, k = 0,m + r, îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

fk =





1, k = 0,m− 1;
Gk−m+1(v)/Gk−m(v), k = m,m + r − 1;
0, k = m + r;

(1)

ãäå G0(v) = 1, Gs(v) = 1− e−γv
∑s−1

j=0
(γv)j

j! , s = 1, r.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîîòíîøåíèÿ (1) äëÿ k = 0, m− 1 è k = m+r âïîëíå î÷åâèäíû,
ïîýòîìó ñðàçó ïåðåéä¼ì ê ñëó÷àÿì, êîãäà k = m, m + r − 1. Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå
ôèêñèðîâàííîå çíà÷åíèå k = m, m+1, . . . , m+r−1 è ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ìîìåíò
t− 0 ïîñòóïëåíèÿ íåêîòîðîé çàÿâêè íà ñèñòåìó â íåé óæå èìååòñÿ ðîâíî k çàÿâîê.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ξ0 äëèíó ïîñòóïàþùåé íà ñèñòåìó çàÿâêè, à ÷åðåç ξn � äëèíó
n-îé ïî ïîðÿäêó çàÿâêè â î÷åðåäè, n = 1, k −m, k = m + 1,m + r − 1. ßñíî, ÷òî
ïîñòóïàþùàÿ çàÿâêà áóäåò ïðèíÿòà â ñèñòåìó, åñëè ñóììà äëèí çàÿâîê â î÷åðåäè
è äàííîé çàÿâêè íå ïðåâîñõîäèò v, ïîýòîìó

fk =

{
P{ξ0 < v}, k = m,

P{ξ0 + ξ1 + · · ·+ ξk−m < v|ξ1 + · · ·+ ξk−m < v}, k = m + 1,m + r − 1.

(2)
Ïðèìåíÿÿ â (2) äëÿ k = m + 1, m + r − 1 ôîðìóëó óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè è

ó÷èòûâàÿ, ÷òî âñå ξn, n = 0, k −m, íåçàâèñèìû è èìåþò îáùóþ ôóíêöèþ ðàñïðå-
äåëåíèÿ G(x), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

fk =

{
G(v), k = m,

Gk−m+1(v)/Gk−m(v), k = m + 1,m + r − 1,

ãäå Gs(x) îçíà÷àåò s�êðàòíóþ ñâ¼ðòêó ÔÐ G(x), s = 1, r.
Ó÷èòûâàÿ òåïåðü, ÷òî ÔÐ G(x) ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé ñ ïàðàìåòðîì γ,

γ > 0, è ïîëàãàÿ G0(v) = 1, ïîëó÷èì (1) äëÿ k = m,m + r − 1. Òàêèì îáðàçîì,
óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîìåæóòêè âðåìåíè ìåæäó ïîñòóïëåíèåì çàÿâîê â íåçà-
ïîëíåííûé íàêîïèòåëü ÑÌÎ, çàêàí÷èâàþùèåñÿ èõ ïðèñîåäèíåíèåì ê î÷åðåäè, è
íàçîâ¼ì ýòè ïðîìåæóòêè ýôôåêòèâíûìè. Êðîìå òîãî, ïîëîæèì

λk = λfk , k = 0, m + r. (3)

Èçâåñòíî [1], ÷òî äëÿ ôèêñèðîâàííîãî k, k = 0,m + r − 1, ðàñïðåäåëåíèå ýô-
ôåêòèâíîãî èíòåðâàëà ìåæäó ïîñòóïëåíèåì çàÿâîê, ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûì
ñ ïàðàìåòðîì λk. Ñëåäîâàòåëüíî, àíàëèç ðàññìàòðèâàåìîé ÑÌÎ ìîæíî ñâåñòè ê
àíàëèçó m-êàíàëüíîé ýêñïîíåíöèàëüíîé ñèñòåìû ñ íàêîïèòåëåì ¼ìêîñòè r, r < ∞,
è ïåðåóïîðÿäî÷èâàíèåì çàÿâîê, íà êîòîðóþ ïîñòóïàåò ïóàññîíîâñêèé ïîòîê ñ èí-
òåíñèâíîñòüþ, çàâèñÿùåé îò ÷èñëà k çàÿâîê â ñèñòåìå. Ýòó ñèñòåìó áóäåì êîäèðî-
âàòü êàê M(k)/M/m/r/res.
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Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé ÑÌÎ M(k)/M/m/r/res. Äëÿ
ýòîãî ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè çàÿâêè, íàõîäÿùèåñÿ â ñèñòåìå
(â íàêîïèòåëå è íà ïðèáîðàõ), ïðîíóìåðîâàíû â ïîðÿäêå èõ ïîñòóïëåíèÿ, íà÷èíàÿ
ñ åäèíèöû. Òîãäà ñòîõàñòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðàññìàòðèâàåìîé ÑÌÎ ìîæíî îïè-
ñàòü îäíîðîäíûì ìàðêîâñêèì ïðîöåññîì (ÌÏ) X(t), t > 0, íàä ïðîñòðàíñòâîì
ñîñòîÿíèé

Xm =
m+r⋃

k=0

Xm
k ,

Xm
k =

{
(k, i1, . . . , im), ij = 0, k,

m∑

j=1

u(ij) = k,

ïðè ýòîì, åñëè ijis > 0, òî ij 6= is, j, s = 1, m
}
, k = 0,m− 1,

Xm
k =

{
(k, i1, . . . , im), ij = 1,m, ij 6= is, j, s = 1,m

}
, k = m,m + r,

ãäå u(x) � ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà.
Çäåñü äëÿ íåêîòîðîãî ìîìåíòà âðåìåíè t: X(t) = (k, i1, . . . , im), åñëè â ñèñòåìå

íàõîäèòñÿ k çàÿâîê, k = 0,m + r, ij = 0 îçíà÷àåò, ÷òî ïðèáîð j ïóñò, â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå ij åñòü íîìåð çàÿâêè, îáñëóæèâàåìîé ïðèáîðîì j, j = 1, m.

Â äàëüíåéøåì ïîäìíîæåñòâî Xm
k ìíîæåñòâà Xm áóäåì íàçûâàòü k-îé ãðóïïîé

ñîñòîÿíèé, k = 0, m + r. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî

|Xm
k | =

{
(m)k, k = 0, m,

m!, k = m, m + r,

ãäå (m)k � ÷èñëî ðàçìåùåíèé èç m ïî k. Ñëåäîâàòåëüíî,

|Xm| =
m∑

k=0

(m)k + rm! .

Î÷åâèäíî, ÷òî ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà Xm ñ ðîñòîì m áûñòðî âîçðàñòà-
åò. Òàê óæå ïðè m > 5 è k > 10 îíà ïðåâîñõîäèò 103. Ïîýòîìó äëÿ ïîñòðîåíèÿ
ìàòðèöû èíòåíñèâíîñòåé ïåðåõîäîâ ÌÏ X(t), à òàêæå âûâîäà è ðåøåíèÿ ñèñòå-
ìû óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ (ÑÓÐ) íåîáõîäèìî àëãîðèòìèçîâàòü ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ
ïðîñòðàíñòâà Xm. Äëÿ ýòîãî ââåä¼ì ðÿä îïðåäåëåíèé.

Ïóñòü Ys � ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû s+1 èç íåîòðè-
öàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë.
Îïðåäåëåíèå 1. Îïåðàòîð Lj áóäåì íàçûâàòü îïåðàòîðîì j-âñòàâêè, îïðåäå-
ë¼ííûì íà ìíîæåñòâå Ys, åñëè äëÿ (i0, i1, . . . , is) ∈ Ys

Lj(i0, i1, . . . , is) = (i0 + 1, i1, . . . , ij−1, max{i1, . . . , is}+ 1, ij , . . . , is), j = 1, s + 1.

Äàëåå ïóñòü Ys,ν � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà Ys ìîùíîñòè ν, ν < ∞,
ò. å. Ys,ν = {y1

s , . . . , yν
s }, ãäå yn

s = (in0 , . . . , ins ), n = 1, ν.
Îïðåäåëåíèå 2. Îïåðàòîð L áóäåì íàçûâàòü îïåðàòîðîì âñòàâêè, îïðåäåë¼í-
íîì íà ìíîæåñòâå ðàçëè÷íûõ êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Ys, åñëè äëÿ
Ys,ν ⊂ Ys

L(Ys,ν) = {L1y
1
s , . . . , L1y

ν
s , L2y

1
s , . . . , L2y

ν
s , . . . , Ls+1y

1
s , . . . , Ls+1y

ν
s }.
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Îïðåäåëåíèå 3. k-îé ñòåïåíüþ Lk îïåðàòîðà L áóäåì íàçûâàòü îïåðàòîð,
äåéñòâèå êîòîðîãî ñîñòîèò â k ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèìåíåíèÿõ îïåðàòîðà L,
k = 1, 2, . . . . Ïîä íóëåâîé ñòåïåíüþ îïåðàòîðà L áóäåì ïîíèìàòü òîæäåñòâåí-
íûé îïåðàòîð.
Îïðåäåëåíèå 4. Îïåðàòîð L−1

j áóäåì íàçûâàòü îïåðàòîðîì j-óäàëåíèÿ, îïðå-
äåë¼ííûì íà ìíîæåñòâå Ys, s > 1, åñëè äëÿ (i0, i1, . . . , is) ∈ Ys

L−1
j (i0, . . . , ij−1, ij , ij+1, . . . , , is) = (i0 − 1, i1, . . . , ij−1, ij+1, . . . , , is), j = 1, s.

Îïðåäåëèì ïîäìíîæåñòâî Ỹs ìíîæåñòâà Ys òàêîå, ÷òî äëÿ (i0, i1, . . . , is) ∈ Ỹs

ñðåäè ÷èñåë i1, . . . , is åñòü õîòÿ áû îäíî, íå ðàâíîå íóëþ, è âñå îòëè÷íûå îò íóëÿ
÷èñëà ðàçëè÷íû.
Îïðåäåëåíèå 5. Îïåðàòîð M áóäåì íàçûâàòü îïåðàòîðîì âûäåëåíèÿ ìàêñèìó-
ìà, îïðåäåë¼ííûì íà ìíîæåñòâå Ỹs, åñëè äëÿ (i0, i1, . . . , is) ∈ Ỹs M(i0, i1, . . . , is) =
l, ãäå l òàêîå, ÷òî il = max{i1, . . . , is}.

È, íàêîíåö, ïóñòü Ŷs ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà Ys òàêîå, ÷òî (i0, i1, . . . , is) ∈ Ŷs,
åñëè ñðåäè ÷èñåë i1, . . . , is åñòü õîòÿ áû îäíî, ðàâíîå íóëþ.
Îïðåäåëåíèå 6. Îïåðàòîð Z áóäåì íàçûâàòü îïåðàòîðîì âûäåëåíèÿ íóëÿ, îïðå-
äåë¼ííûì íà ìíîæåñòâå Ŷs, åñëè äëÿ (i0, i1, . . . , is) ∈ Ŷs, Z(i0, i1, . . . , is) = n, ãäå
n � íîìåð ïåðâîãî íóëåâîãî ýëåìåíòà â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè i1, . . . , is.

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ïîñòðîåíèþ ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé è äîêàæåì, ÷òî ñïðà-
âåäëèâà ñëåäóþùàÿ ëåììà.
Ëåììà 1. Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî m, m > 2,

Xm
k =





Lk(0, 0m−k), k = 0,m− 1,

Lm−1(k −m + 1, 1), k = m,m + r, ãäå 0s = (0, . . . , 0)︸ ︷︷ ︸
s ðàç

. (4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåä¼ì ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé
èíäóêöèè. Ïóñòü m = 2, òîãäà

X 2
k =





(0, 0, 0), k = 0;
L1(0, 0), k = 1;
L1(k − 1, 1), k = 2, r + 2.

Ñëåäîâàòåëüíî, X 2 = {(0, 0, 0); (1, 1, 0); (1, 0, 1); (k, 1, 2), (k, 2, 1), k = 2, r + 2}. Ïî-
ëó÷åííîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ñîñòîÿíèé äëÿ ïðîöåññà X(t) ïðè
m = 2 [2]. Ïóñòü (4) ñïðàâåäëèâî äëÿ m = l. Òîãäà äëÿ m = l + 1 ïîëó÷àåì

X l+1
k =

{
Lk(0, 0l+1−k), k = 0, l;
Ll(k − l, 1), k = l + 1, l + r + 1

=

=





(0, 0l+1), k = 0;
L(Lk−1(0, 0l+1−k)), k = 1, l;
L(Ll−1(k − l, 1)), k = l + 1, l + r + 1.
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Ïðîèçâåä¼ì çàìåíó k → k + 1. Òîãäà

X l+1
k+1 =





(0, 0l+1), k = −1;
L(Lk(0, 0l−k)), k = 0, l − 1;
L(Ll−1(k − l + 1, 1)), k = l, l + r

=





(0, 0l+1), k = −1;
L(X l

k), k = 0, l − 1;
L(X l

k), k = l, l + r.

Äàëåå çàìåòèì, ÷òî åñëè (k, i1, . . . , il) ∈ X l
k, òî

max{i1, . . . , il} =

{
k, k = 0, l − 1;
l, k = l, l + r.

Ñëåäîâàòåëüíî,

X l+1
k+1 =





(0, 0l+1), k = −1;
{(k + 1, k + 1, i11, . . . , i

1
l ); (k + 1, k + 1, . . . , i2l ); . . . ;

(k + 1, iν1 , . . . , k + 1)}, k = 0, l − 1;
{(k + 1, l + 1, i11, . . . , i

1
l ); (k + 1, l + 1, . . . , i2l ); . . . ;

(k + 1, iν1 , . . . , l + 1)}, k = l, l + r, ãäå ν = |X l
k|.

Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå ãðóïïû ñîñòîÿíèé X l
k, ìîæíî çàïèñàòü ïîñëåäíèå ñîîòíî-

øåíèÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

X l+1
k+1 =





{(k + 1, i1, . . . , il+1) :
ij = 0, k + 1,

∑l+1
j=1 u(ij) = k + 1, ïðè ýòîì,

åñëè ijis > 0, òî ij 6= is, j, s = 1, l + 1}, k = −1, l − 1;
{(k + 1, i1, . . . , il+1) :
ij = 1, l + 1, ij 6= is, j, s = 1, l + 1}, k = l, l + r.

È, íàêîíåö, ïðîèçâåäÿ îáðàòíóþ çàìåíó k → k − 1, ïðèõîäèì ê îïðåäåëåíèþ
k-îé ãðóïïû ñîñòîÿíèé äëÿ ñëó÷àÿ m = l +1. Òàêèì îáðàçîì, ëåììà äîêàçàíà.

Èç ëåììû 1 î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàåò, ÷òî ïðåäëîæåííûé ñïîñîá ïîñòðî-
åíèÿ Xm ÿâëÿåòñÿ ðåêóðñèâíûì ïî m. Êðîìå òîãî, â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé çà-
äà¼òñÿ îïðåäåë¼ííûé ïîðÿäîê ýëåìåíòîâ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Äëÿ íàãëÿäíîñòè
ðàññìîòðèì äèàãðàììó ïîñòðîåíèÿ ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé â ñëó÷àå, êîãäà m = 4
è r = 1 (ðèñ. 1).

Àíàëèç äèàãðàììû ïîìîãàåò çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî m,
m > 2, k-àÿ ãðóïïà ñîñòîÿíèé Xm

k , k = 1,m + r, ðàçáèâàåòñÿ íà m ïîäãðóïï îäè-
íàêîâîé ðàçìåðíîñòè. Ïðèçíàêîì ïðèíàäëåæíîñòè ñîñòîÿíèÿ ê n-îé ïîäãðóïïå
k-îé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî çàÿâêà ñ íàèáîëüøèì íîìåðîì îáñëóæèâàåòñÿ íà
ïðèáîðå n, n = 1,m. (Íà äèàãðàììå äëÿ m = 4 ïîäãðóïïû îòäåëåíû ïóíêòèðíû-
ìè ëèíèÿìè). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Xm

k,n n-óþ ïîäãðóïïó k-îé ãðóïïû Xm
k . Íåòðóäíî

ïîäñ÷èòàòü, ÷òî

|Xm
k,n| = (m− 1)min{k,m−1}−1, n = 1, m, k = 1,m + r. (5)

Ðåêóðñèâíûé ïðèíöèï ïîñòðîåíèÿ ïðîñòðàíñòâà Xm è ðàçáèåíèå ãðóïï ñîñòî-
ÿíèé íà îòäåëüíûå ïîäãðóïïû äàåò âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü ïîðÿäêîâûé íîìåð
ñîñòîÿíèÿ â Xm.
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Ðèñ. 1: Äèàãðàììà ïðîöåññà ïîñòðîåíèÿ ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé äëÿ ÑÌÎ
M(k)/M/4/1/res
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Ëåììà 2. Ïîðÿäêîâûé íîìåð n ñîñòîÿíèÿ (k, i1, . . . , im) â ïðîñòðàíñòâå ñîñòî-
ÿíèé Xm îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

n =
min{k−1,m−1}∑

j=0

(m)j + u(k −m)m! +
min{k,m−1}∑

j=1

(sj − 1)(m− j)min{k,m}−j + 1, (6)

ãäå s1 = M(k, i1, . . . , im), sj = M
(
L−1

sj−1
. . . L−1

s2
L−1

s1
(k, i1, . . . , im)

)
,

j = 2, min{m− 1, k}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ â (6) îïðåäåëÿþò ñóììàð-
íîå êîëè÷åñòâî ñîñòîÿíèé â ãðóïïàõ Xm

0 , Xm
1 , . . . , Xm

k−1. Ñëåäîâàòåëüíî, îñòà¼òñÿ
ïîêàçàòü, ÷òî

∑min{k,m−1}
j=1 (sj − 1)(m − j)min{k,m}−j îïðåäåëÿåò êîëè÷åñòâî ñîñòî-

ÿíèé k-îé ãðóïïû, ïðåäøåñòâóþùèõ äàííîìó ñîñòîÿíèþ. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî
âûÿñíèòü ñìûñë êàæäîãî ñëàãàåìîãî ýòîé ñóììû.

Çàìåòèì, ÷òî s1 = M(k, i1, . . . , im) ÿâëÿåòñÿ íîìåðîì ïîäãðóïïû â ãðóïïå
xm

k , êîòîðîé ïðèíàäëåæèò ñîñòîÿíèå (k, i1, . . . , im), à ðàçìåð êàæäîé èç ïîä-
ãðóïï, ñîãëàñíî (5), ðàâåí (m − 1)min{k,m}−1. Ñëåäîâàòåëüíî, âûðàæåíèå (s1 −
1)(m − 1)min{k,m}−1 îïðåäåëÿåò ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî ñîñòîÿíèé â ïîäãðóïïàõ
Xm

k,1, . . . ,Xm
k,s1−1, ïðåäøåñòâóþùèõ ïîäãðóïïå Xm

k,s1
. Ïðè ýòîì, åñëè k = 1 ëèáî

m = 2, òî êàæäàÿ èç ïîäãðóïï ñîäåðæèò ïî îäíîìó ýëåìåíòó, è, ñëåäîâàòåëü-
íî, ïðîöåññ âû÷èñëåíèé çàâåðøèòñÿ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü
íîìåð ñîñòîÿíèÿ â ïîäãðóïïå Xm

k,s1
.

Çàìåòèì, ÷òî â ïðîöåññå ðåêóððåíòíîãî ïîñòðîåíèÿ ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé
ïîäãðóïïà Xm

k,s1
ïîëó÷åíà êàê ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ îïåðàòîðà Ls1 íà ãðóïïó Xm−1

k−1 .
Ñëåäîâàòåëüíî, ïîðÿäêîâûé íîìåð ñîñòîÿíèÿ (k, i1, . . . , im) â ïîäãðóïïå Xm

k,s1
ðàâåí

ïîðÿäêîâîìó íîìåðó ñîñòîÿíèÿ L−1
s1

(k, i1, . . . , im) â ãðóïïå Xm−1
k−1 . Äëÿ åãî îïðåäåëå-

íèÿ íàéä¼ì s2 = M
(
L−1

s1
(k, i1, . . . , im)

)
� íîìåð ïîäãðóïïû â ãðóïïå Xm−1

k−1 , êîòîðîé
ïðèíàäëåæèò ñîñòîÿíèå L−1

s1
(k, i1, . . . , im). Ðàçìåð êàæäîé èç ýòèõ ïîäãðóïï ðàâåí

(m− 2)min{k,m}−2. Ñëåäîâàòåëüíî, âûðàæåíèå (s2 − 1)(m− 2)min{k,m}−2 îïðåäåëèò
ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî ñîñòîÿíèé â ïîäãðóïïàõ Xm−1

k−1,1, . . . ,Xm−1
k−1,s2−1, ïðåäøåñòâó-

þùèõ ïîäãðóïïå Xm−1
k−1,s2

. Ïðè ýòîì, åñëè k = 2 ëèáî m = 3, òî êàæäàÿ èç ïîäãðóïï
ñîäåðæèò ïî îäíîìó ýëåìåíòó è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ çàâåðøèòñÿ.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàäî ïðîäîëæèòü àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, êîòîðûå â êî-
íå÷íîì èòîãå ïðèâåäóò íàñ ê èñêîìîìó ðåçóëüòàòó. Òàêèì îáðàçîì, ëåììà äîêàçà-
íà.

Â äàëüíåéøåì íàì ïîòðåáóåòñÿ íå òîëüêî ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîðÿäêîâî-
ãî íîìåðà ñîñòîÿíèÿ, íî è àëãîðèòì îáðàòíîãî äåéñòâèÿ � âîññòàíîâëåíèÿ ñîñòî-
ÿíèÿ ïî åãî ïîðÿäêîâîìó íîìåðó. Ýòà çàäà÷à ðàçäåëÿåòñÿ íà äâà ýòàïà. Ñíà÷àëà
íåîáõîäèìî óñòàíîâèòü íîìåð ãðóïïû, êîòîðîé ïðèíàäëåæèò äàííîå ñîñòîÿíèå, à
çàòåì âû÷èñëèòü ïîðÿäêîâûé íîìåð ñîñòîÿíèÿ â ýòîé ãðóïïå.

Ïåðâûé ýòàï äîñòàòî÷íî ïðîñò. Ïóñòü n � ïîðÿäêîâûé íîìåð ñîñòîÿíèÿ, à N =
|Xm|, òîãäà íåîáõîäèìî óñòðîèòü ðàçáèåíèå îòðåçêà [0;N ] íà m + r + 1 èíòåðâàë
(nk, nk+1], k = 0,m + r, òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû óñëîâèå n ∈ (nk, nk+1] îçíà÷àëî, ÷òî
ñîñòîÿíèå ñ íîìåðîì n ïðèíàäëåæèò k-îé ãðóïïå.
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Î÷åâèäíî, ÷òî â êà÷åñòâå ãðàíèö óêàçàííûõ èíòåðâàëîâ íåîáõîäèìî âçÿòü ÷èñ-
ëà

ns =





0, s = 0;
ns−1 + (m)s−1, s = 1,m;
ns+1 + m!, s = m + 1,m + r + 1.

(7)

Äàëåå, ïðîèçâîäÿ ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå òåì, ÷òî èìåëè ìåñòî ïðè äîêà-
çàòåëüñòâå ëåììû 2, íåòðóäíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ëåììà 3. Ïóñòü n � ïîðÿäêîâûé íîìåð ñîñòîÿíèÿ, à k � íîìåð ãðóïïû, êîòîðîé
ïðèíàäëåæèò äàííîå ñîñòîÿíèå è ïóñòü îïðåäåëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë
s1, . . . , smin{k,m−1} ñëåäóþùèìè ðåêóððåíòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè:

lj =

{
n− nk, j = 1;
lj−1 − (sj−1 − 1)tj−1, j = 2,min{m− 1, k};

tj = (m− j)min{k,m}−j , sj =
⌈

lj
tj

⌉
, j = 1, min{m− 1, k}.

(8)

Òîãäà ñîñòîÿíèå ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

(k, i1, . . . , im) =

{
Ls1 . . . Lsk

(0, 0m−k), k = 0,m− 1;
Ls1 . . . Lsm−1(k −m + 1, 1), k = m,m + r;

(9)

Ïðèâåä¼ì ïðèìåð âîññòàíîâëåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ïî åãî ïîðÿäêîâîìó íîìåðó.
Ïóñòü m = 4, r = 2, n = 61. Òîãäà N =

∑6
j=0(4)j = 1+4+12+24+24+24 = 89,

è îòðåçîê [0;89] ðàçáèâàåòñÿ íà ñëåäóþùèå èíòåðâàëû:

(n0, n1] ≡ (0, 1]; (n1, n2] ≡ (1, 5]; (n2, n3] ≡ (5, 17];
(n3, n4] ≡ (17, 41]; (n4, n5] ≡ (41, 65]; (n5, n6] ≡ (65, 89].

×èñëî 61 ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó (n4, n5], ñëåäîâàòåëüíî, íîìåð ãðóïïû k = 4.
Äàëåå âû÷èñëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë

l1 = 61− 41 = 20, t1 = (4− 1)4−1 = 6, s1 = d20/6e = 4;
l2 = 20− (4− 1) ∗ 6 = 2, t2 = (4− 2)4−2 = 2, s2 = d2/2e = 1;
l3 = 2− (1− 1) ∗ 2 = 2, t3 = (4− 3)4−3 = 1, s3 = d2/1e = 2.

È, íàêîíåö, èñêîìîå ñîñòîÿíèå îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

(4, i1, i2, i3, i4) = L4L1L2(1, 1) = L4L1(2, 1, 2) = L4(3, 3, 1, 2) = (4, 3, 1, 2, 4).

Èñïîëüçóÿ ëåììó 2, ïðîèçâåä¼ì ïðîâåðêó ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà:

s1 = M(4, 3, 1, 2, 4) = 4;

s2 = M
(
L−1

4 (4, 3, 1, 2, 4)
)

= M(3, 3, 1, 2) = 1;

s3 = M
(
L−1

1 (3, 3, 1, 2)
)

= M(2, 1, 2) = 2;

n =
3∑

j=0

(4)j +
3∑

j=1

(sj − 1)(4− j)4−j + 1 = 41 + 20 = 61.
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3. Ïîñòðîåíèå ìàòðèöû èíòåíñèâíîñòåé ïåðåõîäîâ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû îïèøåì àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû èíòåíñèâíîñòåé ïå-
ðåõîäîâ ÌÏ X(t).

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé òà-
êîâ, ÷òî ñîñòîÿíèÿ êàæäîé èç ãðóïï Xm

k ñëåäóþò äðóã çà äðóãîì, à ñàìè ãðóï-
ïû óïîðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþ k, k = 0,m + r. Ïðè ýòîì, ïåðåõîäû ÌÏ X(t)
âîçìîæíû ëèøü ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè ñîñåäíèõ ãðóïï: ïåðåõîä èç ãðóïïû Xm

k−1 â
ãðóïïó Xm

k ïðîèñõîäèò çà ñ÷¼ò ïîñòóïëåíèÿ çàÿâêè, à ïåðåõîä èç ãðóïïû Xm
k+1

â ãðóïïó Xm
k çà ñ÷¼ò îáñëóæèâàíèÿ çàÿâêè íà îäíîì èç ïðèáîðîâ, k = 1,m + r.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà A èíòåíñèâíîñòåé ïåðåõîäîâ ÌÏ X(t) áóäåò èìåòü òð¼õ-
äèàãîíàëüíûé âèä.

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ íåíóëåâûõ áëîêîâ ìàòðèöû A. Íàääèàãîíàëüíûå áëî-
êè îáîçíà÷èì ÷åðåç Λk−1,k, ïîääèàãîíàëüíûå �� ÷åðåç Mk,k−1, k = 1,m + r, à
äèàãîíàëüíûå � ÷åðåç Nkk, k = 0,m + r (ñì. òàáë. 1).

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî â êàæäîì ñòîëáöå áëîêà Λk−1,k, k = 1,m + r, ìîæåò
áûòü âñåãî îäèí íåíóëåâîé ýëåìåíò, ðàâíûé λk−1. Â êàæäîé ñòðîêå áëîêà Mk,k−1,
k = 1,m + r, ñîîòâåòñòâóþùåé ñîñòîÿíèþ (k, i1, . . . , im) áóäåò íå áîëåå m ýëåìåí-
òîâ µj äëÿ j òàêèõ, ÷òî ij 6= 0, j = 1,m. Íàêîíåö, áëîêè Nkk ÿâëÿþòñÿ äèàãîíàëü-
íûìè ìàòðèöàìè, ïðè ýòîì, äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò, ñîîòâåòñòâóþùèé ñîñòîÿíèþ
(k, i1, . . . , im) ðàâåí

∑m
j=1 u(ij)µj − u(m + r − k)λk.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû A íåîáõîäèìî: à) ïîñòðîèòü àëãîðèòì,
îïðåäåëÿþùèé äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû óñëîâèÿ ïåðåõîäà è ñîñòîÿíèå ñèñòå-
ìû, èç êîòîðîãî ìîæíî ïîïàñòü â äàííîå çà ñ÷¼ò ïîñòóïëåíèÿ çàÿâêè (îáîçíà÷èì
ýòîò àëãîðèòì E0); á) óìåòü äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ îïðåäåëÿòü óñëîâèÿ ïåðåõîäà è
ñîñòîÿíèå, â êîòîðîå ìîæíî ïåðåéòè èç äàííîãî çà ñ÷¼ò îáñëóæèâàíèÿ íà ïðèáîðå
j (îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùèé àëãîðèòì ÷åðåç Ej), j = 1,m. Ñëåäîâàòåëüíî, ðå-
àëèçàöèÿ àëãîðèòìîâ Ej , j = 0,m, ïîçâîëèò äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ (k, i1, . . . , im)
îïðåäåëèòü íåíóëåâûå ýëåìåíòû ñîîòâåòñòâóþùåãî ñòîëáöà ìàòðèöû Λk−1,k è ñî-
îòâåòñòâóþùåé ñòðîêè ìàòðèöû Mk,k−1, k = 1, m + r.

Òàáëèöà 1: Ìàòðèöà èíòåíñèâíîñòåé ïåðåõîäîâ ÌÏ X(t)
A Xm

0 Xm
1 . . . Xm

k−1 Xm
k Xm

k+1 . . . Xm
m+r

Xm
0 N00 Λ01

Xm
1 M10 N11

Xm
2 M21

...
Xm

k−1 Nk−1,k−1 Λk−1,k

Xm
k Mk,k−1 Nk,k Λk,k+1

Xm
k+1 Mk+1,k Nk+1,k+1

...
Xm

m+r−1 Λm+r−1,m+r

Xm
m+r Nm+r,m+r

Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê ïîøàãîâîìó îïèñàíèþ àëãîðèòìà E0, äàäèì ïîÿñíåíèå
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îäíîìó èç óñëîâèé, ïðîâåðêà êîòîðîãî áóäåò ïðîèçâîäèòüñÿ â àëãîðèòìå. Ðå÷ü èäåò
î òîì, â êàêèõ ñëó÷àÿõ íåâîçìîæåí ïåðåõîä â ñîñòîÿíèå (k, i1, . . . , im) èç ëþáîãî
äðóãîãî ñîñòîÿíèÿ çà ñ÷¼ò ïðèõîäà çàÿâêè â ñèñòåìó çà èñêëþ÷åíèåì òðèâèàëüíîãî
ñëó÷àÿ k = 0.

Â îïèñàíèè ñèñòåìû áûëî ñêàçàíî, ÷òî çàÿâêà, èìåþùàÿ âîçìîæíîñòü âûáî-
ðà ïðèáðà, âûáèðàåò ïðèáîð ñ íàèìåíüøèì ïîðÿäêîâûì íîìåðîì. Ñëåäîâàòåëüíî,
çà ñ÷¼ò ïîñòóïëåíèÿ çàÿâêè íåâîçìîæíî ïîïàñòü â òàêîå ñîñòîÿíèå, äëÿ êîòîðîãî
íîìåð ïðèáîðà, çàíÿòîãî îáñëóæèâàíèåì çàÿâêè ñ ìàêñèìàëüíûì ïîðÿäêîâûì íî-
ìåðîì áîëüøå, ÷åì íîìåð ïåðâîãî èç ñâîáîäíûõ ïðèáîðîâ. Ôîðìàëüíî äëÿ ëþáîãî
ñîñòîÿíèÿ (k, i1, . . . , im) ýòî óñëîâèå ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

M(k, i1, . . . , im) > Z(k, i1, . . . , im),

ãäå M è Z � ñîîòâåòñòâåííî îïåðàòîð âûäåëåíèÿ ìàêñèìóìà è îïåðàòîð âûäåëåíèÿ
íóëÿ. Ïðè÷åì, âûïîëíåíèå ýòîãî óñëîâèÿ ñëåäóåò ïðîâåðÿòü â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà
k < m. Èíà÷å, ïðîâåðêà òðèâèàëüíà.

Ñìûñë îñòàëüíûõ øàãîâ àëãîðèòìà î÷åâèäåí, ïîýòîìó èõ ïîÿñíåíèå îïóñêàåì.
Èòàê, àëãîðèòì E0 ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå.
Íà÷àëî àëãîðèòìà. Ââåñòè ñîñòîÿíèå (k, i1, . . . , im).
Øàã 1. Ïðîâåðèòü óñëîâèå k > m. Åñëè óñëîâèå âûïîëíåíî, òî ïåðåõîä ê øàãó

5.
Øàã 2. Ïðîâåðèòü óñëîâèå k = m. Åñëè óñëîâèå âûïîëíåíî, òî ïåðåõîä ê øàãó

4.
Øàã 3. Ïðîâåðèòü óñëîâèå M(k, i1, . . . , im) > Z(k, i1, . . . , im). Åñëè óñëîâèå

âûïîëíåíî, òî êîíåö àëãîðèòìà.
Øàã 4. l := Z(k, i1, . . . , im), il := 0.
Øàã 5. k := k − 1.
Øàã 6. Âûâåñòè çíà÷åíèÿ k, i1, . . . , im.
Êîíåö àëãîðèòìà.
Òåïåðü ïåðåéäåì ê àëãîðèòìàì Ej , j = 1,m. Ïðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê ïîøàãî-

âîìó îïèñàíèþ àëãîðèòìîâ çàìåòèì, ÷òî èç ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ (k, i1, . . . , im) ìîæíî
ïåðåéòè â äðóãîå çà ñ÷¼ò îáñëóæèâàíèÿ íà ïðèáîðå j, åñëè ïðèáîð j çàíÿò îáñëó-
æèâàíèåì, ò. å. åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå ij 6= 0. Ïîñëå çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ
çàÿâêè íà ïðèáîðå j êîëè÷åñòâî çàÿâîê â ñèñòåìå óìåíüøàåòñÿ íà åäèíèöó. Êðîìå
ýòîãî, íà åäèíèöó óìåíüøàþòñÿ ïîðÿäêîâûå íîìåðà òåõ çàÿâîê, êîòîðûå ïîñòó-
ïèëè â ñèñòåìó ïîçæå, ÷åì îáñëóæåííàÿ çàÿâêà. Äàëåå, åñëè â ìîìåíò îêîí÷àíèÿ
îáñëóæèâàíèÿ çàÿâêè íà ïðèáîðå j â î÷åðåäè èìåëèñü çàÿâêè, îæèäàþùèå îáñëó-
æèâàíèÿ, òî ïåðâàÿ èç íèõ ïîñòóïèò íà ïðèáîð j, è åé áóäåò ïðèñâîåí ïîðÿäêîâûé
íîìåð m. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïðèáîð j ñòàíåò ñâîáîäíûì.

Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòìû Ej , j = 1,m, ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå.
Íà÷àëî àëãîðèòìà. Ââåñòè ñîñòîÿíèå (k, i1, . . . , im).
Øàã 1. Ïðîâåðèòü óñëîâèå ij = 0. Eñëè óñëîâèå âûïîëíåíî, òî êîíåö àëãîðèò-

ìà.
Øàã 2. k := k − 1, l := 0.
Øàã 3. l := l + 1.
Øàã 4. Ïðîâåðèòü óñëîâèå (il > 0) ∨ (il < ij). Åñëè óñëîâèå âûïîëíåíî, òî

ïåðåõîä ê øàãó 6.
Øàã 5. il := il − 1.
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Øàã 6. Ïðîâåðèòü óñëîâèå l 6= m. Åñëè óñëîâèå âûïîëíåíî, òî ïåðåõîä ê øàãó
3.

Øàã 7. ij := 0.
Øàã 8. Ïðîâåðèòü óñëîâèå k < m. Åñëè óñëîâèå âûïîëíåíî, òî ïåðåõîä ê øàãó

10.
Øàã 9. ij := m.
Øàã 10. Âûâåñòè çíà÷åíèÿ k, i1, . . . , im.
Êîíåö àëãîðèòìà.
Òåïåðü îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû A íåîáõîäèìî äëÿ âñåõ

ïîðÿäêîâûõ íîìåðîâ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû n, n = 1, N , âûïîëíèòü ñëåäóþùèå äåé-
ñòâèÿ.

i. Ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (7)�(9) ïî ïîðÿäêîâîìó íîìåðó n âîññòàíîâèòü ñîîòâåò-
ñòâóþùåå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû (k, i1, . . . , im).

ii. Ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà E0 (àëãîðèòìîâ Ej , j = 1,m) îïðåäåëèòü óñëî-
âèÿ ïåðåõîäà, à â ñëó÷àå èõ âûïîëíåíèÿ � ñîîòâåòñòâóþùåå ñîñòîÿíèå
(kj , ij1, . . . , i

j
m), j ∈ J(k,i1,...,im), èç êîòîðîãî (â êîòîðîå) ìîæíî ïîïàñòü â äàí-

íîå (èç äàííîãî). Çäåñü ÷åðåç J(k,i1,...,im) îáîçíà÷åíî ìíîæåñòâî íîìåðîâ àëãî-
ðèòìîâ Ej , j = 0,m, â êîòîðûõ ïðîâåðêà óñëîâèé ñîîòâåòñòâóþùåãî ïåðåõîäà
äëÿ ñîñòîÿíèÿ (k, i1, . . . , im) äàëà ïîëîæèòåëüíûé ðåçóëüòàò.

iii. Ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (6) îïðåäåëèòü ïîðÿäêîâûå íîìåðà nj ñîñòîÿíèé
(kj , ij1, . . . , i

j
m), j ∈ J(k,i1,...,im) è âûïîëíèòü ñëåäóþùèå îïåðàöèè ïðèñâàè-

âàíèÿ: an0,n := λk−1, åñëè 0 ∈ J(k,i1,...,im); an,nj := µj ,åñëè j ∈ J(k,i1,...,im);
ann := −∑m

j=1 u(ij)µj − u(m + r − k)λk.

4. Ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé ñèñòåìû

Â äàííîì ïàðàãðàôå áóäåò ðàçðàáîòàí àëãîðèòì ðàñ÷¼òà ñòàöèîíàðíûõ âåðî-
ÿòíîñòåé ÌÏ X(t).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç xn ñîñòîÿíèå ÌÏ X(t), ïîðÿäêîâûé íîìåð êîòîðîãî â ïðî-
ñòðàíñòâå Xm ðàâåí n, n = 1, N . Òàê êàê âñå ñîñòîÿíèÿ ïðîöåññà X(t) ñîîáùàþòñÿ
è N < ∞, òî ñóùåñòâóåò

lim
t→∞

P{X(t) = xn} = pn, n = 1, N,

ïðè ýòîì âåðîÿòíîñòè pn > 0, n = 1, N , è ñîâïàäàþò ñî ñòàöèîíàðíûìè âåðîÿòíî-
ñòÿìè.

Ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé {pn, n = 1, N} ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåí-
íûìè ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ (ÑÓÐ)

~p T A = ~0
T
,

~p T~1 = 1,
(10)

ãäå ~p T = (p1, . . . , pN ), à ~1 � âåêòîð èç åäèíèö.
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Äëÿ ðåøåíèÿ ÑÓÐ (10) áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðèíöèï ïîñëåäîâàòåëüíîãî âëî-
æåíèÿ ìàðêîâñêèõ öåïåé [3]. Ñ ýòîé öåëüþ ðàññìîòðèì ìîìåíòû ts, s > 0, ñêà÷êîâ
ÌÏ X(t) è ïîñòðîèì öåïü Ìàðêîâà (ÖÌ) {XN

s , s > 0}, âëîæåííóþ â X(t) ïî
ìîìåíòàì ts.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç XN ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé ÖÌ {XN
s , s > 0}, à ÷åðåç Qn =

{qN
ij }i,j=1,N � ìàòðèöó ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé ýòîé öåïè. Î÷åâèäíî, ÷òî XN

ñîâïàäàåò ñ Xm, à ýëåìåíòû ìàòðèöû QN îïðåäåëÿþòñÿ èç ñëåäóþùèõ ñîîòíîøå-
íèé [1]:

qN
ij =

{
−aij/aii, i 6= j;
0, i = j, i, j = 1, N.

(11)

Äàëåå, ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåïåé Ìàðêîâà {XN−1
s , s > 0}, . . . ,

{X 1
s , s > 0}, âëîæåííûõ â öåïü {XN

s , s > 0} ïóò¼ì ïîî÷åðåäíîãî èñêëþ÷åíèÿ
ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà XN , íà÷èíàÿ ñ ïîñëåäíåãî ïî ïîðÿäêó ýëåìåíòà. Ìíîæåñòâî
ñîñòîÿíèé ÖÌ {Xn

s , s >} îáîçíà÷èì ÷åðåç Xn, à ìàòðèöó ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé
ýòîé öåïè îáîçíà÷èì ÷åðåç Qn = {qn

ij}i,j=1,n, n = 1, N − 1.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàññìàòðèâàåìûì çäåñü ñïîñîáîì âëîæåíèÿ öåïåé ìíîæåñòâà

ñîñòîÿíèé XN−1, . . . ,X1 îïðåäåëÿþòñÿ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

Xn = Xn+1\{xn+1}, n = N − 1, N − 2, . . . , 1, (12)

à ýëåìåíòû ìàòðèö QN−1, . . . , Q1 ìîæíî îïðåäåëèòü, îïèðàÿñü íà ðåçóëüòàòû [3,
ãë. 2], íåïîñðåäñòâåííî èç êîòîðûõ âûòåêàåò
Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî n = 1, 2, . . . , N − 1, ýëåìåíòû ìàòðèöû
Qn îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòû ìàòðèöû Qn+1 ñîîòíîøåíèÿìè

qn
ij = qn+1

ij +
qn+1
i,n+1q

n+1
n+1,j

1− qn+1
n+1,n+1

, i, j = 1, n. (13)

Îáîçíà÷èì òåïåðü ÷åðåç qn ñòàöèîíàðíóþ âåðîÿòíîñòü ñîñòîÿíèÿ xn ÖÌ {XN
s ,

s > 0} è ïîêàæåì, ÷òî íàëè÷èå ìàòðèö Q1, . . . , QN ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ñòàöèî-
íàðíîå ðàñïðåäåëåíèå {qn, n = 1, N}.
Òåîðåìà 2. Ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå {qn, n = 1, N} îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíî-
øåíèÿìè

qn = q∗n/

N∑

j=1

q∗j , (14)

ãäå
q∗n =

{
1, n = 1;∑n

i=1 q∗j qn
in/(1− qn

nn), n = 2, N,
(15)

à qn
in, i = 1, n, îïðåäåëÿþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ (13).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå {qn, n = 1, N} ÿâëÿåòñÿ åäèí-
ñòâåííûì ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé

~q T (Qn − E) = ~0
T
, (16)

~q T~1 = 1, (17)
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ãäå ~q T = (q1, . . . , qN ), à E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.
Ìàòðèöà QN − E ÿâëÿåòñÿ íåðàçëîæèìîé I-ìàòðèöåé [4], ïîýòîìó íà îñíîâà-

íèè [4, òåîðåìà 2.2.1], ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå ýòîé ìàòðèöû â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ïðàâîé òðåóãîëüíîé ìàòðèöû íà ëåâóþ
òðåóãîëüíóþ ìàòðèöó, ó êîòîðîé âñå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû åäèíèöå.

Îïðåäåëèì êîìïîíåíòû òðåóãîëüíîãî ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû QN − E, èñïîëü-
çóÿ ìåòîä Ãàóññà. Äëÿ ýòîãî óìíîæèì ìàòðèöó QN − E ñïðàâà íà ïðîèçâåäåíèå
êâàäðàòíûõ ìàòðèö ñëåäóþùåãî âèäà:

LN =




1 0 . . . . . . 0
0 1 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
lN1 lN2 lNN−1 1




, LN−1 =




1 0 . . . . . . . . . . . . . 0
0 1 0 . . . . . . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

lN−1
1 lN−1

2 . . . lN−1
N−1 1 0

0 0 . . . . . . . . . 0 1




,

. . . . . . . . . , L2 =




1 0 . . . . . . 0
l21 1 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . . 0 1




(18)

ãäå
lnj = qn

nj/(1− qn
nn), j = 1, n− 1, n = 2, N,

à âåëè÷èíû qn
nj , j = 1, n, n = 2, N , îïðåäåëÿþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ (13).

Â ðåçóëüòàòå óìíîæåíèÿ ñ ó÷åòîì (13) ïîëó÷èì

(QN − E)LN · . . . · L2 = Q̃N , (19)

ãäå

Q̃N =




q1
11 − 1 q2

12 q3
13 . . . qN

1N

0 q2
22 − 1 q3

23 . . . qN
2N

0 0 q3
33 − 1 . . . qN

3N

0 0 0 . . . . . .
0 0 0 . . . qN

NN − 1




. (20)

Äàëåå ïîëîæèì
L = LN · . . . · L2. (21)

Èç (18) è (21) ñëåäóåò, ÷òî L � ëåâàÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ñ äèàãîíàëüíûìè
ýëåìåíòàìè, ðàâíûìè åäèíèöå.

Ïîñêîëüêó L � íåâûðîæäåíà, èç (19) íàõîäèì

QN − E = Q̃NL−1, (22)

ïðè÷¼ì L−1 òàêæå ÿâëÿåòñÿ ëåâîé òðåóãîëüíîé ìàòðèöåé ñ äèàãîíàëüíûìè ýëå-
ìåíòàìè, ðàâíûìè åäèíèöå.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðåäñòàâèëè ìàòðèöó QN −E â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ïðàâîé
òðåóãîëüíîé ìàòðèöû Q̃N ñ ýëåìåíòàìè, îïðåäåëÿåìûìè â ñîîòâåòñòâèè ñ (13) íà
ëåâóþ òðåóãîëüíóþ ìàòðèöó L−1.
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Òåïåðü ïîäñòàâëÿÿ (22) â ÑÓÐ (16) è óìíîæàÿ ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó ñïðàâà íà
ìàòðèöó L, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå:

~q T Q̃N = ~0
T
. (23)

È, íàêîíåö, ó÷èòûâàÿ â (23) âèä (20) ìàòðèöû Q̃N è èñïîëüçóÿ óñëîâèå íîðìè-
ðîâêè (17) ïóòåì íåñëîæíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèõîäèì ê ñîîòíî-
øåíèÿì (14)�(15). Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà äîêàçàíà.

Èòàê, íàìè ïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ, ïîçâîëÿþùèå ðàññ÷èòàòü ñòàöèîíàðíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå ÖÌ {XN

s , s > 0}, âëîæåííîé â ÌÏ X(t) ïî ìîìåíòàì ñêà÷êîâ ýòîãî
ïðîöåññà. Òåïåðü, èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñòàöèîíàðíûìè âåðî-
ÿòíîñòÿìè ñîñòîÿíèé ÌÏ è ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîñòîÿíèé ÖÌ, âëîæåííîé â ýòîò
ïðîöåññ ïî ìîìåíòàì åãî ñêà÷êîâ [5], ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó.

Òåîðåìà 3. Ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå {pn, n = 1, N} îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíî-
øåíèÿìè

pn =
ann∑N

j=1 qj/ajj

qn,

ãäå qn âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (14).

Òàêèì îáðàçîì, íàìè ïîëó÷åí àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ ÑÓÐ (10). Ðåøåíèå ýòîé
ñèñòåìû ôàêòè÷åñêè îñíîâàíî íà ïðèìåíåíèè ìåòîäà Ãàóññà äëÿ òðåóãîëüíîãî ðàç-
ëîæåíèÿ ìàòðèö, à òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ðåøàåìàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ÑÓÐ, ïîç-
âîëèëî ïðèäàòü âû÷èñëåíèÿì íàãëÿäíóþ âåðîÿòíîñòíóþ èíòåðïðåòàöèþ. Îäíàêî
ïðè ðàçðàáîòêå àëãîðèòìà äëÿ ðåøåíèÿ (10) ìû íèãäå íå ó÷èòûâàëè, ÷òî ìàòðèöà
êîýôôèöèåíòîâ A ýòîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ áëî÷íîé òð¼õäèàãîíàëüíîé. Äàííîå îá-
ñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî ñîêðàòèòü îáúåì ïðîèçâîäèìûõ âû÷èñëåíèé,
î ÷åì ñâèäåòåëüñòâóåò

Òåîðåìà 4. Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî n = 1, 2, . . . , N , ìàòðèöà Qn èìååò
áëî÷íûé òð¼õäèàãîíàëüíûé âèä è âñå å¼ ýëåìåíòû, çà èñêëþ÷åíèåì ëèøü ìîæåò
ýëåìåíòîâ, ñòîÿùèõ íà ïåðåñå÷åíèè äâóõ ïîñëåäíèõ áëî÷íûõ ñòðîê è äâóõ ïîñëåä-
íèõ áëî÷íûõ ñòîëáöîâ, ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ýëåìåíòàìè ìàòðèöû
QN .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðîâåäåì ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìàòåìà-
òè÷åñêîé èíäóêöèè.

Ïóñòü n = N . Â ýòîì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà QN ÿâëÿåòñÿ
áëî÷íîé òð¼õäèàãîíàëüíîé. Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî óòâåðæäåíèÿ î÷åâèäíûì îáðà-
çîì âûòåêàåò èç (11) è òîãî ôàêòà, ÷òî ìàòðèöà A èìååò áëî÷íûé òð¼õäèàãîíàëü-
íûé âèä.

Äàëåå ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåîðåìà âåðíà äëÿ n = l, N > l > 1, è äîêàæåì å¼
ñïðàâåäëèâîñòü äëÿ n = l−1. Ñîãëàñíî (13) ýëåìåíòû ìàòðèöû Ql−1 îïðåäåëÿþòñÿ
÷åðåç ýëåìåíòû ìàòðèöû Ql ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ql−1
ij = ql

ij +
ql
ilq

l
lj

1− ql
ll

, i, j = 1, l − 1. (24)
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Ñëåäîâàòåëüíî, èç (24) äëÿ âñåõ i, j òàêèõ, ÷òî ql
il = 0 ëèáî ql

lj = 0, ïîëó÷àåì
ql−1
ij = ql

ij .
Ó÷èòûâàÿ ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè î ñòðóêòóðå ìàòðèöû Ql, ïðèõîäèì ê âû-

âîäó î òîì, ÷òî ql
il (ql

lj) ðàâíû íóëþ äëÿ âñåõ i < l − i0 (j < l − j0), ãäå i0(j0) �
ñóììàðíàÿ âûñîòà (øèðèíà) äâóõ ïîñëåäíèõ áëî÷íûõ ñòðîê (ñòîëáöîâ) ìàòðèöû
Ql. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî âñå ýëåìåíòû ìàòðèöû Ql−1, çà èñêëþ÷åíèåì ëèøü
ýëåìåíòîâ, ñòîÿùèõ íà ïåðåñå÷åíèè äâóõ ïîñëåäíèõ áëî÷íûõ ñòðîê è äâóõ ïîñëåä-
íèõ áëî÷íûõ ñòîëáöîâ, áóäóò ñîâïàäàòü ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ýëåìåíòàìè ìàòðèöû
Ql, à ñëåäîâàòåëüíî, è ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ýëåìåíòàìè ìàòðèöû QN . Òàêèì îá-
ðàçîì, òåîðåìà äîêàçàíà.

Èç òåîðåìû 4 âûòåêàåò î÷åâèäíîå
Ñëåäñòâèå 1. Ìàòðèöà Q̃N â ðàçëîæåíèè (22) ÿâëÿåòñÿ áëî÷íîé äâóõäèàãîíàëü-
íîé.
Çàìå÷àíèå 1. Òåîðåìà 4 ôàêòè÷åñêè óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýëåìåíòîâ
ìàòðèöû Qn áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ýëåìåíòû íå áîëåå, ÷åì ÷åòûð¼õ áëîêîâ ìàòðè-
öû Qn+1, n = 1, N − 1. Ýëåìåíòû æå îñòàëüíûõ áëîêîâ ìàòðèöû Qn+1 ñîâïàäàþò ñ
ñîîòâåòñòâóþùèìè ýëåìåíòàìè ìàòðèöû QN è íà äàííîì ýòàïå âû÷èñëåíèé íå èñ-
ïîëüçóþòñÿ. Â ñâîþ î÷åðåäü, ýëåìåíòû ìàòðèöû QN îïðåäåëÿþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè
ñ (11) ÷åðåç ýëåìåíòû ìàòðèöû A. Òàêèì îáðàçîì, ãåíåðàöèÿ áëîêîâ ìàòðèöû A
ìîæåò ïðîèçâîäèòüñÿ ïîýòàïíî, ïî ìåðå èõ èñïîëüçîâàíèÿ â âû÷èñëåíèÿõ. Äðóãè-
ìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìà îäíîâðåìåííîé ãåíå-
ðàöèè ìàòðèöû A è ðàñ÷¼òà ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÌÏ X(t). Ðåàëèçàöèÿ
òàêîãî àëãîðèòìà ïîçâîëèò ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàòü ïàìÿòü ÝÂÌ.

Çàêëþ÷åíèå

Èòîãîì ïðîâåäåííîãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì äëÿ ðàñ÷åòà ñòàöèîíàð-
íûõ õàðàêòåðèñòèê ìíîãîêàíàëüíîé ýêñïîíåíöèàëüíîé ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ ñ
ïåðåóïîðÿäî÷èâàíèåì çàÿâîê. Ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî äàííûé àëãîðèòì ÿâëÿåò-
ñÿ îïòèìàëüíûì ñ òî÷êè çðåíèÿ ïàìÿòè ÝÂÌ è âðåìåíè ñ÷åòà.
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